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Vorwort, 


Die  deutsche  Ausgabe  des  „Treatise  on  the  higher  plane 
curves"  von  George  Salmon,  die  ich  hiermit  dem  mathema- 
tischen Publikum  übergehe,  ist  eine  Übersetzung  nach  der 
2.  Ausgabe  des  Originals,  welches  vor  kurzem  veröffentlicht 
worden  ist,  deren  allmählichem  Fortschreiten  ich  aber  durch 
die  Zuseudung  der  Probebogen  genau  folgen  konnte.  Sie  weicht 
von  der  Originalausgabe  wesentlich  nur  ab  durch  die  Weg- 
lassnng  eines  Abschnittes  von  Kapitel  VIII  über  die  linearen 
Transformationen,  welche  Theorie  ihren  Platz  in  der  Analy- 
tischen Geometrie  der  Kegelschnitte  (Kap.  XXII,  Art.  375  f.) 
behalten  soll,  durch  vermehrte  Litteraturnachweisungen  und 
einige  mit  denselben  verbundene  Zusätze.  Im  Text  ist  ausser 
Art.  22,  23  nur  wenig  hinzugefügt  worden. 

Einige  Mitteilungen  über  die  Entstehung  der  Originalaus- 
gabe gebe  ich  mit  den  Worten  des  Verfassers  wieder,  „Die 
erste  Ausgabe  dieses  Buches  ist  seit  mehreren  Jahren  ver- 
griffen und  ich  hatte  ehedem  selbst  die  Idee  einer  Neuausgabe 
desselben  aufgegeben.  Als  zu  einer  Zeit  geschrieben,  wo  die 
neuere  Algebra  noch  in  ihrer  Kindheit  war,  forderte  das  Buch 
ausgedehnte  Veränderungen,  um  auf  den  gegenwärtigen  Stand- 
punkt der  Wissenschaft  gebracht  zu  werden,  und  da  ich  die 
Vollendung  einer  neuen  Ausgabe  vor  meiner  Ernennung  zu 
dem  Amte,  welches  ich  jetzt  bekleide,  versäumt  hatte,  so  hielt 
ich  für  unmöglich,  sie  nunmehr  zu  erzielen,  wo  andere  Ver- 
pflichtungen mir  nicht  Muse  dazu  Hessen,  mich  mit  den  neuen 
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mathematischen  Entdeckungen  bekannt .  zu  machen  oder  auch 
nur  im  Gedächtnis  zu  bewahren,  was  ich  früher  gewusst  hatte. 
Als  aber  Jahre  vergingen  und  das  meinige  noch  immer  das 
einzige  englische  Werk  blieb,  welches  einen  systematischen 
Abriss  der  neueren  Kurventheorie  zu  geben  versucht,  begann 
ich  zu  erwägen,  ob  ein  Wiederabdruck  nicht  möglich  wäre  mit 
Unterstützung  eines  jungen  Mathematikers,  der  kompetent  wäre 
zur  Bearbeitung  zusätzlicher  Abschnitte,  die  die  späteren  Fort- 
schiitte  der  Wissenschaft  darstellen  würden;  indem  ich  Pro- 
fessor Cftyleys  Rat  hierüber  suchte,  ward  ich  ebenso  hoch 
als  angenehm  durch  sein  Anerbieten  überrascht,  mir  selbst 
die  gewünschte  Hilfe  zu  gewähren.  Es  ist  unnötig  zu  sagen, 
mit  welcher  Freude  ich  einen  Vorschlag  ergriff,  der  den  Wert 
meines  Buches  so  sehr  zu  erhöhen  versprach  und  bei  dem  ich 
nur  das  Bedenken  fühlte,  dass  die  Zeit  und  Arbeit,  welche 
Professor  Cayley  dem  Werke  eines  Ändern  widme,  für  einige 
Zeit  wenigstens  die  mathematische  Welt  eines  bessern  Werkes 
von  ihm  selbst  über  den  nämlichen  Gegenstand  berauben  werde." 
Das  war  gegen  Ende  des  Jahres  1869. 

„Mein  ursprünglicher  Plan  für  die  Teilung  der  Arbeit 
ging  dahin,  dass  Professor  Cayley  gewisse  neue  Abschnitte 
oder  Kapitel  beitragen  möge,  für  welche  die  ganze  Verant- 
wortlichkeit ihm  zufiele,  wahrend  ich  mich  mit  der  Revision 
der  älteren  Teile  des  Buches  begnügen  wollte.  Aber  ich  sah 
ein,  dass  es  nicht  möglich  sein  würde,  dem  Buche  in  diesem 
Wege  die  Einheit  zu  geben,  die  es  haben  sollte;  und  infolge- 
dessen ist  unsere  beiderseitige  Arbeit  in  einer  Weise  ver- 
schmolzen worden,  die  es  schwer  macht,  unsere  respektiven  An- 
teile zu  trennen.  Professor  Cayiey  hat  sorgfältig  das  Ganze 
durchgegangen  und  es  giebt  kaum  eine  Seite  in  demselben, 
welche  nicht  in  irgend  einer  Weise  durch  seine  Bemerkungen 
beeinflusst  worden  ist;  andererseits  habe  ich  von  seinen  Bei- 
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trägen  viele  ganz  neu  geschrieben,  entweder  um  sie  dem  Gan- 
zen besser  einzufügen  oder  weil  ich  glaubte,  irgend  eine  Ver- 
einfachung in  seinen  Methoden  oder  eine  Hinzufügung  zu 
seinen  Resultaten  uiacben  zu  können." 

In  den  Litteraturnaehweisungeu  der  deutschen  Ausgabe 
sind  genau  nach  den  Angaben  des  Verfassers  die  Abschnitte 
resp.  Artikel  bezeichnet,  welche  ohne  Veränderung  oder  doch 
mit  nur  unbedeutenden  Abweichungen  von  Professor  Cayley 
entnommen  sind.  Seine  treue  Mitarbeit  wird  sicher  Überall 
dankbar  gewürdigt  werden,  sie  ist  ein  neues  Zeugnis  jener 
echten  Gelehrten -Freundschaft,  die  seit  so  vielen  Jahren  schon 
so  oft  bei  wichtigen  Anlässen  der  Wissenschaft  zu  Gute  kam. 

Das  Kapitel  über  die  Anwendungen  der  Integralrechnung 
auf  die  Theorie  der  Kurven,  welches  die  erste  Ausgabe  ent- 
hielt, ist  weggefallen,  weil  es  einerseits  unumgänglich  gewesen 
wäre,  dasselbe  durch  einen  Abriss  der  Anwendungen  7.u  er- 
weitern, welche  der  allzu  früh  dahingeschiedene  Clebsch  in 
Fortsetzung  der  Untersuchungen  von  Riemann  von  den  ellip- 
tischen vuid  Abelschen  Integralen  auf  die  Kurventheorie  ge- 
macht hat;  während  es  anderseits  doch  unmöglich  erschien, 
diese  Gegenstände  anders  als  im  Zusammenhange  eines  eigenen 
Werkes  über  den  Integral -Kalkül  entsprechend  zu  behandeln. 

Indem  ich  das  Buch  ohne  wesentliche  Veränderungen  dem 
deutschen  Publikum  darbiete,  folge  ich  der  Überzeugimg,  daes 
es  in  seiner  gegenwärtigen  Gestalt  vorzüglich  geeignet  ist,  der 
mathematischen  Arbeit  auf  seinem  Gebiete  frische  Kräfte  zu 
gewinnen  durch  Verbreitung  der  Kenntnis  ihrer  bisherigen 
Hanptresultate  und  ihrer  wahrhaft  fruchtbaren  Methoden.  Ich 
verhehle  auch  nicht  die  lebhafte  Genugthuung,  die  ich  selbst 
über  die  so  glücklich  gelungene  Vervollständigung  des  Werkes 
über  die  analytische  Geometrie  empfinde,  welches  die  Salmon- 
sehen  Lehrbücher  bilden  und  an  dessen  deutsche  Bearbeitung 
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ich  ao  lange  zumeist  die  Arbeit  meiner  Musestunden  gewendet 
habe;  ich  hoffe  noch  immer  damit  ein  nützliches  Werk  zu 
thun  und  werde  nicht  darin  ermüden. 

Diesen  Einfährun gs Worten  der  ersten  dentachen  Ausgabe 
habe  ich  jetzt  bei  Vollendung  der  zweiten  nur  wenig  hinzu- 
zufügen. Sie  ist  ohne  wesentliche  Änderungen  und  Neue- 
rungen gewissenhaft  ergänzt:  man  wird  in  der  Koordinaten- 
theorie, in  der  Theorie  der  Enveloppen,  in  der  algebraischen 
Behandlung  der  rationalen  Kurven  dritter  und  vierter  Ordnung, 
in  der  InYariantentheorie  der  ersten  und  in  den  Lehren  von 
der  Klassifilcation  und  von  den  Doppeltangeuten  der  aweiten 
und  a.  a.  0.  Neues  finden  und  auch  in  den  Noten  die  sorgfältige 
Beachtung  der  neuen  wichtigen  Litteratur  und  einige  nel^e 
Entwicklungen  erkennen. 

Die  Schlussnote  der  ersten  deutschen  Ausgabe  über  die 
Erweiterung  der  Theorie  der  Reste  auf  Kurven  aller  Ordnungen, 
über  die  adjuugierten  Kurven,  die  Spezialgruppeu ,  die  Moduln 
und  Normalformen  der  Kurven  von  einerlei  Geschlecht  ist  in 
erweiterter  Änsfährung,  die  ich  Herrn  Professor  Brill  auch 
hier  verdanke,  in  den  Text  aufgenommen  worden. 

Zürich-Ünterstrass,  im  November  1881. 


Dr.  Wilh.  Fiedler. 
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Erstes  Kapitel. 
Von  den  Koordinaten. 


1.  Es  giebt  in  der  Ebene  eine  ausgezeichnete  gerade 
Linie,  die  Linie  im  Unendliehen  oder  die  unendlieii  ferne 
Gerade  derselben,  und  in  dieser  Linie  zwei  ausgezeichnete 
nicht  reelle  Punkte,  die  Kreispunkte  im  Unendlichen 
der  Ebene.  Ein  geotnetriacher  Satz  hat  entweder  keine  Be- 
ziehung auf  diese  Linie  und  zu  diesen  Punkten  und  ist  dann 
deskriptiv  oder  projektivisch,  oder  er  steht  in  Beziehung 
zu  ihnen  und  ist  dann  metrisch.  (Vergl.  „Kegelschnitte", 
Kap.  XXII.) 

Die  elementaren  Grundformeln  über  metrische  ßelationeu 
geben  die  charakteristischen  Eigenschaften: 

Wenn  ein  Punkt  in  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Ebene  liegt,  so  ist  seine  Distanz  von  jedem  Punkte  im  End- 
lichen unendlich  gross;  ebenso  sein  normaler  Abstand  von 
einer  Geraden,  die  ihn  nicht  zu  ihrer  Richtung  hat. 

Und  wenn  eine  Gerade  durch  einen  der  Kreispunkte  im 
Unendlichen  geht,  ao  ist  jede  in  ihr  gemessene  Länge  gleich 
Null  (denn  es  ist  y^d:ix),  jeder  Normalabatand  von  ihr  un- 
endlich gross  und  sie  macht  mit  jeder  anderen  Geraden  Winkel 
von  unendlich  grossem  sinua  und  cosinus,  ist  insbesondere  als 
zu  sich  selbst  rechtwinklig  zu  betrachten.  („Kegelachn.", 
Art.  25  resp.  Art.  34;  es  iat  Ä^  +  B^-^O.) 

2.  Die  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  in  der 
Ebene  dienenden  Koordinaten  sind  rechtwinklige  oder  schiefe 
Parallel  -  Koordinaten  (Cartesische)  oder  trimetrische  (projekti- 
vische)  Koordinaten;  die  letzeren  umfassen  als  einen  Special- 
fall  die  ersteren.  Im  allgemeinen  kann  man  sagen,  daes  die 
Cartesischen  und  insbesondere  die  rechtwinkligen  Koordinaten 

geeignet  sind  für  die  Untersuchung  der  metrischen 
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2  I.  Von  den  Koordinaten.   3. 

Eigenschafbeü,  die  trimetri sehen  Koordinaten  dagegen  ebenso 
für  die  der  deskriptiven  oder  projekti  vi  sehen  Eigenschaften, 
Wenn  in  Unters UGhungen  der  ersten  Art  die  Bezeichnung  der 
trimetriselien  Koordinaten  gebraucM  wird,  so  geschieht  es 
gewöhnlich  nur,  weil  dann  die  Gleichung  der  Kurve  homogen 
in  X,  y,  z  erscheint;  x,  y  sind  die  gewöhnliehen  rechtwinkligen 
Koordinaten  und  z  vertritt  die  lineare  Einheit. 

3.  Die  trimetrischen  Koordinaten  eines  Punktes  sind  als 
die  senkrechten  Entfernungen  j),  g,  r  desselben  von  drei  ge- 
gebenen Geraden  definiert  worden  („Kegelschn."  Art.  62),  die 
ein  Dreieck  bilden;  sie  genügen  daher,  wenn  et,  &,  c  die 
Längenzahlen  der  Seiten  desselben  und  A  seine  Flächenzahl 
bedeuten  und  wenn  j>,  g,  r  für  jeden  im  Innern  des  Dreiecks 
gelegenen  Punkt   als  positiv  angesehen  werden,  der  Relation 

Kj)  +  62  +  cr  =  2A. 
Mittelst    derselben    kann    eine    ursprünglich   nicht   homogene 
Grleiehung    homogen    gemacht    werden   und    es    wird    voraus- 
gesetzt, dass  dies  geschehen  sei  und  also  die  benutzten  Glei- 
chungen immer  homogen  sind. 

4.  Es  ist  von  Vorteil,  eine  etwas  allgemeinere  Definition 
der  trimetrischen  Koordinaten  x^  )/,  s  oder  x^,  x^,  x^  zu  be- 
nutzen, indem  man  ohne  ihre  absolute  Grösse  zu  fixieren  sie 
als  proportional  zu  gegebenen  Vielfachen  ap,  ßq,  yr  der 
ursprünglichen  trimetrischen  Koordinaten  annimmt.  Auf  Grand 
der  Bemerkung,  dass  die  in  einer  gegebenen  ßichtung  ge- 
messene Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden  ein 
bestimmtes  Vielfaches  ihrer  senkrechten  Entfernung  ist,  kann 
diese  Definition  mit  gleicher  Allgemeinheit  in  folgenden  Formen 
gegeben  werden. 

Die  trimetrischen  Koordinaten  eines  Punktes  in  der  Ebene 
sind  proportional 

zu  gegebenen  Vielfachen  der  senkrechten  Eutfernungeuj 
zu  gegebenen  Vielfachen  der  in  gegebenen  Richtungen 

gemessenen  Entfernungen, 
zu    gegebenen   Vielfachen    der   in    einer    und   derselben 
Richtung  gemessenen  Entfernungen, 
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Verhältoig-Koordinaten;  Zeiclienwechsel.    5.  3 

zu    den   in    gegebenen   Richtungen    gemessenen  Entfer- 
nungen 
des  Punktes  yon  drei  festen  geraden  Linien. 

Die  drei  gegebenen  Geraden,  die  Geraden  ^i  =  0,  x^=-Q, 
3^3  =  0  sollen  die  Koordinatenasen  oder  einfach  die  Äxen  und 
das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  das  Fundamentaltlreieck  oder 
daa  Dreieck  heissen.  Und  es  ist  v.u.  bemerken,  dasa  zwischen 
den  Grossen  ic^,  x^^  a;^,  insofern  ihre  absoluten  Werte  unbe- 
stimmt bleiben,  keine  identische  Relation  stattfinden  kann, 
so  wie  dass  die  von  uns  zu  benutzenden  Gleichungen  als  wesent- 
lich homogen  Relationen  zwischen  den  gegenseitigen  Ver- 
hältnissen der  Koordinaten  ausdrücken. 

5.  Wenn  es  auch  im  allgemeinen  nicht  yon  Vorteil 
ist,  so  können  wir  doch  die  absoluten  Grössen  der  Koordi- 
naten fixieren,  indem  wir  aij,  x^,  x^  resp.  gleich  ß^,  ßq,  yr 
setzen;  dann  sind  die  Koordinaten  eines  Punktes  durch  die 
Relation  verbunden 

a         p         y  ' 

die  daher  dienen  kann,  die  absoluten  Grössen  der  Koordinaten 
^11  ^-ii  %  eines  Punktes  zu  bestimmen,  nachdem  ihre  Ver- 
hältnisse bekannt  sind. 

Von  der  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Geraden  gilt 
natürlich,  dass  sie  das  Zeichen  wechselt,  wenn  der  Punkt 
von  der  einen  Seite  der  Linie  auf  die  andere  geht.  Die  Fest- 
setzung der  positiven  und  negativen  Seite  ist  für  jede  der 
drei  Linien  willkürlich,  aber  es  ist  im  allgemeinen  zweck- 
mässig, sie  so  zu  wählen,  dass  für  jeden  Punkt  im  Innern 
des  Dreiecks  die  Verhältnisse  x^:x^: x^  oder  falls  sie  in  ab- 
soluter Grösse  bestimmt  wären  die  Koordinaten  x^,  x^,  x^ 
selbst  positiv  sind. 

6.  Wenn  wir  annehmen,  dass  die  Geraden  x^  =  G,  x^'^O^ 
x^  =  Q  gegebene  Linien  sind,  so  bangen  die  Werte  der  Ver- 
hältnisse x^^:x^: x^  von  denen  der  impliciten  Konstanten  a, 
ßj  y  sk>  und  sind  somit  nicht  vollständig  bestimmt;  sie  können 
vielmehr  so  bestimmt  werden,  daas  Xi^ix.^-.x^iüx  einen  ge- 
gebenen Punkt  gegebene  Werte  erhalten.     So  vollendet  z.  B. 
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4  1^-   Yoii  den  KoordiEaten,    7. 

die  Annahme,  dass  für  den  gegebenen  Punkt  von  den  senk- 
rechten Abständen  ^^,  q-^,  r^  jene  Verhältnisse  die  gegebenen 
Werte  a/^ra^'^ia/g  haben,  die  Bestimmnng  der  Koordinaten, 
w*il  ,         j         j 

X-.:x,,:x,  =  -^  p:^  Q:-  -  r 
ft  2.  *■. 
ist.  Ebenso  können  wir  nnsere  Koordinaten  so  wählen,  dass 
eine  gegebene  lineare  Gleichung  Äcc^-\-  Bx^-^-Cx^-^O  eine 
gegebene  Gerade  darstellt;  denn  wenn  ap  +  bq  +  er  =^  0  die 
Gleichung  der  gegebenen  Linie  in  Funktion  der  Koordinaten 
p,  2,  r  ist,  SO  haben  wir 

a       1}       c 

Von  den  eben  geschriebenen  Gleichungen  wird  jedoch  selten 
in  ihrer  allgemeinen  Form  Gebrauch  gemacht,  man  denkt 
vielmehr  mit  Vorteil  insbesondere  die  Koordinaten  bo  fixiert, 
dass  der  Punkt  (1:1:1)  ein  gegebener  Punkt  der  Figur 
oder  die  gerade  Linie  x^-{-x^  +  x^  =  0  eine  gegebene  Linie 
der  Figur  ist, 

7,  Wir  können  von  dem  Punkte  j/j  sprechen  in  der  Mei- 
nung, dass  es  derjenige  Punkt  sei,  für  dessen  Koordinaten 
die  Verhältnisse  x^:  x^:  x^  gleich  seien  den  Verhältnissen 
yi'-y%'-y»'i  wenn  wir  von  den  Koordinaten  eines  Punktes  sagen, 
sie  seien  gleich  j/^,  j/^,  y^  oder  es  seien  x^,  x^^  x^  resp.  gleich 
J/ij  ^3)  y^^  ^*^  ^^*  ^^^  denselben  Sinn;  die  absoluten  Grössen 
sind  unbestimmt.  So  hätten  wir  in  6)  statt  vom  Punkte 
(1:1:1)  sprechen  können  von  dem  Punkte  (1,1,  1), 

8,  Der  Punkt  (1,  1,  1)  und  die  Gerade  x^-\-x^-\-x^^O 
oder    allgemeiner    der    Punkt    (y,,    y„,    y^     und    die     Gerade 

~  +  —  +  -ä  =.  0  stehen  in  einer  einfachen  geometrischen  Be- 
yi      «/a      «/b 

Ziehung  zum  Fundamentaldreieck:  Wenn  E  der  bezeichnete 
Punkt  ist,  so  ist  die  Gerade  die  Linie  E^EgE^,  welche  die 
Durchschnittspunkte  der  Seiten  des  Fuudamentaldreiecks  Ai^Ä^A^ 
mit  den  entsprechenden  Seiten  desjenigen  Dreiecks  E^E^E^ 
verbindet,  welches  die  Schnittpunkte  der  Verbindungslinien 
von    E    mit    den    Ecken    des    Fiindamentaldreiecks    mit   den 
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Gegeaaeiten  desselben  bilden;  oder  umgekehrt,  wenn  E^  E^  E3 
die  bezeichnete  Gerade  ist,  so  erhalten  wir  den  Punkt  E,  in- 
de  m  wir  ihre  Schnittpunkte 
El,  Ea,  E^  in  den  Seiten 
des  Pundamentaldreiecks 
mit  denrespektiven  Gegen- 
ecken desselben  verbinden 
und  von  den  Ecken  D^, 
D^ ,  D^  des  so  entstehenden 
neuen  Dreiecks  nach  den 
entiSprechenden  Ecken  des 
Fundamental  dreiecka  die 
geraden  Linien  ziehen.  Die  Gerade  E^  E^  E3  und  der  Punkt  E 
sind  dnrcb  die  Ecken  und  Seiten  des  Dreiecks  harmonisch 
getrennt,  die  erste  ist  die  harmonisch  zugeordnete  Gerade 
oder  Harmonikale  des  letzten  oder  sie  sind  in  einem  später 
erat  zu  erläuternden  Sinne  Pole  und  Polare  in  Bezug  auf  das 
Dreiseit,  welches  als  eine  Kurve  dritter  Ordming  angesehen 
werden  darf.  Wenn  von  beiden  eines  gegeben  ist,  der  Punkt  E 
oder  die  Gerade  Ej  E^  Ej,  so  ist  das  andere  bestimmt,  und  es 
ist  gleichbedeutend  ob  man  annimmt,  der  Punkt  (1,  1,  1)  sei 
ein  gegebener  Punkt  oder  die  Linie  37^  -f  a^a  +  ^3  "="  0  sei  eine 
gegebene  Gerade, 

Wenn  wir  die  Gerade  x^-^x^-^x^==0  als  eine  gegebene 
Linie  betrachten,  so  sind  vier  gerade  Linien  gegeben  und 
wenn  man  setzt  Xi-\-x^-\-x^-\-x^'^Q^  d.  h.  wenn  man  x^  als 
Zeichen  für  ^x^  —  x^  —  x,^  wählt,  so  sind  die  Koordinaten  so 
bestimmt,  dass  Xi  =  0,  x^  =  Q^  i^s  =  0,  ^^=0  gegebene  Ge- 
rade repräsentieren, 

9.  Die  Koordinaten  können  so  gewählt  werden,  dass  der 
Punkt  (1,  1,  1)  der  Schwerpunkt  des  Fundamentaldreieeks 
oder  dass  die  Gerade  x^ -\-  x^  ■{-  x^  —  Q  die  unendlich  ferne 
Gerade  seiner  Ebene  ist.  In  Eücksicht  auf  die  Gleichung 
a^  +  6g-l-c»'  =  2A  kommt  dies  auf  die  Annahme  hinaus,  dass 

x.^^:x^:x^  =  ap:hq:  er 
sei.  d.  h.  wenn  wir  den  Punkt  mit  den  drei  Ecken  des  Drei- 
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ecks  verbinden,  so  dass  dasselbe  dadurch  in  drei  Dreiecke 
zerfällt,  so  sind  die  Koordinaten  x^,  x^,  x^  den  Flächenzahlen 
dieser  es  zusammensetzenden  Dreiecke  gleich;  oder  mit  anderen 
Worten,  sie  sind  proportional  den  durch,  die  bezügliclien 
Hüben  des  Dreiecks  dividierten  Abständen  des  Punktes  von 
seinen  Seiten.  Und  wenn  wir  annehmen,  dass 
ap       bq       er 

seien,^E  h.  gle'ißh  den  Quotienten  der  FläehenzaJilen  der  kom- 
ponierenden Dreiecke  und  des  Fundamentaldreieuks,  so  wird 
die  "KfenHscBe  Relation  der  Koordinaten,  durch  welche  ihre 
absolute  Grösse  bestimmt  wird,  Xj^  +  sc^  +  Xg'^1, 

10.  Wenn  insbesondere  das  Pundamentaldreieek  gleich- 
seitig ist  und  die  Xi  als  proportional  zu  den  normalen  Ab- 
ständen von  den  Seiten  gelten,  so  ist  der  Punkt  (1,  1,  1) 
der  Mittelpunkt  des  Dreiecks  und  x^^-j-x^  +  x^^O  die  un- 
endlich ferne  Gerade  seiner  Ebene,  und  wenn  man  in  Fest- 
setzung der  absoluten  Grösse  die  a;^,  x^,,  x^  den  normalen 
Entfernungen  gleich  und  die  Höhe  des  Dreiecks  als  Einheit 
nimmt,  so  sind  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  (y,  y,  |-) 
und  die  identische  Relation  zwischen  den  Koordinaten  ist  (wie 
in  9)  x^  +  x^-\-x^  =  1. 

In  dem  eben  bezeichneten  Fall  des  gleichseitigen  Fun- 
damentaldreiecks und  der  unendlich  fernen  Geraden  als 
^i  +  ^ä  +  ^a^*^  ^^"*^  ^'ö  Koordinaten  der  Kreispunkte  im  Un- 
endlichen 

x^:x,^:x^=l:oj:a)^   Tind    =l:ra^:<ii 
für   (0   als   eine   imaginäre   Kubikwurzel   der   Einheit.      Denn 
fiir  X,  Y  als  rechtwinklige  Cartesisohe  Koordinaten  mit  dem 
Anfangspunkt   in   der  Ecke  {x  =  0,  y  =  0)  des  Fundamental- 
dreiecks und  der  Axe  der  x  in  der  Seite  ^^^^^O  desselben  sind 

,,    Xy5-Y    2-Xy3-Y 
x^,  X2,  Xg  respektive  =  r,    ^ 1   — ^x 

und  da  fiir  die  Kreispunkte  im  Unendlichen  X  und  Y  unend- 
lich gross  sind  mit  Xi^iT^O  (i^Y^^  wie  üblich),  so  er- 
hält man 
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-l:pj]/3_-l±il/3. 


2  ■  2 


also  ilir  (a  = und  somit   (0"-= ^ > 

X^:  X^i  X^^  1 :  a  :  m^    oder    ^^  1 :  gj^  :  o . 

11.  Wenn  eine  der  Äxen,  sagen  wir  die  der  a^g,  die  un- 
endlich  ferne  Gerade  der  Ebene  ist,  so  ist  die  Entfernung  r 
als  eine  unendlich  grosse  Konstante  zu  betrachten,  und  yr 
ist  daher  eine  Konstaute,  welche  endlich  gemacht  und  ohne 
Verlust  der  Allgemeinheit  gleich  Eins  gesetzt  werden  kann; 
wir  haben  also  x^:x.2:x^  =  Kp■.ßq•.l  und  die  Koefßcienten 
ff,  ß  können  so  bestimmt  werden,  dass  ap,  ßq  die  in  der 
Richtung  der  jedesmaligen  anderen  Geraden  gemessenen  Ab- 
stände des  Punktes  von  der  Geraden  ic^  =^  0  und  x^  =  0  dar- 
stellen, 80  dass  man  für  X,  Y  als  die  Cartesischen  Koor- 
dinaten des  Punktes  die  Relation  hat 

Xi:x^:Xg^Y:X:l. 
Mit   anderen  Worten  und  indem  man  zugleich  die  absoiaten 
Grössen  fisiert,  x^,  x^  und  x^=l  sind  die  Cartesisehen  Koor- 
dinaten des  Punktes  in  Bezug  auf  zwei  beliebige  Axen  der 
Koordinaten. 

12.  Im  Vorhergehenden  haben  wir  nur  die  unendlich 
ferne  Gerade,  nicht  aber  die  imaginären  Kreispunkte  der 
Ebene  zum  Fundamentaldreieck  in  Beziehung  gesetzt;  infolge 
dessen  sind  die  resultierenden  Cartesisehen  Koordinaten  im 
allgemeinen  schiefwinklig.  Sie  werden  aber  rektangulär,  in- 
dem man  die  Linien  iC  =-  0,  y  =  0  als  zwei  zu  den  Kreispunkten 
harmonische  Gerade  oder  als  rechtwinklig  zu  einander  an- 
nimmt. Die  Schnittpunkte  der  Geraden  x  =  0,  y^-0  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  oder  ihre  Bichtangen  bilden  mit 
den  Kreispnnkten  oder  die  nach  den  letzten  gehenden  Strahlen 
mit  jenen  Geraden  eine  harmonische  Gruppe. 

13.  Zuweilen  ist  es  zweckmässig,  die  imaginären  Koor- 
dinaten x*=-x-\-iy,  y*=x~iy^  2*=1  zu  gebrauchen,  die  wir 
Kreis -Koordinaten  nennen  können,  z.  B.  bei  den  Fusspunkt- 
Kurven,   Evoluten   etc.,   überhaupt   bei  den  Kurven,   die  mit 
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einer  gegebenen  dureli  metrische  RelationeE  verbunden  sind. 
In  diesen  Fällen  bat  aucb  die  aus  ^x-{-'riy  +  l  =  0  durch  Division 
mit  ^  hervorgehende  Gleichung  der  Geraden  x+y  cos  i/?  —  j;  =  0, 
in  der  %  ^^^  i^  ^^'"  -^^^  ^  gemachte  Abschnitt  nnd  tp  der 
mit  derselben  gebildete  Winliel  ist,  durch  die  hiermit  dar- 
gebotenen Koordinaten  %,  ^  der  Geraden  Wert,  x^fi'^)  ^^^ 
dann  die  Tangentialgleichung  einer  Kurve,  wie  wir  in  Art.  17  flg. 
■weiter  entwickeln  werden. 

14.  Die  Koordinaten  der  Kreispunkte  im  Unendlichen 
werden  für  ein  gegebenes  System  trimetrischer  Koordinaten 
in  folgender  Weise  gefanden.  Bezeichnen  zuerst  die  Koordi- 
naten Xi  die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  von  den  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks,  so  sei  ein  willkürheher  Punkt  (%  0^,03) 
der  Anfangspunkt  0  eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems 
X ,  Y  und  man  bezeichne  mit  A^ ,  A^ ,  A^  die  Neigungswinkel  seiner 
senkrechten  Abstände  von  den  Fundamentallinien  zur  Axe  OX; 
dann  sind  beide  Reihen  von  Koordinaten  durch  die  üelationen 
verbunden 

x^  =  X  cos  Aj  -|-  Ysin  A^  —  o^ , 

x^  =  X  eos  lg  +  Ysin  A^  —  o^ , 

:Cg  —  X  cos  Ag  +  Fsin  l^  —  0^, 
und  mit  den  Abkürzungen  ?^,  l.^,  l^  für 

cos  ^j  + JsinAj  =  e''''',  cosAa-fisinAj  — e'^',  cos  l^-\-i  sin  1,^=^6'^' 
respektive  erhält  mau  bei  unendlich  wachsenden  X,  Y,  welche 
die  Delation  X±iY=0  erfüllen,  für  die  beiden  Kreispunkte 

x^ix^ix-^^^lj-J^il^   und   iTj :  3^2 :  acg  ^  ^ :  ^ :  T-  ■ 

Für  Ai,  Aj,  J^  als  die  Winkel  des  Fundamental dreiecks  hat 
man  die  Relationen 

^i  =  3i:  +  Aä— A3,   J^-^-^i  +  Ag-;.,,   A^^7t  +  X^-L 
und  mit  den  Abkürzungen  k^,  k^,  a^  für 

cos  jI;  + « sin  ^j ,  cos  J.a  +  isin^2,  cos  J.3  +  *  sin  ^^ 
oder 

^_k  ^_h  =^?i      aaa  =-1 
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Man  findet  also  für  die  Koordinaten  der  beiden  Kreis- 
punkte  im  Unendlichen  die  gleichbedeutenden  Wertegruppen 

X^:x^:Xg  =  —  i  ■.--:ec2i      iK^iai^rx^^  —  1  iKg  :  — , 

Dieselben  Werte  gelten  auch  für  den  Fall,  wo  die  Koor- 
dinaten Xi,  statt  den  senkrechten  Abständen  von  den  Fimda- 
mentallinien  gleich  zn  sein,  ihnen  proportional  aind;  sie  ge- 
hören also  zu  dem  Koordinatensystem,  für  welches  die  Gleichung 
der  unendlich  fernen  Geraden  ist 

aij  sin  Äj  +  x^  sin  A^  +  XgSmA^=-0. 

15.  Wir  fügen  hinzu,  dass  die  ursprünglichen  Relationen 
zwischen  den  Xi  und  den  X,  Y  die  Gleichung  liefern 

(3!, -j-  0,)  (3^,  +  0,)  sinA^  +  (x^  +  03)  (x,  +  öl)  sin Ä^  + 

+  (*i  +  "i)  C^s  +  Oa)  sin  ^3  =  sin  A^  sin  ^^  sin  A.^  (X^  +  Y^) 
oder 

cTga^a  sin  A^-i-x^x-^  sin  ^j  +  aija^  sin  -4^  ^ 

=  sin  A^  sin  .4^  sin  ig  (X*  +  y^)  +  $^ 
für  a»i  als  eine  lineare  Punktion  von  X,Y,  1;  ao  dass 

x^Xg  sin  ^1  +  ai^aJi  sin  ^  +  x^x^  sin  ^3  =  0 
die   Gleichung    eines   Kreises,   also    die    Gleichung    des    dem 
Fundamentaldreieck    umgeschriebenen   Kreises   ist.      Derselbe 
schneidet  die  unendlich  ferne  Gerade 

x^  sin  Ä^-\-x^smA^-\-  x^  sin  ^a  =  0 
in  den  unendlich  fernen  Kreispunkten;  die  vorher  gefundenen 
Koordinaten  werte    derselben    befriedigen    diese    Gleichungen. 
Die  aligemeine  Gleichung  eines  Kreises  wird  damit 

x^x^  sin  jIj  4-  ■  ■  +  (Pi^i  +^"2%+^*^)  (^1  sin  ^1  + . .)  =  0 
mit  j>i,  ^3,^3  als  willkürlichen  Koefficienten.     (Vevgl.  „Kegel- 
schnitte", Art.  160.) 

16.  Im  System  der  Fläehen-Koordinaten  (vergl.  „Kegel- 
aohnitte",    Art.  79),    wo    die    Koordinaten   «;    den   mit    den 
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Seitenlangen  multiplizierten  senkrechten  Abatändeii  von  den 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  proportional  sind,  und  in 
welclien  die  unendlich  ferne  Gerade  die  EinheitUnie  ist  oder 
der  Gleichung  a;^  -|-  a^^  -|-  a:^  =^  0  entspricht,  erhält  man  die  ent- 
sprechenden Werte  (vergl,  a.  a,  0.  Art.  68)  durch  die  Sub- 
stitution ¥0n 

^-'-T-'     .   \  1     .   ''.     für  X,,  x„,  X,- 
sm  j1|     sm  A^     smA^ 

d.  h.  die  Koordinaten  der  Kreispunkte  im  Unendlichen  sind 

ein -4i ' sin  A^ ' ein Ä^  ' "^a "   ^ '     ^ '        ' "^i      f"^'   ^'        ' 

*i  *2  ^»  ^  _  -'-        1        „        -''        1 

sin -Ä, ' sin -4^ " sin -d-j  '   ^ ' "^a      '^s'        '   '        ^' ''h'        ' 

und  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises  wird 
(%  iCg  sin*  j4j  -f-  0^  ä:^  sin^  .^j  +  ^i  ^s  ^i"^  ^-^a)  + 

+  (Pi^i  +i'3%-f  i*8*s)  (*i  +  ^2  +  '''s)  =  0- 

17.  Die  vorher  betrachteten  Koordinaten  sind  Punkt- 
Koordinaten,  jede  Gruppe  der  Xi  bestimmt  einen  Punkt  in 
der  Ebene  des  Dreiecks.  Zur  Bestimmung  der  Lage  einer 
geraden  Linie  dienen  in  analoger  Weise  die  Linien-Koordi- 
naten oder  Tangential-Koordinaten.  Wenn  in  einem 
System  trimetrischer  Punkt-Koordinaten  a^,  a^,  x^  die  gerade 
Linie  durch  die  Gleichung  ^^Xj  +  ^^^^  +  ^^x^-^O  dargestellt 
ist,  so  gjebt  es  ein  entsprechendes  System  von  Linien -Koordi- 
daten,  in  welchem  S^,  l^,  Sg  die  Koordinaten  der  fraglichen 
Linie  sind.  Wir  bemerken,  dass  nach  dieser  Definition  nur 
die  Verhältnisse  der  |j,  ig,  Ig  bestimmt  sind,  während  ihre 
absoluten  Grössen  unbestimmt  bleiben,  ganz  ebenso  wie  für 
die  Punkt -Koordinaten  nach  ihrer   allgemeinsten  Auffassung. 

18.  Eine  lineare  Gleichung  aij  +  hS,3  +  c^g  =  0  zwischen 
den  Koordinaten  |^,  ^j,  ^g,  welche  eine  gerade  Linie  bestim- 
men, verbindet  die  ganze  Schaar  der  Geraden,  deren  Koordi- 
naten dieser  Gleichung  geniigen.  Dieselben  gehen  alle  durch 
den  Punkt,  dessen  Koordinaten  im  entsprechenden  System 
der  Punkt-Koordinaten  (xi)  durch  («,  b,  c)  bezeichnet  sind; 
denn    die    lineare    Gleichung    « Ij  -f  J- 1^  -)-  cl,  =  0    drückt    aus, 
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dass  die  Gleichung  in  Punkt -Koordinaten  ^yXi  +  l^a-g  +  l^x^  =^  0 
befriedigt  wird,  indem  mjin  darin  für  x^^,  x^,  x^  respektive 
a,  h,  c  substituiert.  In  den  Linien  Koordinaten  Sj,  S^,  |g  re- 
präsentiert also  die  Gleichung  a^^-^-b^^  +  ^ts'^^  einen  Punkt, 
und  zwar  denjenigen  Punkt,  dessen  Koordinaten  in  dem  ent- 
sprechenden System  von  Punkt -Koordinaten  a,  h,  c  sind.  Und 
allgemein  stellt  eine  homogene  Gfieichuug  in  den  Linien-Koor- 
dinaten Ij,  Ij,  Ig  diejenige  Kurve  dar,  welche  die  Enveloppe 
aller  der  geraden  Linien  ^^^1  +  ti^ii+  ^^^^^0  ist,  für  welche 
die  Koefficienten  ^^,  i^,  Ig  der  fraglichen  Gleichung  genügen. 
Man  sagt,  diese  Gleichung  sei  die  Tangential  gl  eich  ung  der 
Enveloppe  oder  ihre  Gleichung  in  Linien-Koordinaten. 
Mit  anderen  Worten,  die  Gleichung  einer  Kurve  in  Linien- 
Eoordinaten  ist  die  Gleichung  zwischen  !„  I^,  g^,  welche 
ausdrückt,  dasa  die  gerade  Linie 

£„x,  +  ^^x,+  ^,x,^0, 
eine  Tangente  der  Kurve  ist. 

19.  Im  Vorhergehenden  sind  die  Linien  -  Koordinaten  §i 
definiert  worden  mittelst  des  entsprechenden  Systems  von 
Punkt -Koordinaten  X;  und  es  ist  die  Bedeutung  der  Verhält- 
nisse 1^,  ti,  I3  dadurch  allerdings  vollständig  bestimmt.  Nur 
um  die  Analogie  zwischen  beiden  Arten  von  Koordinaten  voll- 
ständiger zu  begründen,  ist  es  wünschenswert,  auch  eine  unab- 
hängige quantitative  Definition  der  Linien -Koordinaten  zu 
gehen.  Man  kann  sagen,  dass  die  trimetrischen  Koordinaten 
^11  %}  §3  einer  Linie  gegebenen  Vielfachen  der  Entfernungen 
proportional  sind,  welche  von  drei  festen  Punkten  aus  (die 
ein  Dreieck  bilden)  in  vorgeschriebenen  Richtungen  bis  zur 
gedachten  Linie  gemessen  werden.  Denken  wir  nämlich  sie 
beispielsweise  den  senkrechten  Entfernungen  der  Linie  von 
den  drei  festen  Punkten  gleich  und  beziehen  wir  die  Figur 
auf  Gartesische  Koordinaten,  so  dass  die  Koordinaten  der  drei 
Punkte  respektive  sind  («,  ß\  («',  |5'),  (k",  ß")  und  die  Gleichung 
der  Geraden  AX-[- BT+C=i),  so  gelten  die  Relationen 

oder  die  Gleichung  der  Linie  ist 
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0, 


ß'.        1 
ß",        1 


und  die  Koefflcienten  von  ^„  t,,  i^  in  derselben  sind  somit 
gegebene  lineare  Funktionen  von  X,  T,  1;  indem  wir  die- 
selben durch  Xj,  x^,  x^  respektive  bezeichnen,  haben  wir  ein 
System  trimetriacher  Koordinaten  gebildet,  die  Gleichung  wird 
in  ^^^x^-\-ijX^+^gXj^  =  0  übergeführt  und  die  neue  Definition 
stimmt  mit  der  vorher  gegebenen  überein. 

Ebenso  wie  in  §  6  können  wir  die  Liüien-Koordinaten 
so  bestimmen,  dass  die  gerade  Linie  (1,  1,  1)  eine  gegebene 
Linie  der  Figur  ist  oder  der  Punkt  1^-1-5^+ 1^  =  0  ein  ge- 
gebener Punkt  derselben. 

20.  Einige  specielle  Fälle  sind  bemerkenswert:  1)  Wenn 
a,  ß,  y  die   in   gegebener  ßichtung   gemessenen  Enfernungen 
der    veränderlichen    Geraden    von    den   Punkten    J^,   J.^,  A^ 
(Fig.    2)     sind,     nämlich     « =  ^i  -B\, 
TiB.2.  ß^A^B\^   y^A^Ji\^    so    können    die 

Koordinaten  §i ,  ^^i  %%  «iiesen  Entfernungen 
proportional  angenommen  werden,  d,  h. 
Ii :  Sä  :  4  —  '^  ■  ^  ■  y-  Setzen  wir  dann 
den  Punkt  A^  in  der  gegebenen  Rich- 
tung, d.  h.  in  iS'g-^g  unendlich  fern 
voraus ,  so  hat  y  einen  imendlichen 
als    Konstante     zu     betrachtenden    Wert     und    indem    man 

I, :  I  ■  -^  =  c; :  /3 : 1  sehreibt,  kann  man  statt  der  ursprünglichen 
Koordinaten  L,  L,  L   die  Grössen  %•.  ^3,  ~  als  Koordinaten 

y 

nehmen,  d.  h.  a,  (5,  1.  Man  hat-  so  ein  System  von  zwei 
Koordinaten  a,  ß  gebildet,  welche  den  in  einer  gegebenen 
Richtung  gemessenen  Entfernungen  der  Linie  von  zwei  festen 
Punkten  respektive  gleich  sind. 

2)  In  der  nachstehenden  Figur  3  ist: 

a  _A^A^      ß__A^\ 

y      A^A./    y  ^ AgÄ\' 
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Denken  wir  also  die  Punkte  Aj^A^  als  die  Rickfcungen  der  Ge- 
raden A'^Ag,  A\A^  respektive,  so  dass 
A^A'.^,  -^-^'i  unendlich  grosse  als  Kon- 
stanten zu  betrachtende  Werte  haben,  so 
können  wir  statt  der  zn  a,  ß,  y  proportio- 
nalen Koordinaten  die  zu  -j — -:,-  i  -^ — j,- 1  y 
A^  Ä  2    Aj^  -Ä-  ^ 

proportionalen   nehmen  und   somit   auch 

die  Grössen  —. — n-i  -,-■.,  i  1;  wir  haben 
A^A!^    A^A\       ' 

80  ein  System  Yon  zwei  Koordinaten,  welche  die  ileciprokeu 
der  in  zwei  gegebenen  Richtungen  gemessenen  Entfernungen 
der  Linie  von  einem  festen  Punkte  sind. 

21.  Die  Theorie  der  Linien  -  Koordinaten  ist  ganz  abge- 
sehen von  der  Ausdehnung  ihres  .^Gebrauchs  von  der  höchsten 
Wichtigkeit;  denn  sie  zeigL^ass  mit  deijj  in  Punkt-Koor- 
dinaten geführten  Beweis  ii%6nd  eiif^  deskriptiven  Theorems 
durch  die  einfache  Anwendung  der  Theorie  der  reciproken  Po- 
laren oder  auf  Grund  der  die  Geometrie  beherrschenden  Duali- 
tät das  korrelative  Theorem  bewiesen  wird,  oder  vielmehr, 
dass  durch  die  nämliche  Entwiekelung  gleichzeitig 
und  glezchmässig  zwei  Theoreme  bewiesen  werden, 
wenn  wir  die  Veränderlichen  als  Punkt-Koordinaten 
und  wenn  wir  sie  als  Linien-Koordinaten  interpre- 
tieren. Jeder  Schritt  des  Beweises  hat  in  diesem  Sinne  zwei 
Bedeutungen,  den  beiden  Interpretationen  und  Sätzen  ent- 
sprechend. Und  ganz  ebenso  ist  der  Beweis  eines  Theorems 
in  Linien -Koordinaten  zugleich  der  Beweis  des  korrelativen 
Theorems;  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  der  Übergang 
dabei  von  der  weniger  bekannten  Theorie  der  Linien -Koordi- 
naten zu  der  vertrauteren  der  Punkt- Koordinaten  geschieht. 
Wenn  man  die  ursprünglichen  Linien  -  Koordinaten  S^  als  die 
Punkt  -  Koordinaten  des  Pols  der  betrachteten  Linie  in  Bezug 
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auf  den  Kegelachaitt  x,^  +  :x:/ +  x/ =  0  ansieht,  so  liegt  darin 
ein  Mittel,  den  Übergang  zu  erläutern. 

22.  Die  allgemeinen  projettiyiaolien  Koordinaten  Xi  und  §; 
der  Art.  4  und  19  lassen  eine  modificierte  Auffassung  au, 
welche  ihre  konstruktive  Verwendung  sehr  einfach  gestaltet, 
ihre  Specialfälle  erhellt  und  ihre  Reciprocität  in  allgemeinster 
Weise  darlegt.  Die  Xi  geben  die  Bestimmung  aller  Punkte 
P  der  Ebene  durch  vier  feste  Punkte  ^j,  A^,  Ä^,  lEj  von 
denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen;  die  |;  die  Bestim- 
mung aller  Geraden  p  der  Ebene  durch  vier  feste  Gerade 
ßj,  «g,  öj,  e,  von  denen  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen. 
Bezeichnen  wir  dann  durch  e,  und  pi  die  in  gleichen  Rich- 
tungen gemessenen  Ab- 
stände von  E  respektive 
P  bis  zu  den  Funda- 
raentallinien  Aj  Ä^  und 
durch  £,-,  JT,-  die  in  zwei 
bestimmten  Richtungen 
gemessenen  Längen  von 
den  Fundamentalpunk- 
ten ajüt  bis  zu  den  Ge- 
raden e  und  p,  so  gelten 
nach  Art.  4,  19  die  Beziehungen 
_  pr-Gj  _ei_pt_ 


H^^k 


{aj .  aiUi^e'^ 


wo  (vergl. „Kegelschnitte"  Art.  239  Beisp.  2)  mit  {A^ .  Ä,A,,EF) 
das  Doppel  Verhältnis  des  Bflschels  der  vier  Geraden  AjA,, 
AjA^,  ÄjE,  AjF  und  mit  (aj.a^üi^ep)  das  der  Reihe  der 
vier  Punkte  ßj  fli;,  etc.  bezeichnet  sind.  Die  Verhältnisse 
x^:a:^:x^  oder  §, ilgilg  führen  bei  gegebenen  Fundamental- 
Elementen  zur  Konstruktion  des  zugehörigen  Punktes  P  re- 
spektive der  zugehörigen  Geraden  p  durch  die  zweimalige 
Konstruktion  des  vierten  Strahls  respektive  Punktes  zu  drei 
gegebenen  Strahlen  eines  Büschels  oder  Punkten  einer  Gera- 
den  bei    gegebenem   Doppelverhältnis ,    oder   die   Konstruktion 
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eines  Strahles  oder  Puutfces  nach  gegebenem  Teilungsverhält- 
nis.  (Arb.  294  a.  a.  0.)  FUr  ein  anderes  System  von  Funda- 
mental  -  Elementen  liefern  dieselben  Koordinaten  Verhältnisse 
andere  Punkte  und  Gerade,  die  ein  zum  ersten  projektiviaches 
(kollineares)  System  bilden. 

Verbindet  man  die  Fundamenialp unkte  Ai  mit  den  Fun- 
damentallinien  üt  als  ihren  Gegenseiten  zu  einem  Dreieck, 
und  nimmt  man  überdies  die  Gerade  e  als  Polare  des  Pmiktes 
E  in  Bezug  auf  das  Dreieck  (Art,  8)  an,  so  dass  die  Doppel- 
verhältnisae  (^j  J.i  E; E,)  =  —  1  sind,  so  wird  immer,  wenn  die 
Gerade  p  den  Punkt  P  enthält,  zwischen  ihren  Koordinaten  ^; 
und  seinen  Koordinaten  Xi  die  Relation 

Si%  +  Ia  3^  +  ^8^3  =  0, 
erfüllt,  weU  z.  B.  -  S^^,  ^^a^fl- (-^ä ^^1^0  i^^d 

sind*  Dies  ist  für  die  1,-  als  Konstanten  die  Gleichung  der 
geraden  Linie,  welche  jene  zu  ihren  Koordinaten  hat,  und 
für  die  x^  als  Konstanten  die  Gleichung  des  Punktes,  von 
welchem  jene  die  Koordinaten  sind/)  Die  vorher  bezeichnete 
Konstruktion  ist  also  auch  die  Konstruktion  des  Punktes 
und   der  Geraden   aus   ihren  respektiven  Gleichungen. 

Wird  eine  der  Seiten  a,-  des  Fundamentaldreiecks  als  un- 
endlich ferne  Gerade  gedacht  und  zugleich  AiHj^  AjEii  ge- 
macht, also  auch  -4,Ej=-^iE4=  — J.j£f,  so  erhält  man  die 
0 artesischen  Punkt-  und  die  Plück ersehen  Linien- 
Koordinaten  für  schiefwinklige  Axen. 

23.  Es  erscheint  von  Wert,  die  allgemeinen  Gesetze  der 
Transformation  der  Koordinaten  so  zu  geben,  dass  sie 
für  alle  Fälle  eine  leichte  Anwendung  gestatten.  Dieselben 
lassen  sieh,  als  bezüglich  auf  kongruente  Systeme  in  sich 
deckender  Lage,  an  die  Betrachtung  projektiviech  kollinearer 
Systeme,  also  an  die  lineare  Substitution  (vergl.  „Kegel- 
schnitte" Art.  375flg.,  83): 

^x!  =  anx^  +  aiiX^  +  aisx^,     ßii.-=  tJul'i-l-^sf^'ä  +  aäiS'a 


*   Ist    e    unabhäDgig   von   E,    ao   erteJt  jene   Relation   die   Form 
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Jg  I.  Von  den  Koordinaten.    B3. 

anschliesaen ,  die  nach  dem  Vorigen  ihire  vollständige  geome- 
trische Deutung  erhalten.  Sei  das  eine  der  beiden  Systeme 
auf  die  Fundamental-Elemente  A^Ä.^A^Ee  bezogen,  denen 
im  anderen  die  Elemente  A!-yA!^A!^E'^  entsprechen,  und  das 
andere  auf  die  Elemente  A^' A^' A^' E*' e'^' ,  denen  im  ersten 
die  A^A*A^E*e*  entsprechen;  dann  erhält  man  für  die 
entsprechenden  Alk  der  Fundamental  -  Punkte  Ak  des  ersten 
im  zweiten  oder  Bildsystem  die  Gleichungen 

für  Ca-  und  Ä*  als  die  gleichgerichteten  Abstände  von  E  und 
Ai  von  der  Seite  «.,;  und  für  den  dem  Einheitpunkt  E  des 
ersten  Systems  entsprechenden  Ptmkt  E'  des  zweiten 

Und  umgekehrt  für  die  entsprechenden  a*  der  Fundamental- 
linien Ol;*'  des  zweiten  im  ersten  Systeme 

hi 

ffir  die  der  Einheitgeraden  e*"  des  zweiten  Systems  entspre- 
chende Gerade  e*  im  ersten  System. 

Da  nun  im  Falle  der  Transformation  die  J.,,  E,  e  mit 
den  ^,',  E\  d  und  die  ^,*',  E*',  e*'  mit  den  A-*,  E*,  e*  re- 
spektive zusammen  fallen,  so  erhalten  die  Koefficienten  o,,t 
der  die  Koordinatentransformation  ausdrückenden  linearen  Sub- 
stitution, durch  welche  die  neuen  Punktkoordinaten  als  Funk- 
tionen der  alten  und  die  alten  Linienkoordinaten  als  Funktionen 
der  neuen  ausgedrückt  werden  (oder  umgekehrt  mit  Wechsel 
der  Worte  alt  und  neu)   die  folgenden   Bedeutungen:  Es   ist 

'*      ht 

selben  Vertikalreihe  sind  den  drei  neuen  Koordinaten 
der  Fundamentalpunkte  des  alten  Sys.tems  und  die 
Substitutionakoefficienten  der  Horizontalreihen  den 
drei  alten  Koordinaten  der  Pundamentallinien  des 
neuen  Systems  proportional.  Es  ist  auch 
an :  %*  =  a:/ :  x/,  an :  %  j  =  ^t :  i, 
unmittelbar  an  die  Konstruktion  anschliessend,     Und  es  ist 
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die  Koefficienteasummen  nach  horizontalen  Reihen 
sind  proportional  den  neuen  Koordinaten  des  Einheit- 
punktes  im  alten  und  die  nach  vertikalen  Reiben  den 
alten  Koordinaten  der  Einheitlinie  im  neuen  System. 
Sind  z.  B.  die  Koordinaten  x'  Cartesiache  Punktkoordi- 
naten mit  a;/=l,  x^'^x^  x^  =  y,  und  haben  die  Funilamen- 
talpunkte  Ai '  eines  Systems  projektiviscber  Koordinaten  die 
Cartesischen  Koordinaten  a:''>  and  «/''',  ferner  der  Einheit- 
punkt E  desselben  die  Koordinaten  cP''  und  i;'*'',  so  hat  man 
die  Gleichungen 

dii'.a^i'.a^i^liy^^^-.x^i   für   «=1,2,3 
lind  daau 

ft^-Wii  +  Mia  +  ^ia,   fJ/^'^^  +  ffas  +  öas)  /^^^'^''gi  +  «33  + "ss- 
Daraus    ergieht   sieh   die   Gruppe   der   aUgemeijien   Losungen 
für  diesen  Übergang 
1    , 


1  , 

1 

S"l, 

j/ä' 

il» 

!>'> 

1  , 

1 

*((«>, 

,(■> 

*"), 

rtOJ 

1    , 

1    , 

1 

!/'", 

»">, 

»'■> 

Ilil, 

^, 

I«' 

1    , 

1    , 

1 

!/•", 

S"», 

,» 

it»>, 

x'>\ 

«l» 

1    , 

1  , 

1 

•1'", 

.;'"', 

^w 

2>ll, 

1«, 

iW 

1     , 

1  , 

1 

y", 

s«, 

y 

»*■>, 

«1« 

a^»i 

«31  ^  <^n  ■  ^^'i      «38  °=  «la  ■  '^^'j      %s=  «13  ■  ^'^'- 
Man    erkennt    die    Gleichungen   der   Transformationen    recht- 
winkliger  C artesischer   Koordinaten   in   andere   rechtwinklige 
Cartesische   leicht   als   den   speciellsten  Fall   der   Anwendung 
dieser  allgemeinen  Gesetze. 

Die   blosse  Veränderung   des  Einheitpunktes   bei   festge- 
haltenen Fundamentalpunkten  ergiebt  sich   so  oder  auch  un- 
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mittelbar  nach  den  Definitionen  des  Art.  22  als  äquivalent 
der  Multiplikation  der  ursprünglichen  Koordinaten  mit  Kon- 
stanten von  leicht  angebbarem  geometrischem  Sinn. 

Für  den  Übergang  von  einem  System  projektivischer  Punkt- 
koordinaten KU  einem  andern  solchen  Systeme  als  den  allgemein- 
sten Fall  hat  man  aus  den  drei  Verhältnis gruppen  (7e=  1,  2,  3) 
der  Koordinaten  der  Fundamentalpunkte  At 
aik  ■■  a^k  ■  azk  =  x^^'>' :  a^g**'' :  «gf*^' 
und   den  drei  Koordinaten  des  Einheitpunktes  Ü  (^—1,2,3) 

die  Koefficienten  der  Substitution  zu  berechnen.  Dazu  ver- 
wandelt man  die  letzten  drei  Gleichungen  mit  Hilfe  der  ersten 
in  Be stimm ungs gl eichungen  für  öh,  «jg,  ß,g  z.  B.  und  löst  dann 
diese  nach  den  Regeln  der  Determinantentheorie.  Bezeichnet 
man  den  Wert  der  Determinante  der  Koordinaten  der  Funda- 
mentalpunkte durch  X'  und  die  Elemente  ilires  adjungierten 
Systems  nach  folgendem  Schema: 


X'  = 


V"')    *i'^''.    ^i.'^*' 

3^W,     a^t^*',     a^<*'' 


Xay^     X,'2)'j     X^"/ 
Xä»>',     Xa<ä)',     X/'' 

Zg'i)',    x^<^>',   x,"^y 


so  erhält  man  zuerst 

X'.a^^  =  fvx^W{x^<^'X,<'i'  +  x^"^yX^(''>'  +  x^f^>'X,''>'\ 
und  allgemein 

Und  durch  die  gleiche  Behandlung  der  Auflösungen  nach  ?/ 
von  der  zweiten  oder  diversen  Subatitutionsgruppe 

also  mit  -d  als  Determinante  der  am  und  An,  als  den  Elementen 
ihres  adjungierten  Systems  von 

-^'i-'Ani,  +  Ani,  +  Ä,,^, 

& 
entstehen  ganz  analoge  Foirmeln  für  die  Berechnang  der  Koef- 
ficienten zur  Substitution  der  §;, 
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Zweites  Kapitel. 

Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Kurven 
vom  n^^"  Grade. 


I.  Abschnitt. 
Über  die  Anzahl  der  Glieder  in.  der  allgemeiiien  Gleichung. 

24.  Der  erste  Schritt  zur  Kenntnis  der  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Kurve  w**"  Grades  wird  mit  der  Untersuchung 
der  Anzahl  der  Glieder  in  ihrer  Gleichung  gethan. 
Sie  setzt  in  den  Stand  durch  einfache  Zählung  der  Anzahl 
unabhängiger  Konstanten  in  einer  vorgelegten  Gleichung  «'™ 
Grades  zu  erkennen,  ob  dieselbe  eine  der  Formen  ist,  in 
welche  jede  Gleichung  w'"  Grades  übergeführt  werden  kann 
oder  nicht. 

Beispielsweise  enthält  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades  fünf  unabhängige  Konstanten;  wenn  daher  eine  andere 
Gleichung  vom  zweiten  Grade  gegeben  ist,  welche  fünf  Kon- 
stanten enthält,  so  wie 

{x-ay+(t,--ßy^(ax  +  by  +  cf, 

so  können  wir  dieselbe  entwickeln  und  wie  in  Art.  90  der 
„Kegelschnitte"  mit  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
identificieren,  um  dadurch  eine  hinreichende  Anzahl  von  Glei- 
chungen zur  Bestimmnng  von  cc,  ß,  ...  in  Funktion  der  Koef- 
ficienten  der  allgemeinen  Gleichung  zu  erhalten.  Damit  ist 
dann  bewiesen,  dass  eine  Gleichung  zweiten  Grades  im  all- 
gemeinen auf  jede  der  beiden  obigen  Formen  gebracht  werden 
kann  und  ein  Beweis  für  die  Eigenschaften  der  Brenn- 
punkte und  Direktrixen  wäre  dadurch  gewonnen.  Die 
Gleichung 
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{ax  +  by  +  cy={a'a;  +  b'y  +  d){a"X'i-i"y  +  <^') 
enthält  sieben  imabliängige  Koßstantea  und  diis  Problem,  die- 
selben in  Funktion   der  Koefficienten   der   allgemeinen   Glei- 
chung zweiten   Grades   auszudrücken,   ist   somit  unbestimmt, 
wie  dies  geometrisch  evident  ist,  weil  die  Gleichung  in  diese 
Form   gebracht  werden  kann,   indem  man  irgend  zwei  Tan- 
genten des  Kegelschnitts  repräsentiert  denkt  durch 
a'x  +  h'y  +  d'^O   und    a"x  +  h"y  +  (/'  =  0 
und  ihre  Berühruugs sehne  durch 

ßiK  +  ft*/  +  C-=0. 

Die  Gleichungen 
{ax  +  hyf^cx  +  dy  +  e,  {ax  +  by +  i)ia'x  +  b'ii+ 1)^-0 
enthalten  nur  je  vier  unabhängige  Konstanten  und  müssen 
daher  eine  andere  Bedingung  eins chli essen,  d.  b.  die  allge- 
meine Gleichung  kann  nicht  in  eine  dieser  Formen  über- 
geführt werden,  wenn  nicht  eine  weitere  Bedingung  erfüllt  ist; 
wie  es  geometrisch  daraus  erhellt,  dass  die  erste  Gleichung 
eine  Parabel  und  die  zweite  ein  Paar  von  geraden  Linien 
darstellt.     Die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises 

die  nni  drei  ersichtliche  Konstanten  enthält,  muss  zwei  Be- 
dingungen einsehliessen  oder  die  allgemeine  Gleichung  kann 
nur  bei  Erfüllung  von  zwei  Bedingungen  auf  diese  Form  ge- 
bracht werden.     Die  Gleichung 

die  nur  eine  Konstaute  zeigt  und  in  welcher  S  und  S'  zwei 
gegebene  Punktionen  vom  zweiten  Gi^ade  in  den  Koordinaten 
darstellen,  muss  vier  Bedingungen  einsehliessen,  wie  bekannt 
ist,  weil  der  durch  diese  Gleichung  dargestellte  Kegelschnitt 
durch  vier  feste  Punkte  geht  oder  vier  feste  Tangeuten  be- 
sitzt, je  nachdem  wir  die  Veränderlichen  als  Koordinaten  eines 
Punktes  oder  als  solche  einer  Geraden  voraussetzen, 

25.  Einige  Vorsicht  ist  bei  Anwendung  dieser  Principien 
unentbehrlich.     So  scheint  die  Gleichung 

(x~ay  +  (y-ß}^^ax  +  bt/-i-c 
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fünf  Konstanten  zu  enthalten  und  daher  au  den  Formen  zu 
gehören,  in  welche  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
übergeführt  werden  kann;  da  aber  die  Entwickelung  zeigt, 
dass  die  Konstanten  nicht  in  die  höchsten  Glieder  der  Glei- 
chung eintreten,  und  dass  also  nur  drei  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung derselben  entstehen,  so  müssen  wir  schliesaen,  dass 
die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  nur  dann  in  diese  Form 
gebracht  werden  kann,  wenn  derselbe  zweien  bestimmten  Be- 
dingungen genügt.     Ebenso  ist  die  Gleichung 

wo  5^  =  0,  Sg-^O  etc.  sechs  Kegelschnitte  darstellen,  eine 
Form,  in  welche  die  Gleichung  jedes  Kegelschnitts  gebracht 
werden  kann.  Setzen  wir  aber  voraus,  dass  drei  der  Glei- 
chungen dieser  Kegelschnitte  durch  eine  Relation  von  der  Form 
S^^hS,  +  lS^  verbunden  sind,  so  zeigt  die  Substitution  dieses 
Wertes,  dass  die  Gleichimg  nur  vier  unabhängige  Konstanten 
enthält  und  dass  also  die  Gleichung  eines  beliebigen  Kegel- 
schnitts nicht  ohne  Erfüllung  einer  Bedingung  in  diese  Form 
gebracht  werden  kann. 

26.  Nach  diesem  Versuch,  dem  Leser  eine  Idee  von  der 
Art  des  Vorteils  zu  geben,  welchen  die  Kenntnis  der  Zahl 
der  Glieder  in  der  allgemeinen  Gleichung  «'*"  Grades  gewähren 
kann,  schreiten  wir  zur  Untersuchung  dieses  Problems  vor. 
Die  allgemeine  Gleichung  w'""  Grades  zwischen  zwei  Ver- 
änderlichen kann  geschrieben  werden 
Ä 
+  Bx-\-Cy 

+  .  ,  .  . 


Die  Zahl  ihrer  Glieder  ist  offenbar  die  Summe  der  Eeihe 
1-f  2-f  3  +  ...  +  (w-i-l)  und  ist  daher  =f  (n+ l)('i  +  2),  wie 
früher  „Kegelschnitte"  Art.  91  bewiesen  wurde. 

Wir  werden  die   allgemeine  Gleichung   oft  in  der  abge- 
kürzten Form 

„(-)  -i-  Md)  +  m(2)  -f . . .  +  mW  =  0 
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anwenden,  wo  «**'>  die  Vereimgimg  der  Glieder  darstellt,  wel- 
che in  X  und  y  vom  Grade  ^  sind,  also  «*"'  das  absolute  Glied, 
«'"'  den  Inbegriff  der  Glieder  vom  höchsten  Grade. 

Die  Gleichung  in  projektiviachen  Koordinaten  kann  ganz 
analog  in  der  Form 

geschrieben  werden,  wenn  wir  unter  M^'"'  eine  homogene  Funk- 
tion jj*™  Grades  in  Xg,x^  verstehen,  weil  deren  Glieder  in  der 
Gleichung  sämtlich  den  Faktor  Xj^~p  enthalten,  den  man  so- 
mit ausscheiden  kann.  Man  kann  sie  daher  auch  in  der  sym- 
bolischen Form  einer  b*™  Potenz  des  linearen  Trinoms  sehreiben, 
nämlich  (a,Xi-i- 0^X2  +  OgX^y^O,  indem  man  bei  den  Gliedern 
der  Entwickelung  wie  a^^—^a^^'x^'^—Px^i'  das  Koeffieienten- 
produkt  nicht  als  solches,  sondern  als  einen  neuen  Koefficien- 
ten  fasst,  den  man  durch  «n, ,133,. g  bezeichnen  kann,  wenn  hier 
die  Anzahl  der  Indiees  1  und  2  respektive  (n  —p)  und  p  ist. 
Die  Zahl  der  Glieder  ist  offenbar  in  jedem  Falle  dieselbe  wie 
im  vorhergehend  Erörterten. 

27.  Die  Zahl  der  zur  Bestimmung  einer  Kurve  )i*'"'  Ord- 
nung notwendigen  Bedingungen  ist  offenbar  um  Eins  kleiner 
als  die  Zahl  der  Glieder  in  der  allgemeinen  Gleichung;  sie 
ist  also  gleich  -|-«(Mr|-3).  Demi  die  Gleichung  repräsentiert 
noch  dieselbe  Kurve,  wenn  wir  sie  mit  irgend  einer  Kon- 
stanten multiplizieren  oder  dividieren;  wir  können  sie  also 
durch  A  dividieren  und  die  Kurve  wird  bestimmt  sein,  wenn 
die  g  M  (m  +  3)  Grössen  B:Ä,  C:  Ä,  etc.  bestimmt  worden  sind. 
So  ist  eine  Kurve  n^'  Ordnung  im  allgemeinen  bestimmt,  und 
zwar  eindeutig  bestimmt,  wenn  l  n(n-\-3)  ihrer  Punkte  be- 
stimmt sind;  denn  die  Koordinaten  jedes  Punktes,  durch  wel- 
chen die  Kurve  geht,  liefern  durch  Substitution  in  die  allge- 
meine Gleichung  eine  lineare  Relation  zwischen  den  Koeffi- 
eienten,  so  dass  wir  -|-ra(m  +  3)  Gleichungen  ersten  Grades 
zur  Bestimmung  derselben  Zahl  unbekannter  Grössen  erhalten; 
diese  Bestimmung  ist  ein  Problem,  welches  im  allgemeinen 
nur  eine  Lösung  zulässt.  So  lernen  wir,  dass  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  im  allgemeinen  durch  neun,  eine  der  vierten 
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durch  vierzehn  Punkte,  und  dass  im  allgeni einen  durch 
|-w(n+3)  Punkte  eine  und  nur  eine  Kui-ve  w*"'  Ordnung  be- 
schrieben werden  kann, 

28.  Wenn  wir  sagen,  dass  -^-»(n  +  S)  Punkte  eine  Kurve 
w'"  Ordnung  bestimmen,  so  darf  dies  nicht  dahin  verstanden 
werden,  dass  stets  eine  eigentliche  Kurve  «""  Ordnung  durch 
diese  Punkte  gehe.  Denn  wir  haben  nur  bewiesen,  dass  eine 
Gleichung  n^""  Grades  existiert,  die  durch  die  gegebenen 
Punkte  befriedigt  wird;  aber  diese  Gleichung  kann  das  Produkt 
von  zwei  oder  mehreren  Gleichungen  geringerer  Grade  sein. 
So  besümuien  fünf  Punkte  im  allgemeinen  einen  Kegelschnitt; 
wenn  aber  drei  von  ihnen  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so 
ist  der  Kegelschnitt  eine  uneigentliche  Kurve  zweitei  Ord- 
nung, aus  dieser  geraden  Linie  und  der  Veibindungslinie  der 
beiden  anderen  Punkte  gebildet.  Und  allgemem  ist  klar,  dass 
durch  |-w(n  +  3)  Punkte  eine  eigentliche  Kune  n^'  Oidnung 
nicht  beschrieben  werden  kann,  wenn  mehr  als  tip  von  ihnen 
auf  einer  Kurve  ß'"  Ordnung  liegen,  —  natürlich  für  j)<m; 
denn  wir  würden  sonst  die  Absurdität  haben,  dass  zwei  Kur- 
ven von  den  Ordnungen  n  und  p  sich  in  mehr  als  np  Punkten 
schneiden  könnten.  (Vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  246.)  Das 
durch  eine  solche  Gruppe  von  Punkten  gehende  System  «""■ 
Ordnung  besteht  vielmehr  aus  der  Kurve  p^"'  Ordnung  in 
Verbindung  mit  einer  Kurve  von  der  Ordnung  (n—p)  durch 
die  übrigen  Punltte.  Wir  können  sofort  eine  obere  Grenze 
feststellen  für  die  Zahl  der  Punkte,  welche  unter  den  be- 
stimmenden Pimkten  einer  Kurve  iJ*"'  Ordnung  auf  einer  Kurve 
von  der  Ordnung  p  liegen  können.  Diese  Zahl  kann  nicht 
grosser  sein  als  np  —  -g-  {p  —  1)  (j)  —  2).  Denn  wenn  wir  an- 
nehmen, dase  ein  weiterer  Punkt  auf  ihr  liege,  d.  h,  dass 
''i*  ~2'(j?~  ^)iP~-^)'^^  Punkte  auf  einer  Kurve  p*"'^  Ord- 
nung lägen,  so  ergiebt  die  Subtraktion  dieser  Zahl  von 
|-m(ji  +  3)  für  die  Zahl  der  übrigen  Punkte  i  (»*— i')(K— Ji  +  S), 
und  es  kann  daher  durch  dieselben  eine  Kurve  der  Ordnung 
(n—p)  beschrieben  werden.  Sie  bildet  mit  der  Kurve  p^" 
Ordnung  zusammen  ein  System  von  der  Ordnung  n,  das  durch 
die    gegebenen   Punkte   geht;    und   es   ergiebt   sich   aus   dem 
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letzten  Artikel,  daas  es  im  allgemeineri  unmoglicli  ist,  ein 
anderes  System  derselben  Ordnung  durch  sie  za  bestimmen, 
29.  Es  giebt  jedoch  Fälle,  in  denen  die  Lösung  des 
Art.  21  hinfällig  wird,  wie  wir  an  einem  einfachen  Beispiel 
zeigen  wollen.  Die  Zahl  der  zur  Bestimmung  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  erforderlichen  Punkte  ist  neun,  aber  neun 
Punkte  bestimmen  nicht  in  jedem  Falle  eine  einzige  Kurve 
dritter  Ordnung,  weil  ja  zwei  Kurven  dritter  Ordnung  sich 
auch  in  nenn  Punkten  durchsehneiden,  so  dass  durch  diese 
neun  Punkte  sicherlich  zwei  und  wie  wir  gleich  sehen  werden 
unendlich  viele  Kurven  dritter  Ordnung  gehen.  Die  Erklä- 
rung ist  folgende:  Wenn  wir  m  lineare  Gleichungen  zwischen 
m  Unbekannten  auflösen,  so  erhalten  wir  die  Lösung  im  all- 
gemeinen in  der  Form  eines  Bruches;  wir  erhalten  z.  B. 
B:A  =  B^:A,j  C:-4  =  Cj:  J., ,  etc.  Nun  kann  es  geschehen, 
dass  die  gegebenen  Werte  der  Koordinaten  der  ^-w(k  +  3) 
Punkte  das  gleichzeitige  Verschwinden  von  Zähler  und  Nenner 
eines  jeden  dieser  Brüche  herbeiführen;  in  diesem  Falle  aind 
die  gegebenen  Punkte  offenbar  unzureichend  zur  Bestimmung 
der  Kurve  und  es  kann  durch  sie  eine  unendliche  Menge  von 
Kurven  ii^'  Ordnung  gelegt  werden.  Der  geometrische  Grund 
des"  Vorkommens  solcher  Fälle  fordert  weitere  Erläuterung. 
Beginnen  wir  der  Einfachheit  wegen  mit  dem  Beispiel  der  Kur- 
ven dritter  Ordnung.  Seien  f7=0,  F=,0  die  Gleichungen 
von  zwei  solchen  Kurven,  beide  durch  acht  gegebene  Punkte 
gehend  und  also  je  durch  Hinzufügung  eines  willkürlichen 
neunten  Punktes  erhalten,  so  ist  die  Gleichung  jeder  Kurve 
dritter  Ordnung,  die  durch  diese  Punkte  geht,  von  der  Form 
U—  Ic  F=  0.  Denn  diese  Gleichung  bezeichnet  nach  ihrer  Form 
eine  Kurve  dritter  Ordnung  durch  die  acht  gegebenen  Punkte 
und  sie  enthält  eine  willkürliche  Konstante  Ä,  welche  so  be- 
stimmt werden  kann,  dass  die  Kurve  durch  irgend  einen  neun- 
ten Punkt  geht;  man  erhält  nämlich  Ä;=  U':V',  wenn  ü'  und 
V  die  Eesultate  der  Substitution  der  Koordinaten  des  neunten 
Punktes  in  U  und  V  sind.  Dies  giebt  in  jedem  Falle  einen 
bestimmten  Wert  für  Je,  den  einen  ausgenommen,  wo  der  frag- 
liche neunte  Punkt  gleichzeitig  den  beiden  Kurven  U=  0  und 
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V-~0  angetiörbj  die  sieh  ja  wirklieh  in  noch  einem  neunten 
Punkte  schneiden  müssen.  Für  die  Koordinaten  dieses  Punktes 
nimmt  k  den  Wert  0 : 0  an;  auch  zeigt  ja  die  Form  der  Glei- 
chung U-—hV^O  das  Nämliche,  dass  in  der  That  jede  Kurve, 
welche  sie  darstellt,  durch  alle  Durehschnittsp unkte  der  Kur- 
ven (7=0  und  V^a  hindurch  gehen  muas.  Wir  erhalten 
also  den  wichtigen  Satz:  Alle  Kurven  dritter  Ordnung, 
welche  durch  acht  feste  Punkte  gehen,  enthalten  noch 
einen  neunten  festen  Punkt.  Und  wir  erkennen,  dass 
neun  Punkte  nicht  immer  hinreichend  sind,  um  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  zu  bestimmen;  denn  wir  Icönnen  durch  die 
nenn  Dur chschnittsp unkte  von  zwei  solchen  Kurven  und  durch 
einen  beliebigen  zehnten  Punkt  eine  solche  Kurve  beschreiben. 
Ebenso  für  Kurven  dritter  Klasse;  die  Schaar  der  durch  acht 
Gerade  berührten  Kurven  dritter  Klasse  besitzt  noch  eine 
neunte  gemeinsame  Tangente,  etc. 

30,  Dasselbe  Raisonnement  bleibt  auf  Kurven  jeder  Ord- 
nung respektive  Klasse  anwendbar.  Wenn  die  Zähl  gegebener 
Punkte  um  Eins  kleiner  ist  als  die  zur  Bestimmung  der  Kur- 
ven 1?"^'^  Ordnung  notwendige  Zahl,  also  {^«(w  +  S)  — 1 !?  ^^ 
ist  U—kV=0  für  ü"-=0  und  F-=0  als  zwei  bestimmte  durch 
diese  Punkte  gehende  Kurven  w'"  Ordnung  die  allgemeinste 
Gleichung  einer  Kurve  m*^"'  Ordnung,  welche  durch  diese  Punkte 
geht;  denn  die  Gleichung  enthält  eine  wiHkÜrliche  Konstante, 
der  wir  einen  solchen  Wert  beilegen  können,  dass  die  besagte 
Kurve  durch  einen  beliebigen  ausserdem  gegebenen  Punkt  geht 
und  somit  vollständig  bestimmt  ist.  Die  Form  der  Gleichung 
zeigt  aber,  dass  die  Kurve  durch  alle  die  n^  Punkte  hindurch 
geht,  welche  den  Kurven  ?7=0,  F=0  gemeinschaftlich  sind 
und  daher  nicht  nur  durch  ^«(n-|-3)  — 1  gegebene  feste 
Punkte,  sondern  noch  durch  «^— ^«(ra  +  S)^!  andere  feste 
Punkte.  Also:  Alle  Kurven  n***^  Ordnung,  welche  durch 
-g-w(ra-f  3)  — 1  feste  Punkte  gehen,  enthalten  ausser 
diesen  noch  —  (n ■— 1)  (w  —  2)  andere  feste  Punkte.  Man 
nennt  das  System  ein  Büschel  von  Kurven  w'"'  Ordnung 
und  die  gemein schafthchen  n^  Punkte  seijie  Grundpunkte;  im 
Falle   der  Veräuderhchen   |;   eine  Schaar   von  Kurven  w**'' 
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Klasse  etc.  Beide  Fälle  sind  in  dem  Ausdruck  lineare 
Gebilde  erster  Stufe  aus  Kurven  «*''°  Grades  zusammen 
gefasst. 

31,  Eine  nützliehe  Folgerung  aus  dem  vorhergehenden 
Satze  lautet:  Wenn  von  den  «^  Schnittpunkten  von  zwei 
Kurven  n**''  Ordnung  np  auf  einer  Kurve  p''"'  Ordnung 
liegen  {p<,n),  so  liegen  die  übrigen  n(n— _p)  auf  einer 
Kurve  der  Ordnung  (n—p).  Wenn  wir  nämlich  eine  Kurve 
(n—py^'  Ordnung  durch  -f- (»  — Jj) (w  —  p  +  3)  dieser  übrigen 
Punkte  legen,  so  bildet  diese  mit  der  Kurve  p*^'  Ordnung 
zusammen  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n,  welche  durch 
Y(n—p)(n--p  +  S)  +  np  Punkte  geht;  und  weil  diese  Zahl 
{ =  Y«  (m  +  3)  —  1  +  -|-  (j)  —  1)  (j)  —  2) )  nicht  kleiner  sein  kann 
als  y»i(«  +  3)  —  1,  so  muss  diese  Kurve  alle  die  übrigen  Punkte 
enthalten;  weil  endlich  von  denselben  keiner  auf  der  Kurve 
pU!  Ordnung  liegen  kann,  so  liegen  sie  notwendig  alle  auf  der 
Kurve  (w—^)*'"'  Ordnung,  der  Behauptung  entsprechend. 

Es  ist  hier  Vorteil  gezogen  von  dem  Umstände,  dass  die 
die  Schnittpunkte  von  Kurven  «'^"^  Ordnung  betreffenden  Sätze 
keineswegs  bloss  von  eigentlichen  Kurven  dieser  Ordnung  gel- 
ten, nach  der  Natur  des  Beweises  in  Art.  30,  der  auch  dann 
bestehen  bleibt,  wenn  U  oder  V  in  Paktoren  zerlegbar  sind. 
Als  ein  Beispiel  zu  dem  Satze  dieses  Artikels  fügen  wir  den 
Satz  bei:  Wenn  ein  Polygon  von  2w  Seiten  einem  Kegel- 
schnitt eingeschrieben  ist,  so  liegen  die  n  (n  —  2) 
Punkte,  in  denen  die  ungeradzahligen  Seiten  die  nicht 
anstossenden  geradzahligen  Seiten  desselben  durch- 
schneiden, in  einer  Kurve  von  der  Ordnung  (w  — 2). 
Denn  das  Produkt  aller  ungeradzahligen  Seiten  bildet  ein 
System  w*^'  Ordnung  und  das  Produkt  der  geradzahligen  Seiten 
ein  anderes  System  n*^''  Ordnung;  beide  Systeme  sehneiden  sich 
in  n^  Punkten,  nämlich,  weil  jede  ungeradzahlige  Seite  zwei 
anliegende  und  (n  —  2)  nicht  anliegende  geradzahlige  Seiten 
schneidet,  in  den  2n  Ecken  des  Polygons  und  den  m(m  — 2) 
Pmikten,  von  welchen  unser  Satz  spricht.  Weü  aber  nach 
der  Voraussetzung  die  2n  Ecken  in  einem  Kegelschnitt  liegen, 
so    sind    nach    dem   Hauptsatz    dieses    Artikels    die   übrigen 
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w  (w  —  2)  Punkte  in  einer  Kurve  («  —  S)*^'  Ordnung  enthalten. 
So  führt  z,  B.  das  einem  Kegelschnitt  eingeschriebene  Acht- 
eck auf  einen  neuen  Kegelschnitt  durch  acht  Punkte. 

32,  Der  Pasealsche  Satz  ist  ein  specieller  Fall  {n  =  S) 
des  eben  gegebenen;  es  mag  aber  zur  Klarstellung  des  Prin- 
cips  der  vorigen  Ent Wickelungen  von  Vorteil  sein,  seinen  Be- 
weis in  der  hier  einschlagen<ien  Form  auszudrücken.  Bezeich- 
nen wir  die  Gleichungen  der  Seiten  des  Sechsecks  in  ihrer 
natürlichen  Folge  mittelst  der  sechs  ersten  Buchstaben  des 
Alphabets,  ^  =  0,  Ö-O,  ...,  ^=0,  so  ist  ACE-hBDF-^Q 
die  Gleichung  eines  Systems  von  Kurven  dritter  Ordnung, 
welche  durch  dievPunkte  ^  =  0,  -B  =  0;  _B  =  0,  C=-0;  (7=0, 
I>=iO;,  i)-0,,_E  =  0;  _E  =  0,  i^-0;  ^'=0,  A^O  und  über- 
dies durch',^  =  0,  Ü-O;  -B  =  0,  _E=0;  C  =  0,  F^Q  hin- 
durch gehen.  Wenn  die  ersten  sechs  Punkte  auf  einem  Kegel- 
schnitt ;9  =  0  liegen,  so  gilt  für  diejenige  Kurve  des  Systems, 
welche  durch  die  Bedingung  bestimmt  ist,  dass  sie  noch  einen 
siebenten  Punkt  des  Kegelschnitts  8—0  enthalte,  die  Bedingung 

ACE^k'BDF^SL 
für  L  =  0  als  eine  in  den  Koordinaten  lineare  Gleichung.  Denn 
diese  Kurve  kann  keine  eigentliche  Kurve  dritter  Ordnung 
sein,  weil  eine  solche  Kurve  nicht  mehr  als  sechs  Punkte  mit 
einem  Kegelschnitt  S  =  0  gemeinsam  haben  kann,  die  gerade 
Linie  S  =  0  wird  daher  die  übrigen  drei  Punkte  A  =  D  =  0, 
B^E=0,  C^F=0  enthalten  müssen.  Wir  fügen  hinzu, 
dass  gerade  dieser  Beweis  des  Pascalschen  Satzes  am  leich- 
testen zu  den  Sätzen  von  Steiner  und  Kirkmann  über  die 
vollständige  Figur  desselben  führt.  (Vergl.  „Kegelschnitte" 
Art,  286).     Sei 

12. 34  56 -46. 61. 23  =  Si, 

d,  h.  werde  mit  12  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Ver- 
bindungslinie der  ersten  und  zweiten  Ecke,  etc.  und  mit  i  =  0 
die  Gleichung  der  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der 
Gegenseiten  12,  45;  23,  56;  34,  61  bezeichnet,  und  sei  ebenso 
12.34.56  — 36. 25.14  =SJlf,  so  ist  offenbar 

45. 61. 23  -  36. 25. 14  =  yS  (M-  i), 
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d.  h.  die  Pascalsche  Liaie  der  letzteren  Gleichung  geht  durch 
den  Durchs chüittspunkfc  der  Paacalschen  Linien,  welche  den 
beiden  vorigen  Gleichungen  entsprechen. 

Wir  wollen  aher  auch  bemerken,  dass  der  Satz  des  Art.  31 
in  dem  fraglichen  Falle  h  =  3  ein  apeciellec  Fall  des  Satzes 
von  Art.  30  ist,  weil  das  System  der  drei  nn geradzahligen 
Seiten  eine  der  Kurven  dritter  Ordnung,  und  das  der  gerad- 
zahligen die  andere  von  den  Kurven  dritter  Ordnung  P— 0, 
F=0  des  Art.  30  ist;  daher  können  wir  den  Pascaischen  Satz 
direkt  aus  diesem  herleiten:  Wir  betrachten  den  Kegelschnitt 
durch  die  sechs  Ecken  und  die  gerade  Verbindungslinie  der 
Schnitte  von  zweien  der  drei  Gegen seitenpaare  als  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  durch  acht  von  jenen  nenn  Funkten  und  sehen 
damit,  dass  sie  auch  durch  den  neunten  Punkt  gehen  muas,  d.  h. 
die  gerade  Linie  geht  auch  durch  den  Durchs chnittspuukt  des 
dritten  Paares  der  Gegenseiten. 

33,  Es  ist  bewiesen  worden,  daas  obwohl  zwei  Kurven 
n^'  Ordnung  sich  in  n^  Punkten  durchschneiden,  doch  n^  will- 
kürlich gewählte  Punkte  nicht  die  gemeinschaftlichen  Punkte 
von  zwei  solchen  Kurven  sein  können,  dass  vielmehr  aus 
w^  — -|-(m— 1)(m  — 2)  gegebeneu  unter  ihnen  die  übrigen  be- 
stimmt sind.  Ein  ähnlicher  Satz  gilt  in  Bezug  auf  die  t!j> 
Durchschnittspunkte  von  zwei  Kurven  von  der  m"="  und  ^'"^ 
Ordnung.  Obgleich  z.  B.  eine  Kurve  dritter  Ordnung  eine  von 
der  vierten  in  zwölf  Funkten  schneidet,  so  ist  es  doch  im  all- 
gemeinen unmöglich,  durch  zwölf  auf  einer  Kurve  dritter  Ord- 
nung willkürlieh  gewählte  Punkte  eine  eigentliche  Kurve  vier- 
ter Ordnung  zu  legen.  Das  System  vierter  Ordnung  durch 
diese  zwölf  und  durch  zwei  willkürlich  angenommene  andere 
Punkte  ist  im  allgemeinen  nichts  anderes  als  die  Kurve  dritter 
Ordnung  und  die  diese  zwei  letzeren  Punkte  verbindende 
Gerade.  Und  allgemein,  jede  Kurve  )j'"  Ordnung,  wel- 
che durch  Mp  —  y  { j)  —  1)  (p  —  2)  Punkte  einer  Kurve 
jj*"  Ordnung  {p<.n)  geht,  schneidet  diese  Kurve  in 
2" Cp ~  1)  (i"  ~ 2)  a^nderen  festen  Punkten.  Denn  wir  sahen 
in  Art.  31,  dass 
«■i»  -  s-  (i»  -  1)  (ii  -  2)  +  i  (n  -p)  {n  -p  -f  3)  ^  f  M  (m  +  3)  -  1 
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ist;  daher  geht  nach  Art.  30  jedes  System  n^"  Ordnung,  das 
durch  die  gegebenen  Fimkte  und  \(n-~p){n—p-\-^  andere 
beschrieben  wird,  diirch  -|- (»  —  1)  (n  —  2)  andere  feste  Punkte. 
Ein  System  der  w'™  Ordnung,  welches  durch  diese  Punkte 
geht,  bildet  aber  die  gegebene  Kurve  j»**'  Ordnung  zusammen 
mit  einer  Kurve  der  Ordnung  (n  —p)  durch  die  hinzugefügten 
andereft  Punkte;  die  |- (w  —  1)  (w  —  2)  neuen  Punkte  müssen 
daher  teils  auf  der  einen,  teils  auf  der  anderen  von  diesen 
Kurven  liegen.  Und  es  ist  offenbar,  dass  diese  Punkte  so 
zwischen  ihnen  verteilt  sein  müssen,  dass  dadurch  die  Total- 
zahl der  Punkte  im  ersten  Falle  zu  np,  im  zweiten  zu  n{n~-p) 
gemacht  wird.  Damit  ist  die  Wahrheit  des  angezeigten  Satzes 
bewiesen. 

34.  Eine  fernere  Erweiterung  dieses  Satzes  ist  durch 
Cayley  gegeben  worden:  Jede  Kurve  von  der  Ordnung  r 
(für  r>»»  oder  *•>«,  r^m  +  w  — 3),  welche  durch  alle 
bis  auf -^(m  +  K  — »*—  \)(m  +  n  —  r  —  2)  von  den  mn  Dnrch- 
schnittspunkten  zweier  Kurven  von  den  Ordnungen 
m  und  «  hindurchgeht,  enthält  auch  alle  diese  übri- 
gen Schnittpunkte.  Damit  der  Geist  des  allgemeinen  Be- 
weises deutlicher  werde,  schicken  wir  den  für  ein  Beispiel 
voraus.  Jede  Kurve  fünfter  Ordnung,  welche  durch 
fünfzehn  von  den  Durchschnittspunkten  zweier  Kur- 
ven vierter  Ordnung  geht,  enthält  auch  den  letzten 
Durchschnittspunkt  derselben.  Denn  wenn  wir  zwei  will- 
kürliche Punkte  auf  jeder  der  Kurven  vierter  Ordnung  an- 
nehmen, so  machen  diese  vier  mit  den  fünfzehn  gegebenen 
Punkten  zusammen  neunzehn  Punkte,  und  wenn  verschiedene 
Kurven  fünfter  Ordnung  durch  dieselben  gehen,  so  haben  die- 
selben alle  nach  Art.  30  sechs  andere  feste  Punkte  gemein. 
Aber  jede  der  beiden  Kurven  vierter  Ordnung  bildet  zusam- 
men mit  der  geraden  Linie  durch  die  beiden  willkürlich  ge- 
wählten Punkte  der  anderen  Kurve  ein  durch  die  neunzehn 
Punkte  gehendes  System  fünfter  Ordnung.  Daher  liegen  alle 
Dnrchschnittsp unkte  der  gegebenen  Kurven  vierter  Ordnung 
in  jeder  Kurve  fünfter  Ordnung  durch  die  Punkte  und  die  Be- 
hauptung  ist  bewiesen.     Im   allgemeinen  Falle   nehmen  wir 
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^(r  —  m)(r  —  m  +  3)  willkürliche  Punkte  ia  der  Kurve  n""' 
Ordnung  an,  und  legen  durch  dieselben  eine  Kurve  von  der 
Ordnung  (r  —  m);  wir  neiinien  ferner  -|-(r  — n)(r  — w  +  3)  Punkte 
in  der  Kurve  m*^'  Ordnung  an  und  legen  durcli  sie  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  (r  —  n);  wir  nehmen  endlich  so  viele  der 
mn  Durch sehnittspmikte  beider  Kurven  als  mit  den  willkiir- 
lichei)  Punkten  zusammen  y^(*'4-3)  — 1  ausmachen.  Dann 
sind,  weil  die  Kurven  (r  —  my^  und  ni^"'  Ordnung  ein  und 
die  Kurven  (r  — n)**'  und  w*^  Ordnung  ein  anderes  System  r'^ 
Ordnung  durch  die  Punltte  bilden,  die  Durchschnitte  dieser 
beiden  Systeme  allen  Kurven  r*^  Ordnung  gemein,  welche 
durch  die  Punkte  gehen.  Aber  es  ist 
f  »■  (*•  +  3)  -  1  —  f  (r  -  m)  (r  -  »B  +  3)  -  f  (r  -  w)  (r  -  w  +  3) 
^mn-^{m  +  'n-r-l)(m  +  n-r-2), 
wie  man  leicht  bestätigt.  Daraus  ergiebt  sich  die  Wahrheit 
des  Satzes. 

Damit  der  Beweis  aber  anwendbar  bleibe,  muas  r  wenig- 
stens gleich  der  grossesten  der  beiden  Zahlen  m  oder  n  und 
(»■  — m)<w  sein,  weil  es  sonst  nicht  möglich  sein  würde, 
durch  die  angenommenen  Punkte  der  Kurve  n^"'  Ordnung  eine 
von  der  (r  —  m)'^  Ordnung  zu  beschreiben,  die  die  Kurve  w'" 
Ordnung  selbst  nicht  als  einen  Teil  enthielte;  und  weil  der 
Satz  für  r  —  jw  +  jt  — 1  oder  r^m  +  n  —  2  inhaltslos  ist,  so 
gilt  er  unter  der  Bedingung  r'^m  +  n  —  S.^) 


II.  Abschnitt, 
tjber  dieUattir  der  vielfachen  Funkte  und  Tangenten  der  Kurven, 

35.  Um  auf  dem  einfachsten  Wege  in  die  Lehre  von  den 
mit  den  Kurven  verbundenen  singulären  Punkten  und  Ge- 
raden einzudringen,  wollen  wir  zuerst  durch  Beispiele  die 
Natur  dieser  Punkte  und  Linien  erläutern,  und  alsdann  all- 
gemeine Gesetze  begründen,  nach  welchen  ihre  Existenz  im 
allgemeinen  entdeckt  werden  kann. 

Wir  wenden  die  allgemeine  in  Art.  26  gegebene  Carte- 
sische  Gleichung  an.    Wenn  wir  dieselbe  durch  die  Substitution 
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von  9COS0,  ßsiaO  respektive  ftlr  x  und  y  —  oder  für  schief- 
winklige Äsen  event.  mp  und  nQ  wie  in  „Kegelsilinitte"  Art.  95 
—  zu  Polarkoordinaten  transformieren,  erhalten  wir  eine  Grlei- 
chung  n'""  Grades  in  ß,  deren  Wurzeln  die  vom  Koorclinaten- 
aufang  aus  gemessenen  Entfernungen  der  n  Punkte  sind,  wo 
die  Kurve  durch  eine  denselben  enthaltende  Gerade  geschnitten 
wird,  die  den  Winkel  6  mit  der  A.xe  der  x  macht. 

36,  Wemi  iu  der  allgemeinen  Gleichung  das  absolute 
Glied  A  gleich  Null  ist,  so  ist  der  Xoordiuatenanfang  ein  Punkt 
der  Kurve,  weil  die  Werte  ce  —  0,  i/  =  0  die  Gleichung  befrie- 
digen. Dasselbe  ergiebt  sich  aus  der  in  Polarkoordinaten  ge- 
schriebenen Gleichung 
(.B  cos  e -I- C  ain  9)  e -1- (-D  cos^  9 -f  i' cos  Ö  sin  e  +  .Fsin*^  Ö)  e' + 
+  ..-  =  0; 
weil  sie  durch  p  teilbar  ist,  so  ist  p  =  0  eine  der  Wurzeln, 
anabhängig  von  dem  Werte  von  6  und  es  fällt  also  einer  der 
M  Punkte,  in  denen  eine  beliebige  Gerade  aus  dem  Anfangs- 
punkt die  Kurve  sehneidet,  mit  diesem  selbst  zusammen.  Die 
anderen  (n  —  1)  Punkte  'sind  im  allgemeinen  vom  Anfangs- 
punkt verschieden;  es  giebt  aber  einen  Wert  von  ö,  für 
welchen  ein  zweiter  von  diesen  Punkten  mit  ihm  zusammen- 
fällt, nämlich  derjenige,  für  welchen  JJcos 6  + OsinO  =  0  ist. 
Dann  ist  die  Gleichung 

(i)cos«9-l-EsmecosÖ-|-J'sinä9)pä+..._o 
durch  p^  teilbar  und  ea  sind  dahei  zwei  ihrer  Wurzeln  p  =  0. 
Die  diesem  Werte  von  6  entspiechende  Gerade  schneidet  die 
Kurve  in  zwei  im  Anfangspunkt  zusamm  entall  enden  Punkten 
oder  ist  die  Tangente  der  Kune  im  infajigspunkt.  Weil 
eine  lineare  Gleichung  zur  Bestimmung  von  tanö  dient,  so 
existiert  für  einen  gegebenen  Punkt  der  Kurve  im  allgemeinen 
nur  eine  Tangente;  ihre  Gleichung  ist 

p(Bcos0  +  Csin0)  =  O    oder    Bx+Cy  =  0. 
Wenn  also  für  den  Anfangspunkt  als  einen  Punkt  der 
Kurve    ihre    Gleichung    durch    ifi>  -\-  m*^>+  ...  =  0    dar- 
gestellt ist,  so  repräsentiert  m™  =  0  die  Tangente  der- 
selben im  Anfangspunkt. 
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Für  B^O  ist  die  Axe  der  x  diese  Tangönte,  für  C=0 
die  Axe  der  y. 

37.  Wenn  wir  aber  vorauasetzen,  daas  die  Koefficienten 
Ä,  JB,  C  sämtlich  gleicK  Null  sind,  so  verschwindet  der  Koef- 
ficient  von  p  unahhy,ngig  von  9  und  also  für  jedes  6.  Dann 
schneidet  jede  gerade  Linie  durch  den  Anfangspunkt  die  Kurve 
in  zwei  mit  ihm  zusammen  fallenden  Punkten;  derselbe  wird 
dann  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  genannt.  Genau  wie  im 
letzten  Artikel  erkennen  wir  dann  weiter,  dass  es  in  diesem 
Falle  zwei  durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade  giebt, 
welche  die  Kurve  in  drei  zusammen  fallenden  Punkten  schneiden. 
Denn  für  die  Werte  von  0,  die  den  Koefficienten  von  p^  gleich 
Null  machen,  d.  h,  der  Gleichung  D  cos^  9  + -E  sin  6  cos  0 
+  .Fsin^Ö  =  0  genügen,  wird  die  Polargleichung  der  Kurve 
durch  p^  teilbar  und  enthält  also  die  Wurzel  p  ==  0  dreifach. 
Und  da  tan  6  durch  eine  quadratische  Gleichung  bestimmt 
wird,  so  schliessen  wir,,  dasa  durch  einen  Doppelpunkt  zwei 
gerade  Liuien  gehen,  von  denen  jede  die  Kurve  in  drei  zu- 
sammen fallenden  Punkten  schneidet,  und  deren  Gleichung  ist 

e^  (!)  cos^  e  +  _Esin  0  cos  0  +  i'"'sin^  9)  =  0 
oder 

Obwohl  also  in  gewissem  Sinne  jede  durch  einen  Doppelpunkt 
gehende  Gerade  als  Tangeute  der  Kurve  in  ihm  zu  betrachten 
ist,  nämlich  als  eine  Gerade,  die  in  ihm  mit  der  Kurve  zwei 
zusammen  fallende  Punkte  gemein  hat,  so  giebt  ea  doch  unter 
allen  diesen  Geraden  zwei,  deren  Berührung  mit  der 
Kurve  eine  innigere  ist,  als  die  aller  übrigen;  es  ist 
daher  gebräuchlich  zu  sagen,  dass  in  einem  Doppelpunkt  an 
die  Kurve  zwei  Tangenten  gezogen  werden  können.  Wenn 
die  Gleichung  der  Kurve  für  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten 
als  Doppelpunkt  in  der  Form  m'^* -(- w.'^' + . . .  =  0  geschrieben 
wird,  so  ist  m<^'  =  0  die  Gleichung  dieses  Tangentenpaares. 

38.  Es  ist  notwendig,  drei  Arten  von  Doppelpunkten 
zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich  die  durch  |[<^'=0  re- 
präsentierten geraden  Linien  reell  und  verschieden,  nicht  reell 
oder  zusammen  fallend  sind. 
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I,  Im  ersten  Falle  sind  die  Tangenten  beide  reell,  der 
Doppelpunkt  erscheint  so,  wie  die  Figur  ihn  zeigt;  er  gehört 
zwei  Asten  der  Kurve  an,  von  denen  jeder  ^.^  ^ 
in  ihm  seine  eigene  Tangente  hat.  Die 
quadratische  Gleichung  w*^'  =-  0  bestimmt 
die  Richtungen  dieser  beiden  Tangi 
Einen  solchen  Doppelpunkt  nennen  wir 
einen  Knotenpunkt.  Wir  erhalten  eine 
einfache  Erläuterung  eines  solchen  Doppelpunktes,  wenn  die  ge- 
gebene Gleichung  das  Produkt  zweier  Gleichungen  von  ge- 
ringeren Graden  ist;  TJ=FQ.  Dann  repräsentiert  U^O  die 
beiden  durch  P=0  und  ^-=0  dargestellten  Kurven  von  den 
Ordnungen  p  und  g.  Wenn  wir  aber  dieselben  in  ihrer  Ver- 
einigung als  ein  System  von  der  Ordnung  u~p-\-q  betrachteu, 
so  haben  wir  diese  Kurve  als  mit  pq  Doppelpunkten  in  den 
gemeinsamen  Punkten  der  Kurven  P=0  und  ^  =  0  zu  be- 
trachten und  in  jedem  reellen  unter  diesen  Schnittpunkten  hat 
die  Kurve  FQ  =  0  zwei  reelle  Tangenten,  nämlich  die  Tangen- 
ten Ton  P=0  und  Q  =  0. 

II.  Die  Gleichung  w'^'  =  0  habe  zwei  nicht  reelle  Wurzeln. 
In  diesem  Falle  ist  dem  Anfangspunkt  der  Koordinaten  kein 
reeller  Punkt  in  der  Kurve  benachbart;  wir  nennen  denselben 
dann  einen  konjugierten  oder  isolierten  Punkt.  Seine  Koor- 
dinaten genügen  der  Gleichung  der  Kurve,  aber  er  erscheint 
nicht  als  in  der  Kurve  liegend.  Und  die  Existenz  solcher 
Punkte  kann  in  der  That  nur  dadurch  evident  gemacht  werden, 
dass  man  zeigt,  es  gebe  Punkte,  für  welche  keine  der  durch 
sie  gehenden  Geraden  die  Kurve  in  mehr  als  {n  —  2)  Punkten 
schneiden  kann. 

m.  Die  Gleichung  w*^'  —  0  kann  ein  vollständiges  Quadrat 
«jj*  =  0  sein.    Dann  fallen  die  Tangenten  im  Doppelpunkt  zu- 
sammen und  die  Kurve  hat  die  in  der  Figur  ^^    ^ 
angezeigte    Form.      Solche   Punkte    werden        .       ^^.„-^ 
Spitzen    genannt;    oft    auch    Ruckkehr-             ''^^~~---,      "~ 
punkte  oder  stationäre  Punkte,  weil  die 
Vorstellung  der  Kurve  als  einer  durch  die   Bewegung   eines 
Punktes  entstandenen  Bahn  für  jede  Spitze  die  Annahme  fordert, 
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dass  die  Bewegung  in  dem  einen  Sinne  der  bezüglielien  Tan- 
gente zum  Stillstand  komme,  um  dann  im  entgegengesetzten 
Sinne  derselben  wieder  zu  beginnen.  Punkte  dieser  Art  können 
nicht,  wie  etwa  nach  dem  Beispiel  unter  I.  er- 
wartet werden  möchte,  durch  die  Vorstellung  einer 
in  zwei  sich  berührende  Teile  ^  =  0,  Ö  =  0  zer- 
fallenden Kurve  f/"=0  erläutert  werden;  obwohl 
jeder  solcher  Berührungspunkt  ein  Doppelpunkt  mit 
zusammenfallenden  Tangenten  ist,  so  musa  doch 
ein  solcher  Punkt  zu  den  Singularitäten  einer  höheren  Ord- 
nung als  die  jetzt  zu  betrachtenden  gerechnet  werden,  weil 
die  ihm  entsprechende  Tangente  die  zusammengesetzte  Kurve 
in  vier  aufeinander  folgenden  Punkten,  jede  der  heiden  Teil- 
kurven  nämlich  in  zweien,  durchschneidet,  während  in  einer 
Spitze,  wie  wir  sahen,  die  Tangente  im  allgemeinen  die  Kurve 
nur  in  drei  aufeinander  folgenden  Punkten  trifft.  Damit  die 
Tangente  in  einer  Spitze  die  Kurve  in  vier  aufeinander  fol- 
genden Punkten  treffe,  ist  nicht  nur  erforderlich,  dass  m(^*  ein 
vollständiges  Quadrat  o,^  sei,  sondern  auch,  dass  die  Wurzel 
desselben  ein  Faktor  in  mI^'  ist,  so  daas  die  Gleichung  not- 
wendig von  der  Form  v{^  +  v^v^^^  +  u'-^  +  ...  ^  0  sein  muss. 
Solche  Punkte  entspringen  aus  der  Vereinigung  von  zwei 
Doppelpunkten,  was  auch  mit  dem  vorher  erwähnten  Beispiel 
zusammen  stimmt;  wenn  die  Kurven  P--0,  ^  =  0  sieh  be- 
rühren, ao  vertritt  der  Berührungspunkt  die  Stelle  von  zwei 
Durchschnittspunkten  derselben,  d.  h.  von  zwei  Doppelpunkten 
von  Z7—0.  Es  ist  nützlich ,  zu  bemerken,  dass  der  Knotenpunkt 
und  der  isolierte  Punkt  Formen  des  Dopjielpunktea  von  glei- 
chem Grade  der  Allgemeinheit  sind,  nur  unterschieden  durch 
die  Realität  und  Niehtrealität  ihrer  Tangenten: 
in  der  Untersuchung  selbst  die  Spitze  sich  als  ei 
Fall  des  Doppelpunktes  dargeboten  hat;  sie 
eine  andere  Singularität,  wie  wir  weiterhin  erkennen  werden. 
39.  Wir  wollen  die  Sache  durch  das  folgende  Beispiel 
erläutern.  Es  sei  die  Kurve  y^=(x  —  a)(x  —  h)(x~c)  mit 
a<,b«Cc  zu  betrachten.  Sie  ist  offenbar  zur  Axe  der  x  sym- 
metrisch, weil  jedem  Werte  von  x  gleiche  und  entgegengi 


besonderer 
in  Wahrheit 
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Werte  von  y  entsprechen;  und  sie  scbueidet  die  Ase  der  x  in 
drei  Punkten  A,  B,  C  oder  respektive  x^a,  X'^h,  X'^c. 
Für  alle,  x^  welche  kleiner  sind  als  a,  ist  y^  negativ  und 
somit  y  nicht  reell;  für  Werte  von  x  zwischen  a  und  b  wird 
y^  positiv  und  für  solche  zwischen  b  und  c  negativ,  endlich 
positiv  für  alle  c  überschreitenden  Werte 
von  X.  Die  Kurve  besteht  daher  aus 
einem  zwischen  A  und  £  liegenden  Oval 
und  einem  bei  G  beginnenden  und  sich 
nach  der  positiven  Seite  der  x  unend- 
lich fortsetzenden  Zweige.  Setzen  wir 
insbesondere  6  =  6,  so  dass  die  Gleichung  wird 
y^=(x  —  a)(r  —  by,  mit  b>a, 
so  erscheint  der  Punkt  B  mit  dem  Punkte  C  vereinigt;  mit 
der  Annäherung   von  B   an   C   schärfen  j,.    g 

sich  das  OvaJ  und  der  unendliche  Ast 
gegen  einander  zu  und  bei  ihrer  endlichen 
Vereinigung  wird  B  ein  Doppelpunkt  mit 
zwei  sich  in  ihm  unter  einem  Winkel 
schneidenden  Teilen,  das  Oval  zur  Schleife, 

die    durch    den   Doppelpunkt   hindurch   in   die   beiden   Seiten 
des   unendlichen   Zweiges    stetig  übergeht.     Ist 
aber   anderseits    i  =  m  ,    so    wird    die  Gleichung  '^'    ' 

y^ '=  {x  —  ay (x ^ b)   mit   a<_b.      Das   Oval   hat  /"^ 

sich  in  einen   Punkt  A  zusammengezogen  und      " (— —— . 

die  Kurve    zeigt   die   beistehende   Form.      Dies  \^ 

Beispiel  reicht  aus,  um  die  Analogie  zwischen 
conjugierten  Punkten  und  Knotenpunkten  zu  zeigen.     Setzen 
wir  endlieh  a  =  b  =  c,  so  dass  die  Gleichung  y^=(x  —  ay  ist, 
so  wird  der  Punkt  A  zur  Spitze  (Art.  38,  III)  j^j^  ^^ 

und   die   entsprechende  Tangente  schneidet        .       ^^_,-'-" 
die   Kurve    in    drei    aufeinander   folgenden         -— ^=:;— _— -  ■ 
Punkten  A,  B,  C. 

40.  Wenn  in  der  allgemeinen  Gleichung  Ü^Q  die  Koef- 
ficienten  A,  B,  G,  B,  E,  F  sämthch  gleich  Null  sind,  so  ist 
der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ein  dreifacher  Punkt, 
weil    jede    durch    ihn    gehende    Gerade    die    Kurve    in    drei 
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zasamnien  fallenden  Punkten  sciineidet;  und  man  erkennt  leicht, 
wie  vorher,  dass  es  in  einem  dreifachen  Punkt  drei  Tangen- 
ten giebt,  welche  mit  der  Kurve  in  ilim  vier  zusammen 
fallende  Punkte  gemein  haben  und  dasa  diese  drei  Geraden 
durch  die  Gleichung  t(l^'  =  0  ausgedrückt  werden. 

Wir  können  auch  wie  vorher  vier  Arten  oder  Formen  des 
dreifachen  Punktes  unterscheiden,  je  nachdem  die  drei  Tangenten 

a)  alle  reell  und  1.  alle  drei  verschieden  sind,  oder  2,  zwei 
zusammen  fallend,  oder  3.  alle  drei  zusammen  fallend;   oder 

b)  eine  reell  und  die  beiden  anderen  nicht  reell  sind.  Wir 
können  den  dreifachen  Punkt  als  aus  der  Vereinigung  von 

P£g,i2.  drei  Doppelpunkten  ent- 

springend betrachten ,  und 
zwar  sind  diese  in  den  Fäl- 
len a)  1,  drei  Knotenpunkte, 
2.  zwei  Knotenpunkte  und 
eine  Spitze,  3.  ein  Knotenpunkt  und  zwei  Spitzen  —  wie  es 
die  beistehenden  Figuren  erläutern,  wo  wir  nur  die  drei  Doppel- 
punkte vollends  in  einen  dreifachen  Punkt  vereinigt  denken 
müssen.  Der  Fall  3.  weicht  kaum  sichtbar  von  einem  ge- 
wöhnlichen Punkte  der  Kurve  ab;  bei  gutgezeichneter  Figur 
ist  nur  eine  gewisse  Schärfe  der  Biegung  im  singulären  Punkte 
zu  bemerken.  Im  Falle  b)  haben  wir  ebenso  einen  reellen 
Teil,  der  durch  einen  konjugierten  Punkt  hindurchgeht  nnd 
dem  Auge  erscheint  dieser  singulare  Punkt  nicht  verschieden 
von  irgend  einem  anderen  Punkte  der  Kurve. 

Wir  können  in  gleicher  Art  die  Bedingungen  untersuchen, 
unter  welchen  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ein  vielfacher 
Punkt  von  irgend  einem  höheren  Grade  /;  ist.  Die  Koefficien- 
ten  aller  GHeder  der  Grade  unter  h  werden  verschwinden  und 
die  Gleichung  ist  von  der  Form  m<*>  +  «*'^'''''  +  ---  — 0-  Im  viel- 
fachen Punkte  gehen  li  Tangenten  an  die  Kurve,  welche  sämt- 
lich durch  die  Gleichung  st**'  =  0  dargestellt  werden  und  die 
Form,  welche  die  Kurve  im  vielfachen  Punkte  darbietet,  wech- 
selt je  nachdem  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  alle  reell  und 
ungleich  oder  zwei  oder  mehrere  von  ihnen  gleich,  oder  endlich 
nicht  reell  sind.    Ein  vielfacher  Punkt  von  der  Ordnung/; 
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kann  angesehen  werden  als  ans  der  Vereinigung  von 
|-/(;(Ä— 1)  Doppelpunkten  hervorgegangen,  wie  wir  an  dem 
Fall  von  h  geraden  Linien  am  einfachsten  erläutern,  die  als 
ein  System  mit  -|-Ä(7f— 1)  Doppelpunkten  in  ihren  Schnitt- 
punkten zu  betrachten  sind,  und  die,  wenn  sie  alle  durch  den- 
selben Punkt  gehen,  ein  System  mit  /cfachen  Punkt  bilden, 
der  die  Stelle  aller  der  Doppelpunkte  vertritt.  Das  Prin- 
zip bleibt  dasselbe,  wenn  die  sich  durchschneidenden  Linien 
krumme  Linien  sind.  Eine  Kurve  kann  durch  den  Schnitt 
von  h  Zweigen  mit  einander  -|-Ä(ft— 1)  Doppelpunkte  hahen 
und  hat,  wenn  alle  Zweige  durch  denselben  Punkt  gehen, 
au  deren  Stelle  einen  Anfachen  Punkt  oder  einen  vielfachen 
Punkt  von  der  Ordnung  ft. 

4L  Wenn  ein  gegebener  Punkt  ein  Doppelpunkt  für  eine 
Kurve  sein  soll,  so  ist  diese  Bestimmung  drei  Bedingungen 
äquivalent.  Denn  wenn  wir  ihn  zum  Au^gspunki  der  Koor- 
dinaten wählen,  so  versehwinden  drei  Glieder  in  der  Gleichung 
der  Kurve  (Art.  37)  und  die  Zahl  der  verfügbaren  Konstanten 
ist  um  drei  geringer  als  im  allgemeinen  Fall.  Wenn  dazu 
auch  die  Tangenten  der  Kurve  im  Doppclpunkt  gegeben  waren 
—  gleichviel  ob  als  zwei  reelle  Gerade  oder  als  zwei  nicht 
reelle,  wenn  sie  im  letzteren  Falle  als  die  Doppelstrahlen  eines 
involutorischen  Strahlenbüschels  mit  sich  trennenden  Paaren 
gegeben  sind  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  301)  —  so  ist  dies 
zwei  weiteren  Bedingungen  äquivalent,  da  nun  zu  Ä  =  0, 
B  =  0,  C=0  auch  die  Verhältnisse  D:E,  D:F  gegeben  sind. 
Die  Angabe  eines  dreifachen  Punktes  ist  sechs  Bedingungen 
äquivalent,  weil  die  sechs  niedrigsten  Glieder  der  Gleichung 
verschwinden,  wenn  man  ihn  zum  Anfangspunkt  der  Koordi- 
naten macht.  Und  allgemein  ist  die  Festsetzung  eines  be- 
stimmten Punktes  als  eines  vielfachen  Punktes  von  der  Ord- 
nung h  äquivalent  mit  |-Ä(/i;-|-l)  Bedingungen. 

42.  Es  giebt  eine  Grenze  für  die  Zahl  von  Doppelpunkten, 
welche  eine  Kurve  m*^'  Ordnung  enthalten  kann,  ohne  dass  sie 
in  Kurven  von  niederen  Ordnungen  zerfällt.  Beispielsweise 
kann  eine  Kurve  dritter  Ordnung  nicht  zwei  Doppelpunkte 
haben,   weil   die   gerade   Verbindungslinie   von   zwei  Doppel- 
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punkten  die  Kurve  in  vier  paai  weise  zu^  im menfill enden 
Punkten  schneiden  würde  und  nicht  mehr  als  drei  Punkte  der 
Kurve  dritter  Ordnung  in  gerader  Linie  liegen  können,  ohne 
daaa  dieselbe  in  eine  gerade  Linie  und  einen  KegeKcbnitt  zer- 
fällt. Eine  Kurve  vierter  Oiduung  feiuei  kann  nicht  vier 
Doppelpunkte  haben;  weil,  wenn  sie  so  viele  Doppelpunkte 
hätte,  ein  durch  dieselben  und  einen  beliebigen  andern  Punkt 
der  Kurve  gelegter  Kegelschnitt  mit  ihi  neun  ^  Punlte  ge- 
meinsam hiitte,  wahrend  doch  kein  Kegelschnitt,  dei  nicht 
seibat  ein  Teil  der  Kurve  ist,  mit  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung mehr  als  2.4  Punkte  gemem  haben  kann  Und  all- 
gemein kann  eine  Kurve  w' '  Ordnung  nicht  mehr  als 
Y  («  —  1)  {Jl  —  2)  Doppelpunkte  haben;  denn  wenn  sie 
einen  Doppelpunkt  mehr  besässe,  so  würde  durch  diese 
|-  (w  —  1)  (n  —  2)  + 1  und  durch  (n  —  3)  andere  Punkte  der  Kurve 


*  Wenn  ein  Durchsehnittspunkt  zweier  Kurven  ein  Doppelpunkt  in 
einer  derselben  ist,  bo  muBs  er  anter  den  Schnittpunkten  derselben  fSr 
zwei  gezählt  werden  und  die  Kurven  können  aioh.  ausser  ihm  nui  noch 
in  (wjp  — 2)  Punkten  schneiden ;  ist  ein  Sohnittpnnkt  ein  Doppelpunkt 
für  heideEurven,  so  ^hlfc  er  für  vier  unter  den  Durchsohnittspunkten. 
Und  allgemein,  wenn  er  in  der  einen  Kurve  vielfach  vom  Grade  k  und 
in  der  ajidem  vielfach  vom  Grade  l  ist,  so  zählt  er  für  fti  Scknitt- 
punkte.  So  schneidet  z.  B.  ein  System  von  fc  geraden  Linien  ein  anderes 
von  l  geraden  Linien  in  kl  Punkten,  wenn  aber  alle  Geraden  des  ersten 
Systems  durch  einen  und  denselben  Punkt  in  einer  Geraden  des  zweiten 
gehen,  so  ^ilt  dieser  für  h  Schnittpunkte  und  es  esistieren  ausser  ihm 
nur  noch  k{l—l)  andere  Schnittpunkte  von  Linien  beider  Systeme. 
Und  wenn  die  geraden  Linien  beider  Systeme  s&mtlioli  durch  einen  Punkt 
gehen,  so  zäWt  derselbe  för  kl  Schnittpunkte  und  die  Geraden  schneiden 
sich  nirgend  ausser  ihm.  Wenn  zwei  Ein-ven  sich  in  ihrem  Schnitt- 
punkt berühren,  so  zahlt  der  Berührungspunkt  als  ein  Paar  Durchschnitts- 
punkte,  weil  er  zwei  aufeinander  folgende  gemeinsame  Punkte  repräsen- 


tiert.   Wenn  der  Durchschnittspunkt 
Kurve  oder  in  beiden  Enrven  ii 
vielfachen  Pnnkt  beiden  Kurven  gemein 


■elfacher  Punkt  i: 

Tangenten  im 
)  müssen  wir  zur  Zahl 


der  Durch schnittspunkte,  denen  der  vielfache  Punkt  aijuivalent  ist,  Eine 
addieren,  weil  die  Kurven  anch  noch  den  in  der  Richtung  der  besagten 
Tangente  naohetbenachbarten  Punkt  mit  einander  gemein  haben.  Es 
ist  ohne  Schwierigkeit  die  Wirkung  einer  beliebigen  Kombination  von 
smguliren  Punkten  und  ihrer  Tangenten  zu  bestimmen. 


y  Google 


Vertretung  von  Doppelpunkten  durct  vielfache.  43.  39 

eine    Kurve    (m  — 2)'*''  Ordnung    beschrieben    werden    können 
(Art,  27),  welche  als  die  Kui-ve  «^  Ordnung  in 
2(J-(»-l)(«-2)+lH-{»-3) 
Punkten  durchschneidend   angesehen  werden  müsste,   d.  h.  in 
{k(»  — 2)  +  l)  Punkten,  oder  in  einem  Punkte  mehr  als  mög- 
lich ist,  so  lange  die  gegebene  Kurve  eine  eigentliche  Kurve 

j^tor    üj;|3m]]xg    igt. 

Wir  bemerken,  dasa  dieser  Beweis  nur  zeigt,  dass  Kur- 
ven nicht  mehr  als  eine  gewisse  Anzahl  von  Doppelpunkten 
haben  können,  aber  nicht,  was  jedoch  wirklich  der  Fall  ist, 
dass  sie  auch  eben  so  viele  besitzen  können. 

43.  Wenn  die  "Kurve  vielfache  Punkte  höherer  Ordnung 
hat,  so  bleibt  dasselbe  Kriterium  anwendbar,  wenn  wir  jeden 
vielfachen  Punkl  /c"'"' Ordnung  als  äquivalent  mit  gZ;(Ä— 1) 
Doppelpunkten  rechnen.  Aber  es  giebt  Einschränkungen 
für  die  Möglichkeit,  für  eine  gewisse  Zahl  von  Doppel- 
punkten einen  vielfachen  Punkt  von  höherer  Ordnung 
zu  substituieren.  So  kann  eine  Kurve  fünfler  Ordnung 
sechs  Doppelpunkte  haben  und  drei  derselben  können  durch 
einen  dreifachen  Punkt  ersetzt  werden;  aber  es  ist  dann  un- 
statthaft, auch  die  drei  andern  Doppelpunkte  durch  einen 
zweiten  dreifachen  Punkt  zu  ersetzen,  weil  die  gerade  Ver- 
bindungslinie der  beiden  dreifachen  Punkte  die  Kurve  in  mehr 
als  fünf  Punkten  schneiden  würde.  Und  allgemeiner,  wenn 
eine  Kurve  w**'  Ordm;ng  einen  vielfachen'  Punkt  der  Ordnung 
(w  — 2)  bat,  so  kann  sie  ausserdem  als*  singulare  Punkte  nur 
Doppelpunkte  enthalten  und  die  Zahl  derselben  kann  nach 
unserm  Kriterium  nicht  grösser  sein  als  (w  —  2).^ 

44.  Wir  wollen  mit  Cayley  Defekt  .einerKurve  oder  auch 
nach  Olebsch  Geschlecht  derselben  die  Zahl  J)  nennen,  um 
welche  ihre  wirkliche  Anzahl  von  Doppelpunkten  von  der  ihrer 
Ordnung  zukommenden  Maximalzahl  derselben  übertroffen  wird, 
eine  Zahl  von  grosser  Wichtigkeit  in  der  Theorie  der  Kurven. 
Wenn  Z)-=0  ist,  d.  h.  wenn  eine  Kurve  die  ihrer  Ord- 
nung entsprechende  Maximalzahl  von  Doppelpunkten 
hat,  so  können  die  Koordinaten  irgend  eines  Punktes 
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derKurve  als  rationale  algebraische  Funktionen  eines 
veränderlichen  Parameters  ausgedrückt  werden.  Denn 
die  |-  (w  —  1)  («  —  2)  Doppelpunkte  und  (n  —  3)  andere,  an- 
genommene Punkte  in  der  Kurve,  d.  i,  zusammen  |-  («-2)  («-|-^)- 1 
Punkte  reichen  hin,  um  ein  Büschel  U^XV  von  Kurven 
(«  —  2)'"  Ordnung  zu  bestimmen.  Wenn  wir  zwischen  dieser 
Gleichung  des  Büschels  und  der  Gleichung  der  gegebenen  Kurve 
die  eine  der  Veränderlichen  eliminieren,  so  erhalten  wir  zur 
Bestimmimg  der  Werte  der  andern  Koordinate  für  ihre  Durch- 
achnitfcsp unkte  eine  Gleichung  vom  Grade  n(n~  2),  in  welche 
X  im  «'™  Grade  eingeht;  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 
bis  auf  eine  sämtlich  bekannt,  denn  die  Durch schnittsp unkte 
der  beiden  Kurven  bestehen  aus  den  zweifach  zählenden  Doppel- 
punkten, den  (w  — 3)  angenommenen  Punkten  und  nur  einem 
andern  Punkt,  weil 

(«-l)(«-2)+(»-3)  +  l-«(»-2) 
ist.     Wenn   wir   also   die   so   bekannten  Faktoren   durch  die 
Division  aus  der  Gleichung  entfernen,  so  wird   die  eine  un- 
bekannte Wurzel  als   eine   algebraische  Funktion  w*'"  Grades 
in  A  bestimmt. 

Und  es  ist  umgekehrt  wahr,  dass  die  Kurve  die  Maximal- 
zahl von  Doppelpunkten  hat,  wenn  die  Koordinaten  als  ratio- 
nale Funktionen  eines  Parameters  ausdrüekbar  sind,  so  dass 
die  Kurve  eine  Kurve  vom  Geschlecht  Null  oder  nach  Cayley 
eine  Ünieursal-Kurve  ist.  Wenn  die  Koordinaten  x^,  x^,  x^ 
als  proportional  zu 

a^X''  +  \X^-^  +  ... 
respektive  gegeben  sind,  ao  kann  die  Elimination  von  l  leicht 
vollzogen  werden.     Wir  setzen 

0a;j  =  a,-l"4-Ö^A''-i4-..., 

dxg^agl''  +  l^X''-'-+... 
und  multiplizieren  jede  dieser  Gleichungen  nach  einander  mit 
X,  l\  X^, ...,  A"— ',  90  dass  wir  3n  Gleichungen  erhalten,  gerade 
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genug,  um  alle  die  Grössen  0,  6^1,  .,.;  il,  ;i^,  ...  linear  zu 
eliminieren.  Die  Gleiclnmg  der  Kurve  erscheint  nun  in  Form 
einer  Determinante  3w'*'  Ordnung,  in  welcher  nur  n  Reihen 
die  Variabein  enthalten;  sie  ist  somit  vom  Grade  n  in  diesen 
und  ihre  Gleichung  enthält  die  Koefficienten  %,  5^,  ...  im 
Grade  2w. 

Zur  besseren  Verdeutlichung  sehreiben  wir  das  Resultat  für 
den  Fall  n  —  2  ausführlich.     Wir  haben  dann  die  Gleichungen 
6  3^  =  %  A^  +  &^  A  +  e^ , 

e«B  — Ö3AH&BA.  +  C3. 

Die  Multiplikation  jeder  Ton  ihnen  mit  A  und  die  lineare 
Elimination  von  ÖA,  0,  A^,  P,  l\  l"  zwischen  den  so  ge- 
bildeten und  den  drei  ursprünglichen  Gleichungen  giebfc  das 
Resultat  als  homogene  Funktion  zweiten  Grades  in  der  Form 


*1 

0, 

«1 

»1 

"i, 

0, 

% 

öl 

«J 

h 
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0, 

^B 

0  , 

0, 
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"> 

0 

%> 
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0, 

S„ 
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0 
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0 
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0 

«I 
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«„ 

,45.  Aus  Art.  41  folgt,  dass  drei  beliebige  Pmikte  als 
Doppelpunkte  einer  Kurve  vierter  Ordnung  genommen  werden 
können;  sie,  vertreten  neun  Bedingungen.  Aber  man  kann 
nicht  auch  alle  die  Tangenten  der  Kurve  in  diesen  Doppel- 
punkten willkürlich  annehmen,  weil  die  Doppelpunkte  mit  den 
Tangenten  zusammen  fünfzehn  Bedingungen  äquivalent  sind, 
d,  h.  einer  mehr  als  zur  Bestimmung  der  Kurve  genügen. 
Es  muss  somit  irgend  eine  diese  Tangenten  verbindende  Re- 
lation vorhanden  sein;  wir  werden  später  sehen,  dass  diese 
sechs  Tangenten  den  nämlichen  Kegelschnitt  berühren,  so  daas 
durch  fünf  von  ihnen  die  sechste  linear  bestimmt  ist.  Zwan- 
zig Bedingungen  bestimmen  eine  Kurve  fünfter  Ordnung;  wir 
können  also  ihre  seeha  Doppelpunkte  und  für  einen  derselben 
das  Paar  der  Tangeuten  willkürlich  annehmen;  damit  ist  aber 
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die  Kurve  vollständig  bestimmt,  d.  b.  es  sind  aucb  die  Übrigen 
Tangentenpaare  bestimmt.  Siebenundzwanzig  Bedingui^en  be- 
stimmen eme  Kurve  sechster  Ordnung;  es  könnte  daber  scheinen, 
dass  eine  solche  Kurve  müsse  beschrieben  werden  können, 
welcbe  neun  gegebene  Punkte  zu  Doppelpunkten  bat.  Dies 
ist  aber  nicht  der  Fall;  denn  durch  die  neun  gegebenen 
Punkte  geht  eine  bestimmte  Kurve  dritter  Ordnung  U^O  und 
im  allgemeinen  ist  die  einzige  Kurve  sechster  Ordnung,  welche 
dieselben  nenn  Punkte  zu  Doppelpunkten  hat,  die  Kurve  U^=  0, 
d.  h.  die  zweifach  gezählte  Kurve  dritter  Ordnung,  In  ana- 
loger Art  müssen  für  Kurven  höherer  Ordnungen,  wenn  sie 
die  Maximalzahl  oder  selbst  eine  geringere  Zahl  von  Doppel- 
punkten haben,  gewisse  verbindende  Beziehungen  zwischen 
denselben  bestehen.  Den  Fall  der  Kurven  vierter  Ordnuug 
ausgenommen  kennen  wir  aber  keinen  Versuch,  diese  Relationen 
geometrisch  auszudrücken;  es  ist  also  noch  eine  ausgedehnte 
Klasse,  von  Sätzen  dieser  Art  zu  entdecken. 

46.  Das  bisher  Entwickelte  wird  hinreichen,  um  dem  Leser 
von  der  Natur  der  vielfachen  Punkte  der  Kurven  eine  An- 
schauung zu  geben.  Wir  gehen  dazu  über,  zu  zeigen,  dass 
eine  Kurve  in  gleicher  Art  vielfache  Tangenten  haben  tanii, 
mit  andern  Worten,  dass  gerade  Linien  existieren  können, 
welche  die  Kurve  in  zwei  oder  in  mehreren  Punkten  berühren 
oder  mit  der  Kurve .  eine  Berübrung  von  zweiter  oder  von 
höherer  Ordnung  haben.  Was  mau  gewöhnlich  die  singulären 
Punkte  der  Kiirven  nennt,  reduziert  sieh  in  der  That  auf  die 
beiden  Gruppen  der  vielfachen  Punkte  und  der  Berührungs- 
punkte der  vielfachen  Tangenten.  Da  wir  die  Lehre  von  den 
vielfachen  Punkten  durch  die  Untersuchung  des  speciellea 
Falles  begründet  haben,  in  welchem  der  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  ein  solcher  Punkt  ist,  so  ist  es  passend,  die 
jetzige  Entwickelung  mit  der  Untersuchung  der  Bedingungen 
zu  beginnen,  unter  welchen  die  Axe  J/  =  0  eine  vielfache 
Tangente  ist. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Gferaden  mit  der  Kurve  werden 
durch  die  Substitution  y  =  0  in  die  Gleichung  der  Kurve  be- 
stimmt, d.  h.  durch  die  Gleichung 
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Ä  +  Bx  +  Dx^+Gx^  +  ...  +  Fx"  =  0, 
welclie  auf  die  Form  reduziert  werden  kaan 

in  der  a,  h,  ...  diejenigen  Werte  der  Äbscisse  x  sind,  welche 
den  Schnittpunkten  entsprechen. 

Die  Äxe  ist  eine  Tangente,  wenn  zwei  dieser  Punkte 
zusammen  fallen,  d.  h.  wenn  zwischen  den  Wurzeln  eine 
einfache  Gleichheit  «  =  f*  stattfindet;  die  Gleichung  ist  dann 
P(a;  — a)^(a;  — c)...  =  0  und  die  Axe  berührt  die  Kurve  im 
Punkte  y  =  0,  x  =  a.  Für  ^  =  0,  B  =  (i  beriihi-t  die  Kurve 
die  Axe  j/  =  0  im  Anfangspunkt  der  Koordinaten.  Wir  be- 
tra.chten  dabei  nur  den  Fall  eines  reellen  «,  weil  für  eine 
reelle  Gleichung  eine  Relation  a^h  zwischen  zwei  imaginären 
Wurzeln,  eine  andere  Gleiciiheit  e  =  (Z  zwischen  zwei  weitern 
imaginären  Wurzeln  nach  sich  zöge. 

Die  Axe  ist  eine  Doppeltangente,  wenn  unter  den 
Wurzeln  zwei  Paare  von  gleichen,  ß  =  c,  h  =  d  sind;  die  Glei- 
chung ist 

und  man  hat  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

I.  Die  Wurzeln  a  und  6  sind  reell  und  die  Axe  ist  eine 
Tangente  der  Kurve  iu  den  beiden  reellen  Punkten  x^a  und 
x  =  h.    Ea  ist  offenbar,  dass  eine  solche  j,.    ^^ 

Tangente,    welche    die   Kurve    in    zwei  /— ^ 

zusammenfallender  Punkte  trifft, 


in  Kurven  nicht  auftreten  kann,  deren 
Ordnungszahl  unter  vier  ist. 

II.  Die  Wurzeln  »  und  ?i  sind  imaginär,  so  dass  die 
Gleichung  ist 

j:'{'j?+px-\^q)\x-e)...^0 
und  wir  eine  Doppeltangente  mit  zwei  nicht  reellen  Berührungs- 
punkten haben. 

Wir  können  aber  ferner  zwischen  den  Wurzeln  eine  Re- 
lation «  =  6  =  c  und  damit  eme  Gleichung  von  der  Form 
P(a:^— o)^(a;  — d),..  =  0  haben,  wobei  a  reell  ist.  Die  Axe 
achneidet  dann  die  Kurve  in  drei  aufemander  folgenden  Punkten 
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x  —  a  und  da  fui  diei  aufemandei  folgende  Punkte  im  all- 
gemeiuen  die  Verbindungslinie  des  eisten  und  zweiten  Punktes 
eine  Tangente  and  die  des  zweiten  und  diitten  die  nicbst- 
folgende  Tangente  ist  sc  fillen  untei  der  gemachten  Voraus- 
setzung zwei  aufemandei  fol;^en?e  Tangenten  /uiammen  Wir 
dürfen  die  A\e  als  eine  staticnire  Tangente  fWende- 
iangente)  bezeichnen,  weil  unter  der  Auffassung  der  Kurve 
als  der  Euveloppe  einer  bewegten  G-eraden  in  ihr  zwei  auf- 
einander folgende  Lagen  derselben  zu- 
I  sammen    fallen.      Der    Berührungspunkt 

\  der    stationären  Taugente    wird    ein  In- 

— '^  ■.-,,,^^     -■      fiexionspunkt    genannt.      Für    ^  =  0, 

^,         5  =  0,  Z)-^0  ist  der  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  ein  luflesionspunkt  und  die 
Ase  y  =  0  die  zugehörige  Tangente;  denn  die  Gleichung  nimmt 
dann  die  Form  Fx'^(x~c)  ...  =  0  an. 

47,  Der  Knotenpunkt  und  der  isolierte  Punkt  entsprechen 
genau  der  Doppeltangente  mit  reellen  und  der  Doppeltangente 
mit  nicht  reellen  Berührungspunkten,  und  ebenso  entspricht 
die  Spitze  oder  der  stationäre  Punkt  genau  der  stationären 
Tangeute,  In  der  analytischen  Darstellung  ist  die  gleiche 
Korrespondenz  noch  nieh,t  ersichtlich  worden;  denn  wir  haben 
für  die  Spitze  eine  einfache  Gleichheit  als  speciellen  Fall  der 
ungleichen  Werte,  die  dem  Knotenpunkt  und  dem  isolierten 
Punkt  entsprechen;  für  die  Inflexion  aber  eine  doppelte  Gleich- 
heit a^b  —  c,  d.  i.  eine  von  den  zwei  Gleichheiten  a  =  i, 
c^ä,  die  der  Doppeltangente  angehören,  wesentlich  verschiedene 
Relation.  Allein  wenn  die  Untersuchung  des  Doppelpunktes 
naturgemäss  in  Punkt -Koordinaten  geführt  wurde,  so  ent^ 
sprechen  der  Untersuchung  der  Doppeltangente  ebenso  natür- 
lich die  Linien -Koordinaten  und  die  analytischen  Theorien 
stimmen  überein,  sobald  wir  diese  anwenden,  die  stationäre 
Tangente  zeigt  sieh  als  ein  specieller  Fall  der  Doppel- 
tangente. Und  so  wie  in  dem  Vorigen  die  stationäre  Tan- 
gente sich  als  eine  von  der  Doppeltangente  verschiedene  Singu- 
larität gezeigt  hat,  so  würde  im  Falle  der  Untersuchung  mit 
Linien  -  Koordinaten  die  Spitze  als  eine  vom  Doppelpunkt  ver- 
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schiedene    Singularität    erschienen    sein,    wie    dies    schon   in 
Art,  38  bemerkt  ward. 

Die  Singularitäten  der  ebenen  Kurven  entsprechen  einan- 
der daher  wie  folgt: 


Dem  Doppelpunkt  mit  reellen 
oder  nicht  reellen  Tangen- 
ten 

Der  Spitze,  dem  stationären 
oder  Rückkehrpunkt 


die  Doppeltangente  mit  reel- 
len oder  nicht  reellen  Be- 
rührungspunkten. 

die  stationäre  oder  Wende- 
tangente. 


Die  Spitze  ist  aber  unter  einem  gewissen  GeaieMspunkte 
ein  besonderer  Fall  des  Doppelpunktes  und  ebenso  ist  unter 
dem  reciproken  Gesiclitsp unkte  die  stationäre  Tangente  ein  be- 
sonderer Fall  der  Doppeltangente.  Denken  wir  die  Kurve  he- 
BChrieben  durch  einen  Punkt,  der  längs  einer  Geraden  fort- 
schreitet, während  sich  diese  gleichzeitig  um  ihn  dreht,  so 
erhellt,  dase  in  der  Spitze  eine  wirkliche  Besonderheit  der 
Bewegung  stattfindet,  indem  der  Punkt  zuerst  stillsteht  imd 
dann  seine  Bewegung  im  umgekehrten  Sinne  fortsetzt;  und 
ebenso  in  der  Wendetangente,  indem  die  Tangente  nach  ein- 
getretenem Stillstand  sich  in  umgekehrtem  Sinne  weiter  dreht. 
Dagegen  sieht  man,  dass  im  Doppelpunkt  und  in  der  Doppel- 
tangente eine  solche  Besonderheit  der  Bewegung  nicht  Yorhi 
ist,  der  Punkt  im  ersten  Falle  und  die  gerade  Linie  im  z 
.  gehen  nur  während  ihrer  Bewegung  zweimal  durch  eine  und 
dieselbe  Lage  hindurch.  Die  Spitze  und  die  Wende- 
tangonte  sind,  darf  man  sagen,  in  einem  strengeren 
Sinne  Singularitäten  als  der  Doppelpunkt  und  die 
Doppeltangente. 

48.  Gewöhnlich  liegt  die  Kurve  in  der  Nachbai'schaft  des 
Berührungspunktes  ganz  auf  der  nämlichen  Seite  der  Tan- 
gente, aber  in  einem  Inöexionspunkt  durchschneidet  sie  die 
Tangente  und  liegt  vor  demselben  auf  der  einen  und  nach 
demselben  auf  der  anderen  Seite  von  ihr.  Dies  ist  ein  spo- 
cieiler  Fall  des  allgemeinen  Satzes:  Zwei  Kurven,  die  eine 
gerade  Zahl  aufeinander  folgender  Punkte  gemein 
haben,  berühren  sich  in  denselben  ohne  sich  zu  schnei- 
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den;  solche  aber,  welche  eine  ungerade  Zahl  aufein- 
ander folgender  Punkte  gemein  haben,  durchschneiden 
sich  in  der  Berührungsstelle,  Seien  y-^<px  und  )/=j/ia; 
die  Gleichungen  der  Kurven,  welche  sich  im  Punkte  x  —  (t 
durchsehneiden;  dann  sind  nach  dem  Taylorschen  Satze  die 
Werte  der  Ordinaten  für  beide  Kurven  bei  a;  —  a-\-k 
,'         ,  dwh   ,  d^<p   h^ 


dx  l^ dx^  1.2 

>^_ 

^  dx  l~^  dx^  1.2^  dx^  1.2. 3"" 


wejui  wir  imter  (p,  ip,  -r-,  ■•■  diejenigen  Werte  von  (px,  ipx, 

-~—,  ...  verstehen,  die  dieselben  für  x^ri,  erhalten.  Da  nun 
dx  ' 

nach   der  Voraussetzung   q;=^  ist,  weil   die  Kurven  sich  in 

x^a  durchschneiden,  so  folgt 

,       „      /dw      dii)\Ji   ,  fd^w      d^ib\ 

^\dx^ 

Nach   den    Principien    der   Differentialrechnung    stimmt    aber 

für   unendlich   kleine  Werte   von  h  das   Zeichen  der  Summe 

dieser  ßeihe  mit  dem  Zeichen  ihres  ersten  Gliedes  überein  und 

wechselt  also  mit  dem  Zeichen  von  A;  wenn  also  im  unendlich 

nahen  Punkte  x^a-^-h  die  Ordinate  der  Kurveii  go  =  0  grösser 

ist  als  die  der  Kurve  ^  =  Q,  so  wird  sie  im  Punkte  x^^a  —  Ji 

kleiner  sein  als   die   entsprechende   der  letzteren,   d,  h.  wenn 

zwei  Kurven  einen  Punkt  gemein  haben,  so  ist  im  allgemeinen 

diejenige  von  ihnen,  welche  vor  dem  Punkte  über  der  andern 

liegt,   d,  h.  die   grösseren   Ordinaten  hat,  nach   dem   Punkte 

unter  ihr  oder  hat  die  kleineren  Ordinaten. 

OL  .      ,      dfp     di>         .  .   /d^w     d^iA  h^    , 

oetzen   wir   aber  "t~  =  "7~)    so    ist   \~t;^  ~  ~^r~§  j  T~n  "^^ 

erste  Glied  der  Reihe  und  dieses  wechselt  sein  Zeichen  nicht, 
wenn  A  dasselbe  wechselt;  dieselbe  Kurve,  welche  auf  der 
einen  Seite  des  Punktes  die  obere  ist,  ist  es  daher  auch  auf 
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seiner  andern  Seite,  In  diesem  Falle  sind  die  Kurven  offen- 
bar dichter  zusammengeschlossen  als  im  vorigen  Falle,  weil 
die  Differenz  ihrer  Ordinaten  von  der  ersten  Potenz  von  h 
nicht  mehr  abhängt;  es  ist  dies  äquivalent  mit  dem,  was  wir 
geometrisch  dadurch  ausdrücken,  dass  wir  sagen,  die  Kurven 
haben  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  gemein.  .Wir 
erläutern  dieselbe  Sache  noch  von  anderer  Seite.  Sind  x'^  »/'; 
x",  y"   die  rechtwinkligen  Oartesischen  Koordinaten  von  zwei 

Punkten  einer  Kurve,  so  ist  der  Quotient  ^— 'T/  ^^  trigono- 
metrische Tangente  des  Winkels,  den  die  Verbindungslinie  der- 
selben mit  der  Äse  der  x  einschliesst;  für  das  Zusammenfallen 

der  Punkte  ergiebt  sich  daraus,  dass  der  Wert  von  -^  für 

den  gegebenen  Punkt  die  trigonometrische  Tangente 
des  Winkele  ausdrückt,  den  die  Verbindungslinie  des 
Punktes  mit  dem  nächstfolgenden  Punkte,  d.  h.  die 
Tangente  der  Kurve,  mit  der  Axe  der  x  einschliesst. 
Wenn  daher  zwei  Kurven  einen  Punkt  gemein  haben  und  wenn 

zugleich  -~  für  diesen  Punkt  in  Bezug  auf  beide  Kurven  den- 
selben Wert  hat,  so  ist  auch  der  nächstfolgende  Punkt  beiden 
Kurven  noch  gemein, 

49.  Wenn  die  betrachteten  Kurven  drei  aufeinanderfol- 
gende Punkte  gemein  haben,  so  ist -j-^  = -j-^  und  das  erste 


Glied  der 


für  y'- y"  entwickelten  ßeihe  ist  (-^ -  j—j  ^   ^.S' 

da  es  sein  Zeichen  mit  h  wechselt,  ao  durchsetzen  sich  die 
Kurven  in  dem  gegebenen  Punkte.  Und  aUgemein,  wenn  der 
Ausdruck  von  y'  —  y"  mit  einer  geraden  Potenz  von  A  begiimt, 
so  dass  er  mit  h  das  Zeichen  nicht  wechselt,  so  berühren 
sich  die  Kurven  ohne  sich  zu  schneiden;  wenn  aber  derselbe 
Ausdruck  mit  einer  ungeraden  Potenz  von  h  beginnt,  so  dass 
er  mit  h  das  Zeichen  wechselt,  so  berühren  sieh  die  Kurven 
und  schneiden  sich  zugleich  in  dem  betrachteten  Punkte,  Ein 
Beispiel  hierzu  ist  aus  der  Konstruktion  des  Kreises  bekannt, 
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weleher  in  einem  gegebenen  Punkte  einen  Kegelschnitt  osku- 
liert;  derselbe  hat  im  allgemeinen  drei  Punkte  mit  der  Kurve 
gemein  und  durchsetzt  daher  dieselbe  (vergl.  „Kegelschnitte" 
Art.  247);  in  den  Endpunkten  der  Axen  des  Kegelschnitts  hat 
aber  der  oskuHerende  Kreia  vier  aufeinander  folgende  Punkte 
mit  der  Kurve  gemein  und  berührt  sie  daher  ohne  sie  zu 
schneiden.  Dieselbe  Untersuchung  bleibt  für  den  Fall  giltig, 
wo  eine  der  Kurven  eine  gerade  Linie  ist.  Die  Tangente  in 
einem  luflexionspunkt  und  allgemeiner  jede  Gerade,  welche 
eine  ungerade  Anzahl  aufeinander  folgender  Punkte  mit  der 
Kurve  gemein  hat,  durchsetzt  die  Kurve  an  der  betreffenden 
Stelle;  in  Bezug  auf  eine  Tangente  dagegen,  welche  eine  ge- 
rade Zahl  aufeinander  folgender  Punkte  mit  der  Kurve  ge- 
mein hat,  liegt  die  Kurve  in  der  Nachbaj'schaft  des  Berührungs- 
punktes ganz  auf  einerlei  Seite  der  Tangente. 

50.  Die  Axe  ;/  =  0  ist  eine  dreifache  Tangente,  wenn  die 
ihre  Schnittpunkte  mit  der  Kurve  bestimmende  Gleichung  von 
der  Form 

p(x-ay{x-~by(x-cy(3:-a)...'=o 

ist;  eine  solche  Tangente  kann  offenbar  bei  einer  Kurve  von 
geringerer  als  der  sechsten  Ordnung  nicht  auftreten.  Nach 
der  Weise  des  Art.  40  unterscheiden  wir  vier  Arten  von  drei- 
fachen Tangenten,  je  nachdem  die  Berührungspunkte  sämtlich 
reell  und  verschieden  sind,  oder  zwei  derselben  nicht  reell 
sind,  der  dritte  reell,  -oder  zwei  zusammenfallend,  oder  alle 
drei  in  einem  Punkte  vereinigt.  Das  letztere  findet  statt 
unter  Voraussetzung  der  Gleichungsform  P(x  —  d)*(a:^}>)...  =  0 
und  die  Axe  schneidet  die  Kurve  in  vier  aufeinander  folgen- 
den Punkten.  Man  nennt  den  Berührungspunkt  einer  solchen 
Tangente  einen  Undulationspunkt.  In  derselben  Weise  sind 
vielfache  Tangenten  höherer  Ordnungen  und  insbesondere  auch 
Undulationspunkte  höherer  Ordnungen  möglich,  die  letztern 
da,  wo  eine  gerade  Linie  mit  der  Kurve  mehr  als  vier  auf- 
einander folgende  Punkte  gemein  hat.  Gramer  nannte  die 
Punkte,  in  denen  die  Tangente  eiue  ungerade  Zahl  aufein- 
ander folgender  Punkte  mit  der  Kurve  gemein  hat,  Punkte 
sichtbarer  Inflexiou  und  unterschied  von  ihnen  die  Ündu- 
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latioiispunkte  oder  Points  de  Serpenfcement,  welche  für 
das  Auge  von  gewöhnlichen  Punkten  der  Kurve  nicht  wesent- 
lich verschieden  sind. 

51.  Wir  haben  bisher  nur  den  Fall  erläutert,  wo  der  An- 
fangspunkt der  Koordinaten  ein  vielfacher  Punkt  oder  eine 
der  Axen  eine  vielfache  Tangente  ist;  die  Form  der  Uleiehung 
kann  aber  auch  die  Existenz  vielfacher  Punkte  und  Tan- 
genten von  allgemeiner  Lage  anzeigen, 

I.  Wenn  <!ie  Gleichung  von  der  Form 

ist,  wo  R,  ß  lineare  Funktionen  der  Koordinaten  und  qi,  ip  be- 
liebige Funktionen  derselben  sind,  so  ist  «  =  0,  /i  =  0  ein 
Punkt  der  Kurve.  Die  Tangente  derselben  in  diesem  Punkte 
hat  die  Gleichung  c(ip'-\-ßip'  =  0,  wenn  wir  mit  (p'  und  ip'  die 
Werte  bezeichnen ,  die  die  Funktionen  q>  und  i^  für  den  Punkt 
K  =  0,  /3  =  0  annehmen.  Denn  die  (w  — 1)  Punkte,  in  denen 
eine  beliebige  Gerade  a  —  kß^Q  durch  den  gedachten  Punkt 
die  Kurve  femer  schneidet,  erhalten  wir  durch  Substitution 
aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

ß[k{<p'  +  Mß  +  Nß^-i-...)-i-(t'  +  M'ß  +  N'ß'+...)\  =  0- 
und  es  luuss  daher  k(p' -\-ip' '^0  sein,  damit  noch  eine  zweite 
Wurzel  dieser  Gleichung  den  Wert  j3=-0  habe.    Die  Gleichung 
der  Tangente   K(p'  -\-  ßi}/'  =  0    entsteht    aus    dieser   Bedingung 


II.  Die  durch 

f,ßyä...^a,ß,Y,S,... 

dargestellte  Kurve  geht  durch  die  Punkte  «  =  0,  Oj  =  0;  ß-=0, 
ß,  =  0;  K  =  0,  y^  =  0;  etc.  ^  -  0,  ßi  =  0;  (3  =  0,  y,-0; 
...y  =  0,  ^i^O,  ...,  etc. 

III.  Wenn  die  Gleichung  von  der  Form 

ist,  so  ist  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  272)  k=-0  die  Gleichung 
der  Tangente  im  Punkte  «  =  0,  ß^O;  weil  zwei  von  den 
Punlrten  hier  zusammenfallen,  in  denen  diese  Linie  die  Kurve 
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sclmeiiiet.  Wenn  t^t^t^...i„-\- ß^^  =0  die  Form  der  Gleichung 
der  Kurve  ist,  so  sind  ^1  =  0,  ^  =  0,  etc.  die  GfJeicliungen  ihrer 
Tangenten  in  den  Punkten,  in  welchen  die  Gerade  j5  =  0  die 
Kurve  acbneidet.  Die  P'orm  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  für 
alle  die  Tangenten  einer  Kurve  w'"  Ordnung,  deren 
Berührungspunkte  in  einer  Geraden  liegen,  die  sämt- 
lichen übrigen  Schnittpunkte  mit  der  Kurve  in  einer 
Kurve  («  —  2)**'  Ordnung  q)="0  enthalten  sind. 

IV.  Wenn  wir  für  die  Gleichangsform 

die  Schnittpunkte  mit  irgend  eiaer  den  Punkt  «=^0,  ß  =  0 
enthaltenden  Geraden  aufsuchen,  so  ergiebt  sich,  dass  stets 
zwei  derselben  mit  dem  Punkte  fi  =  0,  /5  =  0  zusammenfallen 
und  somit,  dass  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  ist. 
Genau  so  wie  in  I.  oben  und  in  Art.  37  folgern  wir  dann, 
dass  die  Tangenten  der  Kurve  in  diesem  Doppelpunkt  durch 
die  Gleichuug 

a'^'  +  o:ßi,'  +  ß'x'  =  'i 
dargestellt  werden,  sobald  unter  90',  ip',  %'  die  Werte  verstanden 
sind,  welche  die  Funktionen  q>,  ^,  ;t  respektive  für  die  Koor- 
dinaten des  Punktes  a  =  0,  ß^O  erhalten. 

V.  Ebenso  stellt  die  Gleichung  von  der  Form 

a^  +  a^ßip  +  aß^X  +  ß^^-^* 
eine  Kurve  mit  einem  dreifachen  Punkte  in  ß  =  (),   ^=-0  dar 
und  die  drei  demselben  entsprechenden  Tangenten  sind  unter 
Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnungen  durch 

a^ff,'  +  tt^ßi''  +  aß'x'  -^  ß'to'  ■=(i 
gegeben. 

VI.  Wenn  die  Gleichung  einer  Kurve  die  I''orm 

atp-i-  ß^y^ip  =  0 
hat,   so   ist   n="0   die  Gleichung   einer   Doppeltangente    der- 
selben; ihre  Berührungspunkte  liegen  in  den  Geraden  ß-0, 
y-O  respektive. 

VII.  Eine  Gleichung  von  der  Form 

a<p-i-ß'i>^0 
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macht    eine    Inflexionatangente    a  =  0    ersichtlich,    deren   Be- 
röhrQUgspunkt  in  ß  =  0  gelegen  ist. 

52.  Wir  wollen  dea  letzten  Artikel  zuerst  dadurch  er- 
läutern, dass  wir  zeigen,  wie  die  Gleichung  der  Kurve  die 
Natur  ihrer  unendlich  entferntea  Punkte  zu  unter- 
suchen gestattet. 

Wir  schreihen  die  allgemeine  Gleichung  wie  in  Art.  26 
mit  0  =  0  als  der  unendlich  fernen  Geraden 

»<"'  + m<"-"ä  +  m'—^'^"  +  ■  ■  ■  =  0, 
und  erhalten  somit  die  n  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve 
durch  die  Substitution  s  =  0,  d,  h.  aus  der  Gleichung  »'"'^O. 
Lösen  wir  dieselbe  nach  y.x  auf,  so  erhalten  wir  die  Asym- 
ptoten-Richtungen der  Kurve  als  die  Richtungen  von  n  Ge- 
raden aus  dem  Koordinaten-Anfang  in  der  Form 

(j/  —  Mj^x)  (i/  --  m^x)  (jf'-msx)...{y  —  m„a:)  ==  0. 
Eine  Kurve  w"*'  Ordnung  hat  im  aligemeinen  n  Asymptoten, 
die  Tangenten  in  den  n  Punkten,  in  denen  die  unendlich  ferne 
Gerade  x^=0  oder  s=0  sie  achneidet.  Die  Gleichungen  derselben 
bestimmen  wir  wie  folgt,  nachdem  die  Gleichung  m<"'  =  0  für 
y.x  aufgelöst  worden  ist.  Es  ergiebt  sieh  aus  III.  des  letzten 
Artikels,  dass  für  eine  auf  die  Form  tit^...t„-\-s^(p=^0  redu- 
zierte Gleichung  ti  =  0,  ...  die  n  Asymptoten  repräsentieren; 
die  gegebene  Gleichung 

(1/ —  jw^a;}  (>  —  Wa«) . ..  +  ^M*"-" +  «^M<"-^' +  ■  -  ■  =  0 
kann  aber  immer  in  die  Form 

(y  —  m^x-j-  X^i)  (y'-msx  +  A^s) . . .  -  /^ 
übergeführt  werden,  da  die  Glieder  vom  »'"'  Grade  in  x  und 
y  für  beide  Gleichungen  dieselben  sind  und  die  n  Konstanten 
A,,  Ag,  ...  in  der  zweiten  so  bestimmt  werden  können,  dass 
die  K  Glieder  vom  Grade  («  — 1)  in  beiden  gleichfalls  Über- 
einstimmen. Wir  wenden  zu  grösserer  Deutlichkeit  die  Methode 
auf  ein  Beispiel  an.     Die  Gleichung 

(x+.y)(2x+p){5x+y)  +  Us:^+nxy+2i/+12x+i0y+3e-^0 
werde  in  die  Form 
{x~i-y  +  Ä,)(2x+y  +  ^^){Sx  +  y  +  X,)  +  Ax  +  By  +  C=-0 
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gebracht.     Dann  gelten  für   die  Bestimmung   der   ?^-,  die  drei 

Gleichungen 

6i,  +  3Aa  + 2^=17,     5Ai  +  4^g  +  3A.,=  ll,     Ai+A,  +  Ä,=  2 

und  wir  erhalten  die  gewünschte  Form  in 

(^  +  J'  +  4)(2^  +  y-3)(3a;  +  ?/  +  l)  +  43.'/:  +  2l;i/  +  48=-0. 
Wir  bemerken  noch,  dass   die  Werte  A,,  Ag,  A^  die  Identität 
erfüllen 

{x-^y){2x  +  y){:dx  +  y)"x  +  y^2x-\-y^Zx  +  y- 
und   daas  allgemein   die  Werte  von  Aj,  Ag,...  durch  die  Zer- 
legung des  Bruches  m<"~":m'"'  in  seine  Parti albril che  erhalten 
werden. 

53,  Wenn  zwei  Wurzeln  der  Grleichung  j(W  =  0  einander 
gleich  sind  {m^^m^,  so  nimmt  die  allgemeine  Gleichung  die 
Form  {y —  m^xfip-^0ii!^-^  an,  zwei  der  Schnittpunkte  von 
s  ■=  0  mit  der  Kurve  fallen  zusammen  oder  die  unendlich  ferne 
Gerade  berührt  die  Kurve,  Wären  drei  Wurzeln  derselben 
Gleichung  einander  gleich,  so  hätte  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade drei  zusammenfallende  Punlcte  mit  der  Kurve  gemein  oder 
berührte  dieselbe  in  einem  Inflexionspunkt.  Wenn  in  der  all- 
gemeinen Gleichung  der  Koefficient  von  »T  gleich  Null  ist,  so 
geht  die  Axe  der  y  durch  einen  Punkt  der  Kurve  im  Unend- 
lichen und  wir  erhalten  nur  eine  Gleichung  vom  Grade  (n—  1) 
zur,  Bestimmung  ihrer  übrigen  Schnittpunkte  mit  der  Kurve. 
Wenn  auch  der  Koeftieient  von  «/""^^  verschwindet,  so  ist  die 
Axe  der  y  eine  Asymptote.  Sind  zwei  P'aktoren  von  «'"'  ein- 
ander gleich  und  ist  überdies  einer  derselben  ein  Faktor  von 
M<"~'',  so  hat  die  Kurve  einen  Doppelpunkt  im  Unendlichen, 
denn  die  Form  ihrer  Gleichung  ist 

(y  ~  m^xf<l>  -\-  {y  ~~  m-^ai)  ßij>  -^  z^%  =  C}. 

54.  Wie  die  singulären  Punkte  einer  Kurve  im  allgemeinen 
gefiinden  werden  können,  wollen  wir  später  entwickeln;  hier 
wollen  wir  'eine  Auswahl  von  Beispielen  zur  Erläuterung  der 
vorigen  Artikel  vereinigen,  in  denen  die  Existenz  der  singulären 
Punkte  aus  der  Form  der  Gleichungen  direkt  erhellt,  um  da- 
durch auf  die  Anwendung  allgemeiner  Methoden  vorzubereiten.^) 
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1.  X*—  ax^y  +  hy'=0.  2,  x'~^ax^y  +  2x^y^+ay^+y''=0.  In 
beidpn  Fällen  ist  der  Anlangspunkt  ein  dieifacher  Punkt;  die  Tangenten 
deBselben  im  ersten  Falle  giebt  die  tileichimg  aic^y^by';  im  zweiten 
d  e  trlei  h  mg  2  3.  j^y'.  Nach  Art,  43  kann  keine  dieser  Kurven  einen 
11  dem  V  elfacl  ea  P  mkt  haben. 

3  aj^  —  a  ^  +  f  ^  =0.  Der  Anfangspunkt  ist  ein  Doppelpunkt,  dessen 
Ta  gente  lurcl  de  (jleichung  ay^±'bx^  =  0  bestimmt  sind,  fflr  das 
positive  Ze   hen  also  ein  konjugiertet  oder  isolierter  Punkt. 

4  (r  -af^    j  (2«/  +  3a)  oder 

Hier  md  offenbar  v  —  a  =  ü,  y  —  0  und  x  +  a  =  0,  3/  =  0  Doppelpunkte. 
Um  die  beiugl  chen  Tangenten  au  erhalten,  machen  wir  zuerst  x^O, 
y  —  <)  in  len  Faktoren  von  [x  —  ay,  y^  und  erhalten  iix  —  ay^äy'; 
und  in  der  nämlichen  Art  für  die  Tangenten  im  andern  Doppelpunkt 
4:{3:  +  ay—äy\  Die  Kurve  hat  aber  einen  dritten  Dojjjielpunkt,  dessen 
Existenz  aus  der  äquivalenten  Form 

ersichtlich  wird;  es  ist  der  Punkt  x  —  0,  y  +  a  =  0  und  die  Tangenten 
in  demselben  sind  durch  3ai'=3(;/  +  a)°  gegeben.  Nach  Art.  42  ergieht 
sich,  dass  die  Kurve  aasser  den  bisher  nachgewiesenen  keine  andern 
singulären  Punkte  haben  kann. 

5.  (iy-cxy=(x  —  ay.  Der  Punkt  &y  — Cic  =  0,  a:-a  =  0  ist  eine 
Spitze  von  der  besonden  A-t  I  V  t  p  h  1  T  g  t  d' 
Kurve  in  ihm  in  fünf  ei     nd      f  lg     d  n  Punkte         I        1  t 

6.  x'(a:  +  h)  =  a'y^.    D      Af         pktt         Iiplp  nkt   d 
Tangente  die  Kurve  in  aut     and      t  lg    d      P     kt         h      dt 
die  Kurie  hat  auch  einen  d    if    h      Punkt   m  U       dli  h        h.     w  1  h 
die    untndlich    ferne  Gead      h        m^Tgtett       C       d 
a:  +  &  =  0  beuihrt  die  En          w  d^d  hndtdl 
in  einem  unendlich  entfen  t  n  I  ifl       nsp    ikt 

7  i;,*+ir,^+J3^-0   D         ndnW       1    1  f     t    Cl     1         w   d 

und  in   dieser  Form   ist  d      Exi  t  h    bj  t  iF  nb         d  nn 

jeder  der  Punkte,  wo  ai;=  +       =0     h      1  t     st     nDji  Ipunkt 

mit  der  einzigen  Taugente  Xi  =  (l;  aber  diese  Spitzen  sind  sämtlich  nicht 
reell.    Die  Kurve  bat  auch  vier  Doppelpunkte    nü.mhch  lie  Punkte 

^i±^  —  *}<  *i  +as=0 
denn  setzt  man  a^  ¥  3;,  =  «,  Xs  +  x,  =  v,  also  iCä  =  Jt  +  a:,,  x^^v  +  x,,  so 
erhält  die  Gleichung  durch  Substitution  die  Form  ^t''tp  +  1tD^p  +  v''x  =  Q. 
Die  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  werden  also  durch  die  Gleichung 
m'  + t(«'  +  ii'=0  bestimmt  imd  die  fraglichen  Doppelpunkte  sind  somit 
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conjugierte  Punkte;  in  der  That  sind  sie  die  einzigen  reellen  Punkte 
der  Kurve,    Denn  man  kann  die  Gleichung  achreiben 

oder  mit  den  Abköraungen  i,  =  a^'— a^a^,  Xg^a!,^  —  x,\  Xs  =  %^— Xj^ 
2a;,^(X5  =  +  X,Xg  +  X,^-(Zj-Xs)iW0,  eine  von  drei  gleichbedeutenden 
Formen,  welche  die  Doj>pelpunkte  X^=0,  Xa^O,  eic.  A.h, Xi'^x^'  =  x,^ 
in  Evidenz  setzen. 

IIL  Abschnitt. 
Ton  der  graphlficheii  DarateUung  der  Kurven. 
55.  Es  erseheint  zweckmässig,  einige  Beispiele  von  Jer 
Art  zu  geben,  in  welcher  die  Figur  einer  Kurve  aus  ihrer 
Gleichung  ermittelt  werden  kann.  Wenn  ein  bestimmter  Wei-t  u 
von  einer  der  Veränderlichen  x  gegeben  ist,  so  kann  die  aus 
einer  Substitution  in  die  Gleichung  der  Kurve  entspringende 
numerisclie  Gleichung  für  y  aufgelöst  werden  —  wenigstens 
durch  Annäherung  — ■  und  sind  damit  die  Punkte  bestimmt, 
in  denen  die  gerade  Linie  x  =  a  die  Kurve  schneidet.  Durch 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  für  benachbarte  Werte  von  x 
erhält  man  die  Nachbarpunkte  der  vorigen  und  schliesslich 
durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  eine  hinreichende  Anzahl 
von  Punkten  der  Kurve,  um  durch  Verbindung  derselben  durch 
einen  stetigen  Zug  eine  Anschauung  von  der  Gestalt  derselben 
zu  erzeugen.  Indem  wir  die  Werte  von  x  speciell  beachten, 
welche  die  Werte  von  y  oder  einige  derselben  imaginär  machen, 
können  wir  die  Existenz  von  Ovalen  erkennen  oder  bestimmen, 
ob  die  Kurve  in  irgend  einer  Richtung  begrenzt  ist.  Wir 
haben  früher  (Art.  52)  gezeigt,  wie  die  Existenz  unendlicher 
äste  in  der  Kurve  zu  mitersuchen  ist  und  wie  ihre  Asymptoten 
zu  bestimmen  sind;  und  wir  werden  im  nächsten  Kapitel 
zeigen,  wie  ihre  vielfachen  und  ihre  Inflexionspunkte  zu  finden 

i  Punkte 
die  Richtung  der  Tangente   in  diesem  Punkte  an  und  indem 

wir  die  Punkte  aufsuchen,  für  welche  -r-  den  Wert  Null  oder 

'  dx 

den  Wert  Unendlich  erhält,  finden  wir  diejenigen  Punkte,  in 
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denen  die  Kurve  parallel  läuft  zur  Axe  der  x  oder  der  »/ 
respektive. 

Wir  müsaen  dabei  streben,  von  allen  Vereinfachungen  Vor- 
teil zu  ziehen,  welche  die  Gleichung  der  Kurve  gestattet. 
Wenn  wir  z.  B.  das  Büschel  der  zu  einer  Asymptote  parallelen 
Geraden  betrachten,  oder  das  Büschel  der  Geraden  durch  einen 
schon  bekannten  Punkt  der  Kurve,  ao  wird  die  Gleichung, 
welche  die  andern  Schnittpunkte  jeder  dieser  Geraden  mit  der 
Kurve  bestimmt,  von  einem  um  Eins  niedrigeren  Grade  als 
die  Ordnungszahl  der  Kurve  ist.  Zeigt  die  Gleichung,  daas 
die  Kurve  einen  Doppelpunkt  oder  einen  andern  vielfachen 
Punkt  hat,  so  ist  es  von  Vorteil,  das  Büschel  der  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Linien  zu  benutzen,  weil  die  fragliche 
Gleichung  dann  um  zwei  Dimensionen  erniedrigt  wird. 

Es  giebt  kaum  eine  für  den  Stu  dir  enden  nützlichere 
Übung  als  das  Zeichnen  von  Kurven,  insbesondere  solcher 
Kurven,  in  deren  Gleichung  ein  Parameter  oder  mehrere  Para- 
meter auftreten,  welche  eine  Reihe  verschiedener  Werte  zu- 
lassen. Im  Fall  eines  einzigen  Parameters  kann  derselbe  als 
eine  in  der  dritten  Dimension  des  Raumes  gemessene  Ordinate  a 
betrachtet  werden,  so  dass  die  Aufgabe  der  Zeichnung  der 
Kurven  als  die  der  Darstellung  einer  Reihe  von  Parallel  schnitten 
einer  krummen  Fläche  angesehen  werden  kann. 

Einige  Beispiele  müssen  hinreichen.^) 

1.  o^  —  ax^yA-'by''^^.  (Beisp.  1,  Art.  54.)  Da  der  Anfangspimkl 
der  Eoordinateu  ein  dreifacher  Punkt  ist,  so  be-  Fig.  js. 
trftditen  wir  das  durch  ihn  getende  Strahlenbfischel, 
d.  k  wir  setzen  y^ma:  und  erhalten  a:=m(a— ötn'), 
eine  Funktion,  welche  für  von  0  his  +  co  wachsende 
71%  von  0  für  m  —  0  za  einem  Maximalwert  bei 
o  — 36)ft^=0  ansteigt,  um  dann  abüunehmen  und 
für  (I— 6jn^=0  au  verschwinden,  und  die  mit  weiter 
wachsenden  m  stets  wachsende  negative  Werte  er- 
hält. Die  Kurve  ist  in  Bezug  auf  die  Axe  der  j/ 
offenbar  symmetrisch.   Die  Figur  stellt  sie  also  dar. 

2.  {x''~ay=ay^{aa  +  2t/).     (Beisp.  4,  Art.  54.)    Ea  ist 

Die  Kurve  ist  also  aur  Axe  der  y  synunetrisoh  und  hat  auf  jeder  Seite 
derselben    uwei    den   beiden   Zeichen   der   Wurzel   entsprechende   Xste. 
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Beide  Aste   sehne  d  netn     3/  =  0unl  geben  daher  in  den  Punkten 
iX^-^a    awe     Doppelinnkte    de     Ku     e      Mit  positiven  wachsenden  y 
wächst   d      W    KCl    unhegtenKt,    es  wachsen 
diso  auch  d  e  dem  einen  Aste  jeder  Seite  ent- 
I       lenlen  "Werte   der   x   ohne  Ende;   indes 
l  e  de  u  ande      Aste  jeder  Seite  entsprechen- 
den    b  ehm        nd  den  Wort  Null  erreichen 
fü    a  =3      j  +2rtj/',  nämlich  für  2y  =  a  als 
d  e  einz  ge  |  ob  tiTe  Wurzel  dieser  Gleichung; 
übe    den  ^  e  t  y  =  ^a  erhebt  sich  die  Ordinate 
1  e  e     Astes    n  cht    auf   dei   positiTon  Seite 
F      negat  ve  W  rte  yon  y  eireieht  die  Wuizel 
ihren   Max  naJw    t   b      y-|-a  =  0      Da.    eine   Paar   der  Aste   suhnPidet 
sich  in  einem  Doppelpunkt  m  y  —  —  a,  das  andere  eiieicht  den  Masimal 
weit  seinei  Abscisse  für  dieselbe  Ordinate     Den  Weit  3  a  +  2  j/  =  0  kann 
keino  ubPr« ehielten.    Die  Figui  giebt  also  die  Form  dei  Kuive  an 

Diece  Kuive  kann  als  Beispiel  der  Behandlung  in  projeitivisihen 
Koordinaten  dienen.  Wenn  man  die  Doppelpunkte  ali  die  Fundamental 
punkte  —  den  in  der  Axe  dei  y  als  jI_  —  und  den  Schwerpunkt  de? 
von  ihnen  „'ebildeten  Dreiei,ks  als  Emheitpunkt  wählt,  so  geben  die 
Schluasiormfin  des  Art.  23  füi  die  zum  Übeigang  Ton  den  Oartesischen 
zu  projektavisehen  Koordinaten  dienenden  Transfoimationen  die  folgen- 
den Ausdrucke 


I 

X  naJw    t   1 

Q  Doppelpunkt  ii 


a(3^- 


',) 


-ax^ 


iCi  +  (Cü  +  (»8  ^        Xj+X^  +  lCi 

Dui(,h  diesölban  geht  die  Gleichung  der  Kurve  über  in 

16  ar,  "3^  ^  +  16  x,  Xj  x^  (x,  +  x.^)  +  x^' {x,- +  x^' +  10  x,  x^)  =  0. 
Aus  derselben  bildet  man  (Art.  51)  die  Gleichungen  der  Tangentenpaare 
in  den  Doppelpunkten 

X^^+16XiX^+UX3°-=(l, 

x,^+lQa:iXs+      ^«3^=0, 

Für  jeden  Strahl   Xj  =  iix^   erhält  man   die   zwei  nicht   in   den  Doppel- 
punkt fallenden  Schnitte  aus 

x^^  (1^^+1011  + 1)  + 16  x^x.,!^  dt +t)  + 16  a^x^'-^O. - 

3.  Wenn  die  Basis  cinea  Dreiecks 
gleich  3  c  und  das  Produkt  der  beiden 
andern  Seiten  desselben  gleich  i»°  ge 
geben  ist,  so  ist  der  Oit  der  Spitze  das 
Ova!  von  Oassini  dessen  Gluchung 
für  den  Anfangspunkt  der  Kooidmatcn 
im  Mittelpunkt  der  Basis  durch 
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ausgedrückt  ist.  Die  Figur  giebt  die  Gestalt  der  Kurve  für  verackiedeue 
Werte  von  ta;  die  stark  eingezeiclinete  Linie  für  m  =  c  ist  dio  Leranis- 
cate  von  Bernonlli,  für  ni<c  besteht  die  Cassinisclie  Kurve  aus 
zwei  konjugierten  Ovalen,  die  von  der  Lemniscate  umschlosaen  sind; 
m>c  giebt  ein  die  letztere  umschliesBendeB  Oval. 

4.  Wenn  in   einem  um  den  festen  Punkt  0  eich  drehenden  Strahl 
von  seinem  Schnittpunkt  mit  einer  festen  Geraden  MN  aus  eine  Strecke 


RP=EP'  von  konstanter  Länge  nach  beiden  Seiten  abgetragen  wird, 
80  iat  der  Ort  von  P  die  Konchoide  des  Nikomedes;  von  diesem 
öeometer  konstruiert,  um  das  Problem  der  Bestimmung  von  zwei  mitt- 
leren Proportionalen  eu  lösen.  Für  OA=p,  S,P=m  ist  ihre  Polar- 
gleichnng  (p  -^  m)  cos  m  =p  und  die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Koordi- 
naten m')/'=(j)—)/)^(a:^+y').     Die  gerade  Linie  JWW  berührt  die  Kurve 


1  singnlgien  Punkt 
einander  folgende  Punkte  mit 
ihr  gemein.  Der  Punkt  0 
ist  ein  Doppelpunkt,  des- 
sen Tangenten  die  Gleichung 
p^x^+(p^-m^y^=0  be- 
stimmt; insbesondere  also  ein 
Knotenpunkt,  ein  konjugier- 
ter Punkt  oder  eine  Spitze, 
jenachdemm  grösser,  kleiner 
oder  gleich  j)  ist.  InderFigur 
repräsentiert  die  volle  Linie 
den  Fall  m'^p,  die  punktierte 
den  Fall  m-Cp. 

6.  Der  gleichgebildete 
Ort  für  einen  festen  Kreia  und 
einen  festen  Punkt  in  ihm  ist 
Pascals  Schnecke  (Lima- 
5on),  Ihre  Polargleichung  ist 


unendlicher  Ferne  und  hat  dort 
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die  Gloichujig  in  rechtwinkligen  Koordinaten 

Der  Anfani^BpunM  der  Koordinaten  iit  ei»  Doppelpunkt  und  zwar  ein 
Knotenpankt  oder  ein  konjugierter  Punkt  le.  nai^hdem  p  grösser  oder 
kleiner  als  m  ist;  für  p  =  m  wird  ei  7Ur  Spitze  und  die  Kurve  hnt  die 
Herzform  und  wird  Kardioide  genannt  '^le  ist  m  dei  Figur  stark  und 
voll  eingezeichnet;  die  beiden  punktierten  zeigen  diP  Formen,  welche 
den  Fällen  ^>m  und  j)<w  respektivp  entsprechen 

6.    (x' ~  a^Y  +  (p^ ~  by  =  c^   mit   fc<n       i  ir    r  =  0   bestellt   die 


die   Fälle:     a)    c<6: 

d)    c  =  a;    e)    c>o  aber    <y'(a*  +  &*); 

f)  c  =  -t/{a'  +  b%    Für  noch   grössere  Werte 

You    c   bat   die   Kurv«  eine  älinliclie  Form, 
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wie  in  diesem  l'alle,  aber  ohne  den  konjugierten  Punkt  im  Anfangs- 
punkt der  Koordiriaten,  Für  c  =  a  =  h  zerfällt  sie  in  zwei  Ellipsen  wie 
in  Fig.  21. 

56.  Wir  kehren  noch  mit  einigen  Betrachtungen  zu  dem 
Falle  zurück,  dass  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ein 
singulärer  Punkt  der  Kurve  ist.  Es  ist  dann  für  die  ünter- 
aucliung  seiner  Natur  oft  zweckmässig,  y  in  eine  nach  steigen- 
den Potenzen  von  x  geordnete  Reilie  zu  entwickeln',  denn 
wenn  die  Gleichung  in  die  Form  y  =  Ax''-\-Bs:ß  +  ...  mit  « 
als  dem  kleinsten  bei  x  auftretenden  Exponenten  gebracht  ist, 
ao  wissen  wir,  dass  in  der  Nachbarschaft  des  Anfangspunktes 
die  Kurve  sich  der  leicht  zu  konstruierenden  Kurve  y^Ax" 
anschliesst.  Um  eine  solche  Entwiekelung  au  vollziehen,  können 
wir  ein  von  Newton  angegebenes  Verfahren  am  besten  in 
der  folgenden  Form  benutzen.'')  Wir  setzen  in  der  Gleichung 
y=^Ax"  und  bestimmen  die  positive  Grosse  cc  durch  die  Be- 
dingung, daaa  die  Exponenten  von  zwei  oder  mehreren  Gliedern 
gleich  und  kleiner  als  der  Exponent  jedes  andern  Gliedes  sind; 
dies  kann  durch  Versuche  geschehen,  indem  man  die  Expo- 
nenten jedes  Paars  von  Gliedern  gleichsetzt  und  bemerkt,  ob 
der  resultieiendo  Wert  von  k  positiv  ist  und  ob  die  gleichen 
Exponenten  nicht  grösser  sind  als  der  Exponent  eines  andern 
Gliedes.  Hat  man  so  a  gefunden,  so  hestimmt  man  A^  indem 
man  die  Grösse  gleich  Null  setzt,  welche  die  Gheder  mit 
gleichen  Exponenten  multipliziert.  Dann  kann,  wenn  es 
nötig  wäre,  die  Entwiekelung  durch  die  Substitution  von 
y=Ax°+Bx''  fortgesetzt  werden,  in  der  A  und  «  die  vor- 
her gefundenen  Werte  haben  und  ß  und  li  durch  ein  ähn- 
liches Verfahren  bestimmt  werden.  Ist  z.  B.  die  Kurve  durch 
a^^-j-j/^— 3aa:i/  =  0  dargestellt,  wo  der  Anfangspunkt  der  Ko- 
ordinaten ein  Doppelpunkt  ist  mit  den  beiden  Axen  als  seinen 
Tangenten,  so  wird  die  Gleichung  für  y^Ax" 

x''  +  A^x^''-^aAaf+'-  =  0. 
Setzen  wir  versuchsweise  3  =  3a,  um  zwei  Exponenten  gleich 
zu    machen,    so    wird   « =  1    und    die    gleichen   Exponenten 
werden   grösser  als   der  Exponent  c+l   des  andern  Gliedes; 
dieser    Wert     ist     daher     zu     verworfen.       Setzen     wir    dann 
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3^«+l,  ß  =  2,  SO  macJit  dies  die  gleichen  Exponenten  kleiner 
als  den  Exponenten  des  andern  Gliedes.  Die  Gleichung  wird 
(1  ~  SaA)x^  +  Ä^x''—0  und  indem  wir  Ä  so  bestimmen,  dasa 
der  Koeflicient  von  a:*  verschwindet,  erbenneu  wir,  dass   die 

Gleichung  der  Kurve  in  der  Form  ^-=^x^+...   dargestellt 

werden  bann,  in  welcher  alle  andern  Glieder  von  höherem  als 
dem  zweiten  Grade  sind;  und  dass  also  die  Form  des  einen 
Astes  der  Eurve  im  Anfangspunkt  sich  an  die  Parabel  3  ay  =  x^ 
anschlieast.  Wir  finden  aber  drittens  durch  Gleichsetzung  der 
Exponenten  3«  und  r  +  1  den  Wert  «  =  |,  für  welchen  auch 
die  gleichen  Exponenten  die  niedrigsten  werden;  da  die  Koef- 
fieienten  dieser  Glieder  A^  und  ~SaÄ  sind,  so  ergiebt  sich 
A'^yha  und  der  Äst  ist  j/=^]/(3öi)x-^  +•■.,  so  dass  seine 
Form  in  der  Nachbarschaft  des  Anfangspunktes  sich  der  Pa- 
rabel y^=  3  ax  nähert.  Es  ist  für  den  gegenwärtigen  Zweck  nicht 
nötig,  wenn  es  aber  wünschenswert  wäre,  die  Entwiche lung  fort- 
zusetzen, so  würden  wir  «  =  -— s^+^xf*  substituieren;  die  nie- 
öa 

drigsten  Glieder  wären  dann  ;ts-^3;^  +  o-  „a:*+'^~3a-BiC^+^=0. 

Wir  können  dann  die  Exponenten  zweier  Glieder  gleich  und 
kleiner  als   den   Exponenten  des  dritten  Gliedes   durch  (3  =  5 

machen,   und  es  wird  li  =  ^ — j-     Durch,  das  Vorige  ist  aber 

liK. £a.  gezeigt,  dass  die  Verzeichnung  der  beiden  Para- 
beln Zay^x^  imd  y^=-'3>ax  in  der  Nachbarschaft 
des  Anfangspunktes  die  Gestalt  der  zu  konstru- 
ierenden Kurve  näherungs weise  giebt. 

57.  Dasselbe  Verfahren  führt  zu  einer  Be- 
stimmung der  unendlichen  Aste  der  Kurve.  Wir 
entwickeln  y  nach  absteigenden  Potenzen  von  x  und  machen 
nachher  bei  dem  entwickelteji  Vorgange  die  gleichen  Expo- 
nenten grösser  als  den  Exponenten  jedes  andern  Gliedes. 
So  haben  wir  in  dem  vorher  gegebenen  Beispiel  durch  die 
Gleicb3etzung3  =  3«,  a  =  l  und  die  entsprechende  Koefficienten- 
verbindung  J-^+l;  indem   wir  uns  auf  den  reellen  Wert  für 


•• 
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^beschränken,  setzen  wir  ferner  j/=—a:+B.rf 
und  finden  in  gleicherweise  ^  =  0,  B=~-a 
somit  den  Ausdruck  y^=  —  x  —  a-^...,  aut 
welchem  wir  sehen,  daas  x  +  y  +  n^^^  eine 
Asymptote  ist.  Die  beistehende  Figur  aeigt 
die  Gestalt. 

58.  In  dem  Falle  der  einfachen  Spitze, 
YOn  welcher  wir  in  Art.  39  ein  Beispiel 
hatten,  liegen  die  beiden  in  ihr  zusammentreffenden  Aste  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangente  und 
ihre  Konvexitäten  sind  einander  zugewendet.  Aber  es  giebt 
eine  Spitze,  die  allerdings  eine  Singularität  höherer  Ordnung 
ist,  bei  welcher  die  beiden  Äste  auf  derselben  Seite  der  Tan- 
gente liegen.  So  giebt  z.  B.  die  Gleichung  m  (ay  —  x^y '^  x^ 
fUr  alle  positiven  Werte  von  x  reelle  Werte  von  y;  und  wenn 

wir  die   Gleichung  in   der  Form   «!/  =  x^±— ,--  schreiben,   so 

wird  ersiehtüch,  dass  für  kleine  Werte 

von  X,  als  för  welche  das  zweite  Glied 

der  rechten  Seite  kleiner  ist  als  das  erste, 

beide  Werte  von  y  positiv  Sind,  so  dass 

beide  Äste  auf  der  obern  Seite  der  Äxe 

der  X  als  ihrer  Tangente  liegen  ■ —  wie 

ea  die  beistehende  Figur  zeigt. 

Wir  haben  in  Art.  40  gesehen,  dass  gewöhnliche  viel- 
fache Punkte  höherer  Ordnung  als  aus  der  Vereinigung  einer 
Anzahl  von  Doppelpunkten  hervorgehend  betrachtet  werden 
können.  Cayley  hat  weiter  gexeigf*),  dass  jede  höhere  Sin- 
gularität angesehen  werden  könne  als  äquivalent  einer  ge- 
wissen Zahl  einfacher  Singularitäten;  Knotenpunkt,  gewöhn- 
liche  Spitze,  Doppeltangente  und  Iiiflexion.  So  ist  eine  Spitze 
der  hier  besprochenen  Art  äquivalent  ^^    ^^ 

einem    Knoten, 

Doppeltangeute   und  einer  Inflesion, 
wie    es  von  der  beistehenden  Figur 
aus  verfolgt  werden  kann,  indem  man  Knotenpunkt  und  Spitze 
sich  vereinigen  lässt. 
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IV.  Abschnitt. 
Pole    und   Polaren, 

59.  Die  Methode,  welche  wir  nun  anwenden  wollen,  um 
die  Bedingungen  au  untersuchen,  unter  welchen  eine  Kurve 
vielfache  Punkte  oder  Tangenten  hat,  und  um  die  Lage  der- 
selben zu  erkennen,  ist  im  Grunde  genommen  mit  der  für  den 
Fall  des  Anfangspunktes  früher  Entwickelten  identisch.  Wir 
betrachten  ein  Büschel  von  geraden  Linien,  die  von  einem 
gegebenen  Punkte  ausgehen;  wir  bilden  die  Gleichung,  welche 
die  Koordinaten  der  n  Punkte  bestimmt,  in  denen  ein  solcher 
Strahl  die  Kurve  schneidet,  und  untersuchen  die  Bedingungen, 
unter  weichen  einer  oder  mehrere  dieser  Punkte  mit  dem  ge- 
gebenen Punkte  selbst  zusammenfallen.  Um  die  Koordinaten 
dieser  n  Punkte  zu  bestimmen,  gebrauchen  wir  die  in  den 
„Kegelschnitten"  (4. Aufl.  Art.  109, 321)  entwickelte  Methode  von 
Joachimsthal.  Weil  die  Koordinaten  jedes  Punktes  in  der 
geraden  Verbindungslinie  zweier  Punkte  x/  und  x"  von  der 
Form  Xx'  +  ^ix"  sind,  so  bestimmen  wir  die  Schnittpunkte 
zweier  Geraden  mit  irgend  einer  Kurve  durch  die  Substitution 
dieser  Werte  für  die  ä:,-  in  die  Gleichung  derselben  und  die 
Bestimmung  derjenigen  Werte  von  -l:^,  welche  der  resultieren- 
den Gleichung  genügen.  Eine  notwendige  Vorbereitung  der 
Untersuchung  ist  die  sorgfältige  Diskussion  der  Funktionen, 
welche  sieh  bei  dieser  Substitution  darbieten. 

Wenn  wir  in  einer  homogenen  Funktion  ü  vom  s»'^"" 
Grade  in  den  ar,-  für  x,-  den  Wert  XXi-\- fiXi  einsetzen,  so  folgt 
aus  dem  Taylorschen  Satze,  dass  U  der  Koefficient  voii  A"  ist 
und  daes  der  Koefficient  von  il""^^  sein  wird 

a/,^-+i/,^+a/,4^  oder   ^.tr^  +  x'.K.  +  y.fTg, 

wenn   wir   die   Abkürzung    Ui   für   den   Di fferentialquoti enteil 
von    U  noch  Xi  gebrauchen.     Wir  wollen  das  Symbol  A  zur 

Bezeichnung  der  Operation  a/j -3  — -f- ;r'g  j \-3^^-^      anwenden 

und  können  damit  den  Koefticienten  von  k"~^^  in  der  Form 
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Die  erste  Polare  des  Punktes.   00.  63 

A  ü  scliireibeii.  In  analoger  Art  ergiebt  sich  der  Koeffieient 
™°  ,      .         1  I  j.'^^'^  ,     i^^^U  ,     ,.dHJ 

oder  mit  Uu  als  Symbol  für  den  zweiten  Differentialquotienten 
nach  X,-  und  xt 

H  ^/ ^u  +  a;?  Pss  +  ^/ ^!3  +  2  ^j  :£'3  E/js  +  2  a/g  a;',  K,i 

wir  können  ihn  aber  auch  in  der  symbolischen  Form 

'  \   ^dx^        ^dx^        ^dXg/ 
darstellen. 

In  gleicher  Weise  wird  der  Koeffieient  von  l''~^u.^  in  der 

Entwickelung  „A^T/  und   so  fort;    die  Entwickelung  ist 

also  zu  schreiben  durch 

der  letzte  Koeffieient  ist  -z — ^ A"  ü.     Es  ist  aber  aus  der 

1.2...« 

Symmetrie  der  Substitution  evident,  daas  dieser  mit  ü'  über- 
einstimmen muss  und  das  allgemein  die  Koeffioienten  von  zwei 
entsprechenden  Gliedern  der  Entwickelung  wie  X^fi'',  X''ji"  nur 
durch  den  Wechsel  der  gestrichenen  und  der  ungestrichenen 
Variabein  iC,-  unterschieden  sein  können,  so  dass  also  A""'// 
nur  durch  einen  numerischen  Faktor  vo'n  AU'  oder 

x^U\  +  x^U'^  +  x^ü'^ 
und  allgemein  auch 

("'■s;+^'4+^'<i|)""''"'™''(^v?;+'^s|+^'<iS.)"^' 

nur  durch  einen  solchen  Eaktor  verschieden  sind.  Wir  wollen 
die  letztere  Funktion  durch  A^f/^  bezeichnen,  so  dass  der  dem 
U  beigesetzte  Strich  eben  den  Wechsel  der  gestrichenen  und 
nngestrichenen  Variabein  andeutet. 

60.  Die  Kurve  (w  —  l)**'  Ordnung  AU=0  wird  die  erste 
Polare   des  Punktes  x/   in  Bezug  auf  E/  =  0  genannt;  in 
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derselben  Art  heisst  A^[/  =  0  die  zweite  Polare,  etc.,  so 
dass  sich  die  Ordnung  der  aufeinander  folgenden  Polarkurven 
immer  um  Eins  yermindert  und  also  die  («—2)'^  Polare  ein 
Kegelschnitt  und  die  (n  —  1)"*  Polare  eine  gerade  Linie  ist. 
Nach  der  Schluaabe merkung  des  letzen  Artikels  sind  die  Glei- 
chungen der  Polargeraden  und  des  Polarkegelschnitt  respektive 

[        ^     ,  ^     .  ^\   T-<      r. 


(. 


^^Ä+^i:)  ^'=^- 


Weil  A*E/ erhalten  wird,  indem  man  die  Operation  A  an  der 
Funktion  AP"  vollzieht,  so  ist  die  zweite  Polare  von  x'  in 
Bezug  ü=^0  zugleich  die  erste  Polare  desselben  Punktes  in 
Bezug  auf  A  0^=0;  und  allgemein  ist  die  m"  Polarkurve  eines 
Punktes  auch  eine  Polarkurve  desselben  Punktes  in  Bezug 
auf  jede  /c'^  Polarkurve  desselben  Punktes,  so  lange  my-k  ist; 
denn  man  hat  A*(A' f7)  =  A*+' P. 

Für  einen  Fundamentalpunkt,  ffir  welchen  x\  und  x\  ver- 
schwinden, reduciert  sich  die  Operation  A  auf  Differentiation 
nach  .'Cg;  analog  für  die  Cartesischen  Koordinaten.  Wir  denken 
die  Cartesisehe  Gleichung  durch  Einführung  der  Lineareinheit 
homogen  gemacht,  also  in  der  Form 

M<'»r  +  m'i's"-!  +  *t®s"-^  +  . . .  =  0 
geschrieben  und  finden  ohne  Schwierigkeit  durch  Differentiation 
nach  z   für  die   Gleichungen   der  Polarlinie,   des  Polarkegol- 
schnitts,  etc.,  des  Anfangspunktes 
«Miois  +  t#'=0,    f«(w^l)M<%H(ra-l)M"'s  +  M<'>  =  0,  etc. 

61,  Der  Ort  aller  der  Punkte,  deren  Polargeradeu 
durch  einen  gegebenen  festen  Punkt  gehen,  ist  die 
erste  Polare  dieses  Punktes.  Die  Gleichung  der  Polar- 
geraden 

drückt  eine  Relation  zwischen  den  Koordinaten  Xi  eines  Punktes 
der  Polarlinie  und  den  Koordinatenva:/  des  Pols  derselben 
aus;  dass  die  ersteren  fest  und.  gegeben  und  die  letzteren 
variabel   sind,   drücken   wir   einfach   durch   den   Wechsel   der 
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Accente   oder  Striche   aus,   so   dass   die   Gleichung   des  frag- 
lichen Ortes 

wird,  die  Gleichung  der  ersten  Polare  von  Xi'. 

Es  giebt  (w  -  1)^  Punkte,  deren  Polarlinien  in  Bezug  auf 
f/=0  mit  einer  gegebenen  Geraden  zusammen  fallen,  oder 
wie  wir  abkürzend  sagen  wollen,  jede  gerade  Linie  hat 
in  Bezug  auf  eine  Kurve  «'*'  Ordnung  («—1)^  Pole, 
die  gemeinschaftlichen  Punkte  des  Büschels,  welches  die  ersten 
Polaren  ihrer  Punkte  bilden.  Denn  wenn  wir  zwei  Punkte 
in  der  Geraden  willkürlich  wählen,  so  liegen  die  Pole  der 
Geraden  offenbar  in  der  ersten  Polare  eines  jeden  von  ihnen 
und  sind  somit  die  Durch  sehn  ittsp  unkte  dieser  Kurven.  Also 
haben  die  ersten  Polaren  aller  Punkte  einer  geraden 
Linie  (w— 1)^  gemeinsame  Punkte,  nämlich  die  (w—  1)^ 
Pole  der  geraden  Linie;  oder  die  ersten  Polaren  einer  ge- 
raden Reihe  bilden  ein  Büschel  von  Kurven  (n  —  1)'"  Ordnung, 

In  derselben  Weise  erkennt  man  als  den  Ort  der  Punkte, 
deren  Polarkegelschnitte  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  die  zweite  Polare  des  Punktes  u.  s.  w.  Wenn 
die  Polargerade  oder  wenn  irgend  eine  andere  Polare  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kurve  durch  den  Punkt 
selbst  hindurchgeht,  so  liegt  dieser  Punkt  auf  der  Kurve.  Denn 
wenn  wir  für  die  xi  in  die  Gleichung  der  Polare  die  Xi  sub- 
stituieren, so  wird  sie  mit  der  Gleichung  der  Kur^e  identisch, 
d  d  d 

einer  homogenen  Funktion  dieselbe  nur  mit  einem  numerischen 
Faktor  behaftet, 

62.  Wenn  eine  Kurve  einen  vielfachen  Punkt  vom 
Grade  h  hat,  so  ist  dieser  Punkt  ein  vielfacher  Punkt 
vom  Grade  (/c— 1)  in  jeder  ersten  Polare,  vom  Grade 
(fc  — 2)  in  jeder  zweiten  Polare,  u.  s.  w.  Denn  wenn  wir 
den  Fundamen talpunkt  x^^O,  ä^a  =  0  in  den  vielfachen  Punkt 
verlegsn,  so  sind  die  in  x^,  x^  niedrigst -potenzierten  Glieder 
in  der  Gleichung  der  Kurve  vom  Grade  Ä,  nämlich  w'^'a^""* 
nnd   weil   bei   der  Bildung   der   ersten  Polare  nur  die  ersten 
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Differentiale  von  E7  gebraucht  werden,  so  sind  die  entsprechen- 
den niedrigsten  Glieder  in  ihrer  Gleichung  vom  Grade  Qc  —  1) 
in  Xy,  x^,  d.  h.  der  betrachtete  Fundamentalp  unkt  ist  vielfach 
im  Grade  {k  —  1)  in  dieser;  weil  die  Gleichung  der  zweiten. 
Polare  die  zweiten  Differentiale  von  TJ  enthält,  so  treten 
x^ ,  x^  nicht  niedriger  als  im  Grade  (h  —  2)  in  ihr  auf,  u.  s.  w. 
Wenn  die  Kurve  einen  Doppelpunkt  hat,  so  tana  die 
Tangente  der  ersten  Polare  eines  beliebigen  Punktes  in  ihm 
nach  dem  Satze  konstruiert  werden,  dass  sie  die  vierte  Har- 
monikale ist  zu  den  Tangenten  der  Kurve  im  Doppelpunkt 
und  dem  von  ihm  nach  dem  gegebenen  Punkte  gehenden 
Strahl.     Ist    xy  +  u^-^-u^+etc^O    die   Kurve,    so    sind    die 

■  ;,  ■     ^      r.,-  j      ■         dU  ,       dU  ,      dU     ^ 
niedrigsten  Glieder  in  a;^  — -  -|- j/^  ^  +^i-j--  "'J  a^i y  +  ^2/i  =^ " 

und   dies  liefert  mit  iCj^y  —  xy^'^0  als   Gleichung  jenes  Ver- 
bindungsstrahles den  Satz. 

Wenn  zwei  Tangenten  der  Kurve  im  vielfachen  Punkte 
zusammen  fallen,  so  ist  diese  Gerade  auch  eine  Tangente  der 
ersten  Polare.  Denn  das  niedrigste  Glied  «'*'  ist  von  der  Form 
a^bcd...  mit  a,  i,  c,  ...  als  in  x^,  x^  linearen  Faktoren;  seine 
ersten  Differentiale  enthalten  daher  den  Faktor  a,  ao  dass  der- 
selbe auch  ein  Faktor  der  entsprechenden  niedrigsten  GKeder  in 
der  Gleichung  der  ersten  Polare  ist.  Allgemeiner,  wenn  l  Tan- 
genten des  vielfachen  Punktes  in  der  Kurve  zusammen  fallen, 
so  sind  (l  —  1)  derselben  zusammenfallende  Tangenten  im  ent- 
sprechenden vielfachen  Punkte  der  ersten  Polare,  (^—2)  im  ent- 
sprechenden vielfachen  Punkte  der  zweiten  Polare ,  n.  s.  w.  Denn 
wenn  m'**  einen  Paktor  ?*'"  Grades  enthält,  so  ist  derselbe  ein 
Faktor  der  ersten  Differentiale  vom  Grade  (i— 1),  ein  Faktor 
der  zweiten  Differentiale  vom  Grade  (^—2),  etc.*) 

V.  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  der  vielfachen  Punkte  und  Tangenten, 

63.  Wir  wollen  die  in  Art.  59   entwickelte  Methode  zur 

Untersuchung  der  vielfachen  Punkte  und  Tangenten  einer  Kurve 

anwenden.     Um  die  Schnittpunkte  der  Kurve   D"=0  mit  der 
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geraden  Veibindimgslmie  der  Punkte  x',  x"  zu  finden,  sub- 
stituieren wii  m  die  Gleichung  derselben  Xx' -\-'fix"  für  Xf 
und  erhalten  daduich  zui  Bestimmung  der  den  Schnittpunkten 
entsprechenden  Werte  des  Verhältnisses  X :  ft  eine  Gleichung 
A  =  0,  welche  wir  in  der  Form  schreiben  können 

A«;7'+A''-VAÜ'+H''~V^^^'^'  +  --'  =  0' 
wenn  wir  nämlich  voraussetzen,  dasa  in  AIJ\  etc.  die  x"  an 
Stelle  der  Xi  substituiert  sind.  Damit  aber  einer  der  Punkte 
XXi  +  fiXi"  mit  dem  Punkte  x/  zusammen  falle,  ist  es  offen- 
bar nötig,  dass  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  A  =  0  zu 
(f=0  werde.  Aber  dies  wird  nicht  der  Fall  sein,  so  lange 
nicht  C7'  =  0  ist;  und  ea  ist  ausserdem  evident,  daes  die  Be- 
dingung, unter  welcher  xj  in  der  Kurve  liegt,  die  ist,  dasa 
die  Koordinaten  Xi   der  Gleichung  der  Kurve  genügen. 

64.  Es  fallen  aber  zwei  der  Schnittpunkte  der  Geraden 
Xi  Xi"  mit  der  Kurve  in  den  Punkt  x/,  wenn  die  Gleichung 
A  =  0  durch  ji^  teilbar  ist,  d.  h,  wenn  nicht  nur  I7'  =  0,  sondern 
auch  /\.ü'  =  0  ist;  und  weil  die  Verbindungslinie  des  Punktes 
Xi"  mit  dem  Punkte  a;/  die  Kurve  in  zwei  mit  dem  Punkte  x/ 
zusammenfallenden  Punkten  nur  achneiden  kann,  wenn  x/' 
auf  der  in  x/  an  die  Kurve  gehenden  Tangente  liegt  (oder 
auf  einer  der  Tangenten,  falls  deren  mehrere  möglich  sind), 
so  erkennen  wir,  dass  die  Gleichung 

x^U\  +  xJJ's  +  xJJ',^0 
diese  Tangente  darstellt,  dasa  es  also  im  allgemeinen  in  jedem 
Punkte  der  Kurve  nur  eine  Tangente  giebt,  von  welcher  die 
eben  geschriebene  die  Gleichung  ist  und  dass  die  Polar- 
gerade eines  Punktes  der  Kurve  und  die  Tangente 
der  Kurve  in  diesem  Punkte  identisch  sind. 

Alle  die  anderen  Polarkurven  desselben  Kurven- 
punktes Xi  berühren  dann  die  Kurve  in  diesem  Punkte. 
Denn  in  Art.  61  ward  bewiesen,  dasa  die  Polargerade  eines 
Punktea  in  Bezug  auf  die  Kui-ve  U=0  auch  die  Poiargerade 
desselben  Punktes  in  Bezug  auf  alle  seine  Polarkurven  ist; 
da  also  die  Koordinaten  x/  der  Gleichung  einer  jeden  Polar- 
kurve genügen  (Art.  61),  so  fallt  auch  die  Polargerade  dieses 
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Punktes  in  Bezug  auf  jede  derselben  mit  seiner  Taaigente 
zusammen. 

65.  Die  Berührungspunkte  der  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  an  die  Kurve  gezogenen  Tangenten 
liegen  in  der  ersten  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf 
die  Kurve.  Dies  ist  ein  SpecialEali  von  dem  in  Art.  61  bewiese- 
nen Satze  und  kann  direkt  in  derselben  Art  begründet  werden. 
Wir  sahen,  dass  die  Gleichung  der  Tangente  der  Kurve  U'=0 
im  Punkte  x/  durch 

dargestellt  ist  und  erhalten  durch  die  Vertauschung  der  accen- 
tuierten  und  der  nicht  accentuierten  Variabein,  d.  h.  durch 
die  Annahme,  dasa  die  Koordinaten  eines  beliebig  gewählten 
Punktes  der  Tangente  bekannt  und  die  des  Beriilirungapunktes 
unbekannt  seien,  für  den  Ort  des  letzteren  die  Gleichung 

Die  Kurve  und  ihre  erste  Polare  durchschneiden  einander  in 
»(«  — 1)  Punkten  und  da  in  jedem  derselben  die  Bedingungen 
P  =  0,  Aü=0  erfüllt  sind,  so  sehen  wir,  dass  von  einem 
gegebenen  Punkte  aus  ?s  (n  —  1)  Tangenten  an  eine 
Kurve  n*"'  Ordnung  gehen;  oder  auch  („Kegelschnitte" 
Art.  382),  dass  die  Reciproke  einer  Kurve  n''"'  Ordnung 
im  allgemeinen  von  der  Ordnung  nin—1)  ist. 

66.  Im  Art.  62  ist  aber  weiter  bewiesen,  dasa  für  eine 
Kurve  mit  einem  Doppelpunkt  die  erste  Polare  jedes  gegebenen 
Punktes  durch  diesen  Doppelpunkt  hindurchgehen  muss.  Der 
Doppelpunkt  zählt  somit  (vergl.  Art.  42)  unter  den  Durcb- 
schnittspunkten  der  Kurve  mit,  ihrer  ersten  Polare  für  zwei. 
Die  Verbindungslinie  des  Punktes  x/'  mit  dem  Doppelpunkt 
ist  aber  femer  nicht  eine  Tangente  im  gewöhnlichen  Sinne 
des  Wortes,  obwohl  sie  ganz  naturgemäss  unter  den  Lösungen 
des  von  uns  hier  diskutierten  .Problems  erscheint,  eine  Gerade 
durch  *v"  zu  ziehen,  welche  die  Kurve  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten  sehneidet,  weil  wir  ja  gezeigt  haben,  dasa 
jede  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Gerade  als  eine  solche 
zu   betrachten  ist,    die   in  ihm  zwei  zua ammenfallende  Punkte 
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mit  der  Kurve  gemein  hat.  Wir  fanden  also,  dass  die  Ge- 
samtzaM  der  Lösungen  dieses  Problems  immer  n(n—l)  ist 
—  nämlicii  die  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Kurven  0  =  0  und 
A  f/  =  0  —  lind  dass  die  Zahl  der  eigentlichen  Tangenten  der 
Kurve  durch  jeden  ihrer  Doppelpunkte  um  zwei  Einheiten  ver- 
mindert wird;  d.h.  dieOrdnungderReciprokeneinerKurve 
jjier  Ordnung  mit  S  Doppelpunkten  ist  w(w  — 1)  — 2d. 

67.  Für  die  Existenz  einer  Spitze  in  der  Kurve  V  =  0 
haben  wir  im  Art.  62  bewiesen,  dass  die  erste  Polare  eines 
beliebigen  Punktes  nicht  nur  durch  dieselbe  hindurch  geht, 
sondern  dass  auch  ihre  entsprechende  Tangente  mit  der  Rück- 
kehrtangente zusammenfällt;  daher  zählt  diese  Spitze  für 
drei  unter  den  Durehsclmittspunkten  der  Kurve  mit  ihrer 
ersten  Polare  und  die  Zahl  der  übrigen  Durchschnifctspunkte 
wird  daher  durch  jede  Spitze  um  drei  Einheiten  vermindert. 
Die  Ordnung  der  reciproken  Kurve  einer  Kurve  n^' 
Ordnung  mit  S  Doppelpunkten  und  x  Spitzen  ist') 

n{n~l)-2d-3x. 

68.  Dieselben  Prineipien  zeigen  die  Wirkung  eines  viel- 
fachen Punktes  von  höherem  Grade  auf  die  Ordnungszahl  der 
reciproken  Kurve.  Ein  vielfacher  Punkt  vom  Grade  k  ist  nach 
Art.  62  vielfach  im  Grade  (Jt  —  1)  in  der  ersten  Polare  und 
die  Zahl  der  öbrigen  Schnittpunkte  und  somit  die  Ordnung 
der  reciproken  Kurve  wird  durch  ihn  daher  ujn  k  (k  —  1)  ver- 
mindert. Nachdem  wir  aber  in  Art.  40  gezeigt  haben,  dass 
in  dieser  Hinsicht  ein  vielfacher  Punkt  vom  Grade  h  mit 
-|-Ä(Ä—  1)  Doppelpunkten  äquivalent  ist,  so  erhalten  wir,  weil 
jeder  von  diesen  die  Ordnung  der  Reciproken  um  zwei  Ein- 
heiten vermindern  würde,  für  das  gefundene  Resultat  den  fol- 
genden Ausdruck:  Die  Wirkung  eines  vielfachen  Punktes 
auf  die  Ordnung  der  reciproken  Kurve  ist  die  näm- 
liche, wie  die  der  äquivalenten  Anzahl  von  Doppel- 
punkten. In  Rücksicht  auf  Art.  58  können  wir  also  sagen, 
dass  die  Wirkung  eines  vielfachen  Punktes,  welcher  ö'  Doppel- 
punkten, x'  Spitzen,  z'  Doppeltangenten  und  t'  Inflexionen 
äquivalent  ist,  auf  die  Ordnung  der  reciproken  Kurve  durch 
2  Ö'  +  3  Jt'  ausgedrückt  wird. 
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69.  Die  Verbindungslinie  der  Punkte  ic/,  x"  schneidet  — 
90  fanden  wir  bisher  —  die  Kurare  in  zwei  mit  x'  zusammen- 
fallenden Punkten,  wenn  ü'-=0  ist  und  wenn  die  «,"  die 
Gleichung 

erfüllen.  Wenn  aber  die  Koordinaten  x'  den  drei  Gleichungen 
1,^-^  =  0,  f^3  =  0,  Ds  =  0  zugleich  genügen,  so  würde  die  zweite 
Bedingung 

'j!\  ü\  +  3^'a  ü's  +  «"e  Ü'^  -  0 

unabhängig  von  x"  und  also  für  alle  Werte  der  a;/'  erfüllt 
sein;  dann  ist  der  Punkt  xj  ein  Doppelpunkt  und  Jede  durch 
ihn  gehende  Grade  schneidet  die  Kurve  in  ihm  in  zwei  zu- 
sammenfei leo  den  Punkten.  Wir  sehen  daraus,  dass  die 
durch  die  allgemeine  Gleichung  in  projekti  vi  sehen 
oder  epeciell  Cartesischen  Punkt-Koordinaten  dar- 
gestellte Kurve  keinen  Doppelpunkt  enthalten  kann, 
ohne  dass  die  in  ihr  auftretenden  Koefficienien  einer 
gewissen  Bedingung  geniigen.  Denn  die  drei  Kurven 
Ui  =  0,  üg^O,  Ug  —  0  haben  im  allgemeinen  keinen  zu  allen 
gemeinsamen  Punkt  und  die  Funktionen  I7i,  ü^,  (^3  ver- 
schwinden somit  nicht  gleichzeitig  fiir  dieselben  Werte  der 
Koordinaten,  Wenn  wir  zwischen  ihnen  die  Xf  eliminieren, 
so  entsteht  eine  Relation  zwischen  den  Koefficienien,  welche 
die  Bedingung  ist,  unter  der  diese  ersten  Polarkurven  der 
Fundamentalpunlfte  sich  schneiden  oder  unter  welcher  dj 
Kurve  einen  Doppelpunkt  hat.  Man  nennt  sie  die  Diskr: 
nante  der  Gleichung  der  Kurve.  So  haben  wir  die  Diskrimi 
nante  eines  Kegelschnitts  („Kegelschnitte"  Art.  323)  durch 
Elimination  der  Xi  zwischen  den  drei  ersten  Differentialen 

«ja  ai  +  <i23  a^s -I- fl^a  a^s  =  0 , 

denen  die  Koordinaten  eines  Doppelpunktes  zugleich  genügen 
in,  in  der  Form 
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gefunden.  Im  allgemeinen  ist  die  Diskriminante  vom  Grade 
3(ji  — 1)*  in  den  Koefficienten  der  gegeljenen  Gleichung;  denn 
die  drei  Derivierten  sind  vom  Grade  (n  —  1)  und  ihre  Resultante 
enthält  daher  die  Koefficienten  einer  jeden  im  Grade  (n  —  1)^, 
—  diese  aber  sind  linear  in  den  Koefficienten  der  Original- 
gleichung.    {Vergl,  „Vorlesungen"  Art.  86.) 

Beispiel.  Wenn  naoh  der  am  SehlusB  von  Art.  13  gögelienen  Methode 
F(_x,'\l>)'^0  (lie  Tamgentialgleichung  einet  Kurve  iat,  so  sind  die  Bedin- 
gungen für  eine  Doppeltangente 

dip  dx 

Denn  die  Cai-teeischen  Koordinaten  des  BerührungspunkteK  der  Tangente 
X,  ip  an  die  Kurve  i^f{if)  sind  für  -5-^  = /' W 

^  =  /'W+f  Wsin'VcosTfi, 

y-^-f  (¥)Bin>, 
und  die  Doppeltangente  fordert  f  {•^)  —  Q:  0. 

70.  Wir  können  diese  Grundsätze  zur  Untersuchung  der 
Bedingungen  anwenden,  unter  welchen  die  erste  Polare 
irgend  eines  Punktes  A  oder  xl  einen  Doppelpunkt  hat. 
Durch  Differentiation  der  Gleichung 

erhalten  wir  für  die  Koordinaten  eines  Doppelpunktes  ß  der 
ersten  Polare  von  xl  die  Bedingungen 

Dieselben  verbinden  die  Koordinaten  x'  von  A  mit  den  Ko- 
ordinaten x'  des  Doppelpunktes  I?,  welche  in  den  JJik  im 
Grade  (« —  2)  enthalten  sind.  Die  Vergleichung  dieser  Be- 
dingungen mit  den  im  letzten  Artikel  citierten  Gleichungen 
aus  der  Kegelschnittstheorie  zeigt,  dass  mit  ihrer  Erfüllung 
der  Polarkegelschnitt  des  Punktes  B 

C^u^jH  Ogä«2*-|-  Ü3SV+  2 U~^^x^x^-\-2  U^^x^x^+2  ü^^x^x^^O 
in  zwei  Gerade  zerfallt  und  der  Punkt  x'-  oder  A .der  Doppel- 
punkt desselben  ist.  Wir  erhalten  also  den  Sata:  Wenn  die 
erste   Polare    eines  Punktes   A   einen   Doppelpunkt  B 


y  Google 


72  II.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Kurven  «'^Grades.  V.  71. 

hat,  so  hat  der  Polarkegelschnitt  von  B  einen  Doppel- 
punkt in  Ä  und  umgekehrt. 

Wir  kijnneu  aber  auch  zwischen  den  drei  Bedingungs- 
gleichungen die  x'  eliminieren  und  ao  eine  Relation  bilden, 
welche  von  den  Koordinaten  Xf  des  Doppelpunktes  B  erfällt 
werden  muss,  nämlieh 

Un  ^2s  C^33  +  2  P^3  Di3  f^i2  -  U„  U,g^  -  ü,^  UJ -  ü^  UJ  ^  0. 
Sie  ist  die  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  B  und  aus  dem 
Gesagten  geht  hervor,  daas  dieser  Ort  entweder  bezeichnet 
werden  kann  als  der  Ort  von  Punkten,  welche  Doppel- 
punkte in  ersten  Polarkurven  der  gegebenen  Kurve 
sind,  oder  als  der  Ort  von  Punkten,  deren  Poiarkegel- 
echnitte  in  zwei  gerade  Linien  zerfallen.  Weil  die 
zweiten  Differentiale  je  vom  Grade  (n  —  2)  in  den  Xi  sind,  so 
ist  die  eben  geschriebene  Gleichung  vom  Grade  3()i  — 2);  die 
von  ihr  dargestellte  Kurve  hat  zur  gegebenen  Kurve  wichtige  Be- 
ziehungen —  sie  ist  eine  Kovariante  derselben.  (Vergl.„Vor- 
lesungen"  Art.  73.)  Weil  sie  zuerst  durch  Hesse  studiert  worden 
ist,  so   soll  sie  die  Hesseache  Kurve  von   f'=0  heissen.^") 

Wenn  man  aber  zwischen  den  nämlichen  drei  Gleichungen 
die  Xi  eliminiert,  so  giebt  die  resultierende  Gleichung  in  den 
x/  den  Ort  der  Punkte  A,  d.  h.  den  Ort  der  Punkte,  deren 
erste  Polaren  Doppelpunkte  haben,  und  zugleich  den 
Ort  der  Punkte,  welche  Doppelpunkte  in  Polarkegel- 
schnitten sind.  Wir  werden  diesen  Ort  nach  dem  Geometer 
Steiner  die  Steinersche  Kurve  von   ?/=0  nennen.") 

Um  die  Elimination  in  irgend  eineui  Falle  wirklich  aus- 
zuführen, würde  man  die  zweiten  Differentiale  von  U  bilden 
müssen;  aber  es  ist  im  allgemeinen  zu  sagen,  daas  der  Grad 
der  resultierenden  Gleichung  in  den  x/  gleich  3  (« —  2)^  ist, 
weil  sie  die  Resultante  von  drei  Gleichungen  {n  —  2)'*'^  Grades 
ist,  von  denen  jede  die  x'  im  ersten  Grade  enthält. 

71.  Indem  wir  nun  wieder  zu  der  Gleichung  A  =  0  zurück- 
kehren, erkennen  wir,  dass  drei  ihrer  Wurzeln  mit  ft  =  0 
übereinstimmen,  oder  dass  die  fragliche  Gerade  die  Kurve  in 
drei  mit  xj  zusammenfallenden  Punkten  sehneidet,  wenn  gleich- 
zeitig die  drei  Bedingungen 
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l/'  =  0,  At7'-=0,  A^D"'  =  0 
erfiillt  werden.  Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall,  wo  x-l 
ein  Doppelpunkt  ist,  so  sehen  wir,  dass  in  diesem  Falle  U' 
lind  Aü'  unabhängig  von  den  x"  verschwinden,  und  daas  die 
dritte  Bedingung  fordert,  es  liege  x''  auf  dem  Polarkegel- 
schnitt von  x'.  Da  nun  x"  ein  beliehiger  Punkt  in  einer 
der  beiden  Tangenten  des  Doppelpunktes  sein  kann,  weil  jede 
derselben  die  Kurve  in  drei  vereinigten  Punkten  schneidet,  so 
muss  der  Polarkegelscliuitt  von  xl  mit  diesen  beiden  Geraden 
identisch  sein,  d,  h.  die  Gleichung  des  Tangentenpaares  der 
Kurve  im  Doppelpunkt  ist  A^  E7'  =  0  oder 

V\^x;'+  ü\^x^'+  JJ'^x^^+2 ü'^^x^x^^2  XJ\,x^x^-fr 
+  2ü\^x^x^^0. 
Der  Doppelpunkt,  als  ein  Punkt,  dessen  Polarkegelselinitt  in 
zwei  gerade  Linien  zerfällt.  Hegt  in  der  Hesseschen  Kurve 
und  es  ergiebt  sich  auch  direkt,  dass  er  ihrer  Gleichung  ge- 
nügt. Denn  nach  Eulers  Satz  von  den  homogenen  Funktionen 
können  die  drei  Gleichungen  JJ\  =  Q^  U'^  =  0,  l/'g-^O,  die 
in  ihm  erfüllt  werden,  in  der  Form 

ü\^ä^,  +  P'äsa/a  +  P'gs^'ä  =  0 
geschrieben   werden   und   aus   diesen   Gleichungen   entspringt 
durch  Elimination  der  x'  die  Gleichung  der  Hesseschen  Kurve, 
die  also  för  den  Doppelpunkt  erfüllt  wird. 

72.  Dör  Doppelpunkt  wird  zur  Spitze,  wenn  die  seine 
beiden  Tangenten  darstellende  Gleichung  ein  vollständiges 
Quadrat  wird,  d.  h.  für 

Diese  drei  Bedingungen  repräsentieren  nur  eine  neue  Be- 
dingung, weil  mit  der  Erfüllung  einer  derselben  hei  allen 
endlichen  Werten  der  Koordinaten  xj  des  Doppelpunktes  die 
andern  auch  erfüllt  sein  müssen.  Denn  die  Bestimmung  der 
Verhältnisse  a/^r^'g,  i>^2'-^\  ^'^^  jedem  Paare  der  Gleichungen 
vom  Ende  des  letzten  Artikels  giett 


y  Google 


74         11.  Allgemeine  Bigenschaften  der  Kurven  »*'"  Grades.  V. 

3I,    n,.n„-n,,n,.    u„u,,-n„n,. 


u„ 

u,,^ 

-ü,. 

u„ 

v„ 

v„- 

~IJ„ 

Un 

V 

;,c"„ 

-V 

IB 

^3         f^u^aa-^i/         Ui,Ü^B-'^22^is      C^iäf^is-Piit^as 
Es   müssen  somib  für   Vu^-^22^^1^^  ^^^  wenn  keines  dieser 
Verhältnisse   unendlick  gross  ist,   sowohl   Zühlei-  als   Nenner 
dieser  Bruche  verschwinden. 

73.  Der  Anfangspunkt  ist  ein  dreifacher  Punkt,  wenn 
alle  zweiten  Differentialquotienten  in  ihm  verschwinden;  denn 
dann  ist  A^  V  Null  unabhängig  von  den  Werten  der  x",  imd 
nach  dem  Satze  von  den  homogenen  Funktionen  verschwinden 
mit  den  zweiten  Differentialquotienten  auch  die  ersten  und 
somit  ist  auch  AD'=^0,  d.  h.  jede  gerade  Linie  durch  den 
Punkt  w'  sehneidet  die  Kurve  iu  drei  zusammenfallenden 
Punkten.  Die  drei  Tangenten  der  Kurve  in  diesem  Punkte 
werden  offeubar  durch  die  Gleichung  A^  ü'  =  0  gegeben. 

Die  Ausdehnung  derselben  Betrachtungen  auf  vielfache 
Punkte  von  höheren  Graden  hat  keine  Schwierigkeit.  Der 
Punkt  x'  ist  ein  vielfacher  Punkt  vom  Grade  k,  wenn  für 
ihn  alle  Differentialquotienten  vom  Grade  (fc  — 1)  verschwinden, 
und  die  Tangenten  der  Kurve  im  vielfachen  Punkt  werden 
durch  die  Gleichung  A*f7'  =  0  ausgedrückt. 

Zur  Bestimmung  der  Schnittpi^nkte  der  Geraden  XX' 
mit  der  Kurve  n''^''  Ordnung  wird  für  X'  als  einen  it  fachen 
Punkt  der  Kurve  identisch  in  der  Form  mit  der  für  U  als 
Funktion  vom  Grade  (n  —  h)  erhaltenen  w;  für  X'  als  fcfacb, 
X  als  7c  fach  vom  Grade  (li  — 7c  — Ä'), 

74,  Wir  untersuchen  nunmehr  die  Bedingungen,  unter 
welcten  durch  einen  einfachen  Punkt  xj  in  der  Kurve  eine 
Gerade  gezogen  werden  kann,  welche  die  Kurve  in  drei  mit 
x'  zusammenfallenden  Punkten  schneidet,  und  wollen  zunächst 
dabei  voraussetzen,  dass  die  betrachtete  Kurve  vielfache  Punkte 
nicht  enthalte. 

Wir  sahen  in  Art.  71,  dass  jeder  Punkt  in  einer  solchen 
Geraden  die  Bedingungen  AC'-^O,  A^77'  =  0  erfüllen  muss. 
Die    erste    derselben    drückt    aus,    dass   die    Gerade   mit   der 
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Reduktion,  der  Zahl  der  Inflesionspunkte  durch  vielfache  Punkte.  76,     75 

Tangente  der  Kurve  in  x'  identiech  sein  muss,  wie  es  auch 
sonst  eyident  ist;  dagegen  besagt  die  zweite,  daas  jeder  Punkt 
dieser  Geraden  die  Gleieliung  dea  Polarkegelschnitts  befriedigt. 
Es  muss  somit  der  Polarkegelsehnitt  A^  E/'  -=  0  in  diesem 
Falle'  die  Gerade  A  t/'  =  0  als  einen  Teil  enthalten  und  der 
Punkt  ^i  muss  also  einer  von  den  Punkten  sein,  deren  Polar- 
kegelacbnitte  in  zwei  gerade  Linien  degenerieren,  d.  h.  ein 
Punkt  der  Heaseschen  Kurve  (Art.  70).  Und  umgekehrt  ist 
jeder  Punkt,  welcher  zugleich  auf  der  Kurve  r/  =  0  und  ihrer 
Hesseschen  Kurve  liegt,  ein  Punkt,  darch  welchen  eine  Ge- 
rade mit  drei  in  ihm  vereinigten  Schnittpunkten  in  der  Kurve 
gezogen  werden  kann,  d.  h.  ein  Inflexionspunkt  derselben. 
Denn  der  Polarkegelschnitt  jedes  in  /7=0  gelegenen  Punktes 
berührt  diese  Kurve  in  ihm  und  wenn  der  Punkt  auch  auf 
der  Heaaeschen  Kurve  H  =  0  üegt,  so  dass  sein  Polarkegel- 
schnitt in  zwei  gerade  Linien  zerfällt,  so  muss  eine  dieser 
Geraden  die  Tangente  der  Kurve  in  x'  sein.  Jeder  Punkt 
in  dieser  Tangeute  genügt  dann  den  Bedingungen  ATI' =  0 
und  A*  ü'  =  0  zugleich.  Somit  sind  alle  die  Durchachnitts- 
punkte  der  Kurven  C/"-=0,  R  =  Q  Inflexionspunkte  in  ?7=0 
und  es  ergiebt  sich,  weil  -ff  vom  Grade  3(k  — 2)  ist,  dass 
eine  Kurve  n^'  Ordnung  im  allgemeinen  3w()i  — 2) 
Inflexionspunkte  hat.^^) 

Für  die  Tangenö-alkoordinaten  %,  iji  des  Art.  13  und  des  Beispiels 
in  Art.  69  gieht  die  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima  von  /"(i/i)  die 
InflesionEtaugenten  der  Kurve  x~f(''P)- 

75.  Die  Zahl  der  Inflexionspunkte  wird  aber  reduziert, 
wenn  die  Kurve  vielfeche  Punkte  hat.  Wir  haben  im  Art.  71 
I  jeder  Doppelpunkt  der  Kurve  ein  Punkt  der 
L  Kurve  ist,  müssen  aber  nun  des  näheren  zeigen, 
dass  er  eru  Doppelpunkt  in  ihr  ist,  und  allgemeiner,  dass  jeder 
vielfache  I\inkt  Ä"""  Ordnung  in  der  Kurve  ein  vielfacher 
Punkt  der  Ordnung  (S/c  — 4)  iu  der  Hesseschen  Kurve  ist. 
Man  beweist  dies  am  einfachsten,  indem  man  den  vielfachen 
Punkt  als  Fund  am  entalp  unkt  ji^  der  Koordinaten  wählt,  so 
dass  die  Gleichung  der  Kurve  die  Variabein  x^  und  aJg  nicht 
in  niedrigerem  als  dem  ^*™  Grade  enthalt.     Wir  untersuchen 
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den  Grad  der  in  x^  und  x^  niedrigsten  Glieder  der  zweiten 
Differential quotienten  und  finden,  dass  er  für  zwei  Differen- 
tiationen nach  X-i  oder  nach  x^  gleich  {h  — -  2),  für  eine  Differen- 
tiation nach  i»!  oder  x^  und  eine  nach  x^  gleich  {k  —  1)  und 
für  zwei  Differentiationen  nach  x^  gleich  k  ist,  d.  h,  der  Grad 
der  in  x^,  x^  niedrigst  potenzierten  Glieder  ist  in 

P"lU         f^S2,         C^33,      ^^3,         f^i3>         ^m 

respektive  gleich  Ä  — 2,   /c  — 2,   7c,       ^  —  1,  k—l,   h  —  2; 
es  ergiebt  sich  daher,  daas  der  Grad  der  in  x^^,  x^  niedrigsten 
Glieder  der  Hess  eschen  Determinante 

C'll  UnU^+2  ^2^  E^18  ^13  -  ^IX  ^./  -  U^2  ^IS'  --  f^38  ^n    =  ^ 

gleich  (3^  —  4)  sein  muss.  Es  ist  aber  ferner  au  bemerken, 
dass  jede  Tangente  der  Kurve  U=0  im  vielfachen  Pimkte 
auch  eine  Tangente  im  vielfachen  Punkte  an  7f=0  ist;  denn 
wenn  die  Gerade  x^^O  eine  Tangente  im  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  ist,  und  also  nach  Art,  40  die  Glieder  vom 
geringsten  Grade  in  «j  und  %  den  Faktor  x^  gemeinschaftlich 
haben,  so  ist  a;^  auch  ein  Faktor  in  den  niedrigsten  Gliedern 
aller  der  zweiten  Differentialquotienten,  in  welchen  keine 
Differentiation  nach  iCj  stattfindet,  d.  h.  in  üg^,  ü^^,  U^^^  damit 
aber  ist  x^  ein  Faktor  in  den  niedrigst  potenzierten  Gliedern 
der  Heasesehen  Determinante,  weil  jedes  Glied  ihrer  Ent- 
wicklung eines  dieser  drei  Differentiale  enthält. 

76.  Das  Vorige  setzt  uns  in  den  Stand,  den  Einfluss 
vielfacher  Punkte  in  i[7=0  auf  die  Zahl  der  Tnfl es ionsp unkte 
diesei-  Kurve  zu  ermitteln.  Ein' Doppelpimkt  in  E/  =  0  ist 
auch  ein  Doppelpunkt  in  i/=0  und  auch  seine  Tangenten 
sind  für  beide  Kurven  dieselben,  derselbe  zählt  also  für 
sechs  (vergL  Art.  42)  unter  den  Schnittpunkten  beider. 
Die  Zahr  der  vom  Doppelpunkt  verschiedenen  D  urch  Schnitts - 
punkte  der  Kurven  ü—0  und  i?  =  0  wird  somit  um  sechs 
Einheiten  vermindert,  und  es  wird  also  durch  ä  Doppelpunkte, 
welche  die  Kurve  m'^'  Ordnung  besitzt,  die  Zahl  ihrer  Infiexions- 
punkte  auf  3w(ra  — 2)  — 6d  gebracht. 

Und  wenn  (7=0  einen  vielfachen  Punkt  vom  Grade  /; 
hat,    so    ist   derselbe   (3Ä  — 4)fach   in   Z?  =  0  und   k   von    den 
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Untersuchung  des  Einflusses  einer  Spitze.  77.  77 

Tangenten  in  diesem  Punkte  sind  beiden  Kurven  gemein;  der 
vielfache  Punkt  zählt  somit  unter  den  Durchschnittspnnkten 
für  ^(3/s-4)  +  Ä  =  6.fÄ(fc-l)  Punkte,  und  da  wir  aus  Art.  70 
wissen,  dass  hierbei  ein  Äfaeher  Punkt  mit  |-ä(ä— 1)  Doppel- 
punkten äquivalent  ist,  so  können  wir  sagen,  dass  der  viel- 
fache Punkt  in  Bezug  auf  die  Kqduktion  der  Anzahl 
der  luflexionepunkte  ganz  dieselbe  Wirkung  hat,  wie 
die  äquivalente  Anzahl  von  Doppelpunkten. 

77.  Der  Fall  der  Spitze  erfordert  eine  besondere  Unter- 
suchung, Wenn  wir  sie  zum  Fundamentalpunkt  A^  der  Koor- 
dinaten und  a\=^0  als  die  entsprechende  Tangente  wählen,  so 
int  die  Gleichung  der  Kurve  von  der  Form 

aTi^^^-'-H  w'^'a;^''-^  . ..  =  0; 
die  niedrigsten  Glieder  in-  den  zweiten  Differentialquotienten 
sind  dann  von  den  Graden  0,   1,   2,  3,   1,  1  respektive;   sie 
sind  lüimlich 

ü^-{n-2)(n-S)x^'x,—; 
Z7j3=2(w-2)a;,v~S 


Der   Grad  der  niedrigsten   Glieder  in  der  Hesseschen  Deter- 
minante ist  daher  drei,  nämlich  der  Grad  der  Glieder 

^nU^^^&s  und  Däüf^is'; 
aber  jedes  dieser  Glieder  enthält  iCj^  als  einen  Faktor.  Die 
Spitze  der  Kurve  U=0  ist  somit  ein  dreifacher  Punkt  in 
der  Hesseschen  Kurve  und  zwei  der  bezüglichen  Tangenten 
fallen  mit  der  entsprechenden  KOckkehrtangente  zusammen. 
Insofern  nun  dieser  gemeinsame  Punkt  doppelt  in  der  einen 
und  dreifach  in  der  andern  Kurve  ist,  zählt  er  für  sechs  unter 
ihren  Schnitten  und  das  Zusammenfallen  zweier  der  bezüglichen 
Tangenten  beider  Kurven  fügt  die  zwei  nächstfolgenden  Punkte 
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ihrer  Äste   ala   gemeinschaftlich   den  vorigen  hinzn,  so   <!ass 
der  Punkt    für    acht    unter    den  Schnittpunkten  zählt. 
Hat    also    eine   Kurve   n^"'  Ordnung    8  Doppelpunkte  und    x 
Spitzen,  so  ist  die  Zahl  ihrer  Infi exionsp unkte  gleich 
äw(w-2)-6tf-8;£. 

78.  Die  etwas  schwierigere  Untersuchung  der  Bedingungeo 
der  Doppeltangenten  von  der  Gleichung  A  =  0  aus  verschieben 
wir  auf  später  und  begnügen  uns  für  jetzt  damit,  zu  zeigen, 
dasa  die  bisher  erhaltenen  Resultate  in  Verbindung  mit  der 
Theorie  der  Eeciprokai-Kurven  die  Zahl  der  Doppeltangenten 
einer  Kurve  #*''  Ordnung  indirekt  zu  bestimmen  erlauben. 

Dagegen  Hegt  es  nahe,  die  Gleichung  A  =  0  zur  Auf- 
stellung der  Gleichung  des  Systems  von  Tangenten  zu  benutzen, 
welche  von  einem  Punkte  x'  aus  an  die  Kurve  gehen  (vergl, 
„Kegelschnitte"  Art.  107,  326).  Weil  jeder  Punkt  in  einer 
aolchen  Tangente  die  Eigenschaft  hat,  dasa  die  ihn  mit  x! 
verbindende  Gerade  die  Kurve  in  zwei  aufeinander  folgenden 
Punkten  sehneidet,  so  dass  die  Gleichung  A  =  0  zwei  gleiche 
Wurzeln  hat,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  des  fraglichen 
Tangenten  Systems  durch  die  Vergleichung  der  Diskriminaate 
von  A  =  0  als  einer  binären  Form  in  X,  fi  mit  NuU.  Sei 
beispielsweise  P  =  0  vom  dritten  Grade,  so  dass  die  Gleichung 
A  =  0  die  Form  hat 

yi=  t/' + A  V  A  c/' + >i  fi^A  y + (I«  t/=  0, 

so   wird   —   mit   den  Abkürzungen  A  und  A'  für  AU  und 
A  ü'  die  fragliche  Gleichung 

{27UU"-i-4:A"-lSAA'V')ü^(A'^-iAÜ')A\ 
Da  Uf  A,  A!  respektive  vom  dritten,  zweiten  und  ersten  Grade 
in   den  x!   sind,   so  ist  diese  Gleichung  vom  sechsten  Grade 
und  zeigt,  dass   von  einem  Punkte  x'   an  die  Kurve  dritter 
Ordnung   (7=0  sechs  Tangenten  gehen,  wie  wir  wissen. 

Die  Form  der  Gleichung  zeigt,  dass  sie  einen  Ort  repräsen- 
tiert, der  U=0  in  denjenigen  Punkten  berührt,  wo  derselbe 
von  A  =  0  geschnitten  wird;  und  dass  die  anderen  Punkte, 
in  welchen  U^O  von  diesem  Orte  geschnitten  wird,  in  der 
Kurve  A'^—iAU'^O  liegen.    Dies  giebt  den  Satz:  Die  Be- 
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Daa  System  der  Tangenten  der  Kurve  aus  einem  Punkte.  79.  79 

rührungspuntte  der  sechs  Tangenten  einer  Kurve 
dritter  Ordnung,  die  von  irgend  einem  Punkt  aus- 
gehen, liegen  in  einem  Kegelschnitt  A  =  0  und  die  sechs 
Übrigen  Schnittpunkte  dieser  Tangenten  mit  der  Kurve 
sind  in  einem  andern  Kegelschnitt  A'^  — 4Ar/'-=0  ent- 
halten, der  mit  dem  vorigen  in  den  Punkten  A^-0, 
A'=-0  eine  doppelte  Berührung  hat. 

Wenn  der  Punkt  xl  in  der  Kurve  liegt,  so  ist  C/'  =  0, 
die  Gleichung  A  =  0  reduziert  sich  auf  yL^A'  +  >lj(A  +  fi^P=0, 
ihre  Diskrimiuante  liefert  also  als  Gleichung  des  Taugenten- 
büsehels  A*=-4A'P,  eine  Gleichung  vom  vierten  Grade  in 
den  Xi.  Durch  einen  Punkt  in  der  Kurve  dritter  Ordnung 
gehen  nur  vier  Tangenten  an  dieselbe,  die  ihm  selbst  ent- 
sprechende Tangente  zählt  für  zwei. 

79.  Ebenso  im  allgemeinen;  die  Diskriminante  von  A  oder 
(i''ü+(i"~-''lA  +  (t.''~"^/l^A^4-.--  ist  vom  Grade  j).(n— 1)  in 
den  Xi  und  (vergl.  „Vorlesungen"  Art,  68)  von  der  Form 
^£f-f  (A)*<(),  wenn  ip  die  Diskriminante  des  von  seinem  ersten 
Gliede  befreiten  A  ist.  Der  durch  sie  dargestellte  Ort  be- 
rührt daher  f/— 0  in  seinen  Schnittpunkten  mit  A=0,  wie 
■wir  aus  dem  früheren  wissen. 

Jede  der  w  (w  —  1)  Tangenten  schneidet  die  Kurve  in 
anderen  {n  —  2)  Punkten  und  die  Form  der  Diskrimiuante 
zeigt,  dass  diese  « («  —  1)  (w  —  2)  Punkte  in  einer  Kurve  gj  =  0 
von  der  Ordnung  (w  —  1)  (w  —  2)  liegen.  Endlich  ist  ff  selbst 
von  der  Form  Ä'A+  (A^)^'/'  und  man  erkennt,  dass  die  beiden 
Kurven  ip  —  0  und  ^  =  0  einander  in  den  Punkten  berühren, 
wo  die  erste  und  die  zweite  Polare  von  xl  sich  durchschneiden. 

Wenn  wir  A  in  der  Form 

A"?7'  +  A"->A'-|-... 
schreiben,  so  sehen  wir,  dass  die  Diskriminante  auch  in  der 
Form  7(;E7'+ (A')^q)  darstellbar  ist.  Ist  somit  x'  ein  Punkt 
der  Kurve,  also  ü'  =  0,  so  enthält  sie  den  Faktor  A'^  oder 
das  System  der  Tangenten  besteht  aus  der  zweifach  zählenden 
Tangente  in  xl  und  (n^~n  —  2)  andern  Tangenten,  die  durch 
ip  =  0  repräsentiert  sind.     In  derselben  Weise  ist  (p  selbst  von 
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der  Form  ^A'  +  (A'^^j;';  ist  also  der  Punkt  3;/  ein  Doppel- 
punkt und  somit  niclit  nur  ü'^0,  sondern  auch  A'  =  0,  so 
enthält  die  Funktion  {«.^—«  —  2)'^"  Grades  q>  den  Paktor  (A'^)^, 
d.  h,  unter  jenen  {n^  —  n  —  2)  Tangenten  sind  die  beiden  Tan- 
genten der  Kurve  im  Doppelpunkt  je  zweifacli  gezählt,  und 
daher  (tt^  —  n  —  6)  andere  durch  i(i  =  0  dargestellte  Tangenten. 
In  derselben  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  von  einem  Anfachen 
Punkte  n^—n  —  ]c{k+l)  Tangenten  an  die  Kurve  gehen.  Die 
vorher  gegebene  Theorie  von  dem  Emfluss  der  vielfachen 
Punkte  auf  die  Zahl  der  Tangenten  einer  Kurve  n^"''  Ordnung, 
die  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehen,  zeigt  auch,  daas 
die  DJskriminante  von  A,  welche  gleich  Null  gesetzt  diese 
n(n—  1)  Tangenten  repräsentiert,  ah  taktoren  enthalten  mnss 
das  Quadrat  der  linken  Seite  dei  Gleichung  jeder  Geraden, 
welche  den  Punkt  x'  mit  einem  Doppelpunkte  der  Kurve  ver- 
bindet, den  Kubus  etc.  jeder  Geraden  von  ihm  nach  einer 
Spitze,  die  sechste  Potenz  etc.  der  Geraden  von  ihm  nach 
einem  dreifachen  Punkte  etc. 


VI  Abschnitt. 
Eeciproke    Kupven. 

80.  Wir  wissen  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  382),  dasa 
die  Ordnung  der  reeiproken  Kurve  stets  mit  der  Klasse  der 
gegebenen  Kurve  übereinstimmt  und  umgekehrt;  es  ist  auch 
evident,  dass  einem  Doppelpunkt  in  einer  der  Kurven  eine 
Doppelt  an  gente  in  der  andern  und  einem  stationären  Punkt 
in  der  einen  eine  stationäre  Tangente  in  der  andern  Kurve 
entspricht;  allgemeiner:  einem  vielfachen  Punkte  vom  Grade 
k  eine  im  nämlichen  Grade  vielfache  Tangente  und  den  h  Be- 
rührungspunkten der  vielfachen  Tangente  die  /;  Tangenten  im 
vielfachen  Punkte,  so  dass  auch,  wenn  zwei  oder  mehrere 
der  letzten  zusammenfallen,  ebenso  viele  und  die  entsprechen- 
den der  ersten  es  thun. 

Und  wir  haben  gesehen,  dass  die  allgemeine  Gleichung 
in  Punktkoordinaten  eine  Kurve  darstellt,  die  keinen  doppelten 
Punkt   und    ebenso   keinen   höheren   vielfachen  Punkt   hat,   so 
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idingungen  erfüllt  werden;  d: 
die  von  dieser  allgemeinen  Gleiehui^  repräsentierte  Kurve 
doppelte  und  stationäre  Tangenten  besitzt,  In  der  That  werden 
die  Äbscissen  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  y  =  ax  +  'b 
mit  der  Kurve  durch  Substitution  des  Wertes  von  y  in  ihre 
Gleichung  erhalten  und  da  wir  zwei  Konstanten  a  und  h  zur 
Disposition  haben,  so  können  wir  dieselben  so  bestimmen, 
dass  die  resultierende  Gleichung  irgend  zwei  Bedingungen  er- 
füllt. Durch  die  Verfügung  über  eine  Konstante  würden  wir 
die  Erfüllung  einer  Bedingung  bewirken  können,  z.  B.  dass  die 
Gleichung  ein  Paar  gleiche  Wurzeln  habe.  Und  das  Problem, 
bei  gegebenem  a  die  Konstante  b  so  zu  bestimmen,  dass  die 
resultierende  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  haben,  ist  nichts 
anderes  als  das  Problem,  die  zu  y  =  ax  parallelen  Tangenten 
zu  ziehen.  Die  Verfügung  Über  beide  Konstanten  gestattet 
uns,  der  resultierenden  Gleichung  zwei  verschiedene  Paare 
gleicher  Wurzeln  oder  drei  gleiche  Wurzeln  zu  bedingen;  dies 
sind  die  Probleme  der  Doppeltaugenten  und  der  stationären 
Tangenten  oder  Infi exionsp unkte.  Die  doppelten  uud  die  statio- 
nären Tangenten  sind  so  als  die  gewöhnlichen  Singularitäten 
einer  Kurve  zu  betrachten,  die  durch  eine  Gleichung  in  Punkt- 
koordinaten ausgedrückt  ist;  alle  hohem  vielfachen  Tangenten 
und  alle  vielfachen  Punkte  sind  ausserordentliche  Singularitäten, 
welche  eine  solche  Kurve  nicht  besitzt,  so  lange  nicht  die 
Koefficienien  ihrer  Gleichung  besondere  Werte  haben. 

Ea  ist  vollkommen  umgekehrt  für  die  allgemeine  Glei- 
chung in  Linienkoordinaten;  die  durch  sie  lepiasentieite  Kurve 
hat  gewöhnlich  Doppelpunkte  und  stationaie  Punkte  oder 
Spitzen,  aber  keine  singulären  Taugenten  Es  sind  somit 
doppelte  und  stationäre  Punkte  emeiseitb  und  doppelte  und 
Btationäre  Tangenten  anderseits  glen-hmassi^  uutei  die  gewöhn- 
lichen Singularitäten  der  Kurven  im  lechuen,  wenn  eine  Kurve 
die  einen  besitzt,  so  enthält  ihie  lecipioke  Kurve  die  aaidern. 

81.  Wir  wollen  nun  die  Ordnung  einer  Kurve  durch  ft 
und  ihre  Klasse  durch  f,  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte  durch 
S  und  die  ihrer  Doppeltangenten  durch  t;,  die  ihrer  stationären 
Punkte  durch  x  und  die  ihrer  stationären  Tangenten  durch  i 
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bezeichnen,  so  dass  die  entsprach  enden  Zahlen  für  die  reeiproke 
Kurve  darcli  die  Vertauschung  von  (t  und  v,  S  und  t,  x  und 
t  erhalten  werden.  Wir  haben  in  den  Art.  67  und  77  die 
Werte  von  v  und  t  in  Funktion  von  fi,  d,  x  erhalten  und 
leiten  daraus  jetzt  mittelst  der  Eeciprokalknrve  die  Werte 
von  (i  und  k  in  Funktion  von  v,  r,  i  ab.  Aus  diesen  vier 
Gleichungen,  die,  wie  wir  nun  sehen  werden,  äquivalent  sind 
drei  unabhängigen  Gleichungen,  können  wir  den  Wert  von  t 
durch  II,  S,  X  und  den  von  S  durch  v,  t  und  (  ausdrücken. 
So  entstehen  Plöckera  sechs  Gleichungen: 

2)  t    =3fiä-6fi-6rf-8?£; 

3)  2T:  =  fi(fi-2)(ft=-9)-2(fi^-ji-6)(2c(+3K)  +  4tf(<J-l) 

+  12äx  +  9x{x-l); 

4)  fi    =v8_,,_2t-3i; 

5)  X    =3j'^-6i'-6r-8i; 

ü)  2d-i'(v-2)(i'ä-9)-2(r^— i'-6)(2t+3i)  +  4T(ir-l) 
+  12t(  +  9.(.--1). 
Wenn  wir  zwischen  den  Gleichungen  1)  und  2)  d  oder  zwischen 
4)  und  5)  T  ehminieren,  so  erhalten  wir  gleichmässig 

7)  .-,_3(.-rt, 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  diese  vier  Gleichungen  drei  un- 
abhängigen äquivalent  sind.     Man  kann  dies  auch  schreiben 

3ii  —  x  —  'dv  —  i.    und   3^+t  =  3i'  +  ;«. 
Die  Differenz  der  Gleichungen  1)  und  4)  giebt 

und  indem  man  i  —  x  durch  seinen  Wert  aus  7)  ersetzt,  folgt 

8)  2(z--i)-(,v-p)(v  +  p^9). 

Durch  Substitution  der  Werte  von  v  und  i  oder  von  fi  und 
X  in  die  letzte  Gleichung  erhält  man  die  Gieiehungeu  3)  und 
6).     Aus  7)  und  8)  respektive  1)  und  4)  erhalten  wir  auch 

9)  i(t((*  +  3)-d-2x  =  -Xi'  +  3)-r-2t; 

10)  ±{f,-l)(_i,^2)^S~x  =  i(v-l)(v-2)-T^^; 

11)  n^-2S-dx^v^-2T-3i,  =  !i.  +  v. 
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Das  ganze  System  iat  äquivalent  mit  den  Gleichungen,  ans 
irgend  dreien  der  sechs  Urössen  (i,  v,  d,  r,  x,  i  können  die 
drei  übrigen  berechnet  werden;  z.  B.  erhält  man  v  aus  ft,  ä,  x 
durch  1),  (  durch  2)  oder  leichter  durch  7),  r  durch  3)  oder 
leichter  durch  8).'^) 

Beispiel  1.  Aus  ft  =  6,  5  =  4,  n  =  6  folgt  nach  1)  r  =  4;  also 
(i,  —  ]is^2,  »  — fi  =  ~2  und  nach  5)  t  — k  =  G  oder  [  =  0;  r  +  ^i  — 9  =  1 
oder  T  —  Ä  =  —  1 ,  d.  h.  r  =  S. 

Beispiel  2.  Aus  3ft(fi^2)^6*+8«  iblgt  für  ^=0  K^f(i(^-S). 
Fat  (1  =  6  und  (1  =^  7  folgt  die  Maximalaahl  der  RückkeSirpuukte  gleich. 
9  und  13  respektive.  Da  hei  der  Masimalzahl  der  Spitzen  ein  anderer 
Doppelpunkt  nicht  existiert,  so  sind  solche  Kurven,  die  Fäile  fi  —  B 
und  /i  —  i  ausgenommen,  nicht  rational. 

82.  Weil  mit  einer  Kurve  auch  ihre  ßeciproke  gegeben 
ist,  so  müssen  beide  durch  gleichviele  Bedingungen  be- 
stimmt sein.  Die  Festsetzung,  dass  eine  Kurve  Ö  Doppel- 
punkte habe,  ist  aber  $  Bedingungen  äquivalent,  wie  am  ein- 
fachen Beispiel  des  Kegelsclinittes  erläutert  werden  kann,  der 
im  allgemeinen  durch  fünf  Bedingungen  bestimmt,  im  Falle 
eiües  Doppelpunktes  deren  nur  vier,  zwei  Punkte  etwa  in  jeder 
Geraden,  gestattet.  Ebenso  ist  die  Existenz  einer  Spitze  zwei 
Bedingungen  äquivalent.  Eine  Kurve  von  der  Ordnung  (i  mit 
S  Doppelpunkten  und  x  Spitzen  ist  somit  durch 

i[i{tt  +  5)-S-2x 
Bedingungen  bestimmt;  ihre  reciproke  aber  durch 

iv(v  +  S)^t-2r, 
die  Gleichheit  beider  Zahlen  besagt  die  Gleichung  9). 

Die  Gleichung  10)  zeigt,  dass  das  GesohJecht  oder 
der  Defekt  einer  Kurve  und  ihrer  reciproken  Kurve 
identisch  ist.  Wir  werden  sofort,  die  Erweite:^ung  dieses 
Satzes  auf  Kurven  in  eindeutiger  Korrespondenz^  zeigen.  Im 
folgenden  Kapitel  werden  wir  auch  die  Bedeutung  der  Glei- 
chung 11)  erkennen. 

Wenn  wir  mit  Cayley  «  aur  Abkürzung  für 
n^i  +  i^Sv  +  x 
gebrauchen,  so  erhalten  wir 
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d.  h.  alle  andern  Charaktere  sind  durch  ft  und  v  in  Verbindung 
mit  £f  ausdrückbar. 

83.  Die  Gleichheit  des  Geschlechts  für  eine  Kurve 
und  ihre  Heciprote  ist  ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  Ge- 
setzes von  der  Konstanz  desselben  für  Kurven,  welche 
sich  eindeutig  entsprechen,  d,  h,  wo  jedem  Punkte  und 
jeder  Tangente  der  einen  ein  Punkt  respektive  eine  Tangente 
(oder  umgekehrt)  der  andern  Kurve  entspricht.  Dasselbe  kann 
nach  dem  Vorhergehenden  auf  Grund  des  in  Art.  344  der 
„Kegelschnitte"  gegebenen  Princips  bewiesen  werden,  daas  in 
einem  Gebilde  erster  Stufe,  also  hier  in  einer  geraden  Punkfc- 
reihe  oder  in  einem  ebenen  Sti^ahlenbüschel,  wo  zwei  Reihen 
von  Elementen  sich  algebraisch  so  entsprechen,  dass  jedem 
Element  der  ersten  w  Elemente  der  zweiten  und  jedem  Element 
der  zweiten  m  Elemente  der  ersten  zugeordnet  sind,  {m-\-n) 
Elemente  existieren,  welche  mit  einem  ihrer  jedesmaligen  ent- 
sprechenden zusammenfallen. 

Es  seien  C„  und  C^'  zwei  einander  eindeutig  entsprechende 
Kurven  von  den  respektiven  Ordnungen  ^,  (*'  in  derselben 
Ebene  und  A,  A'  zwei  entsprechende  feste,  X,  X'  zwei  ent- 
sprechende bewegliche  Punkte  in  diesen  Kurven.  Dann  be- 
schreibt der  Durehschnittspunkt  der  Strahlen  AX^  A'X'  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  (ft  +  (*'  —  2),  wie  aus  dem  angezogenen 
Satze  sich  sofort  ergiebt,  wenn  man  die  Schnittpunkte  der 
Büschel  um  J^  A'  mit  einer  beliebigen  Geraden  betrachtet; 
in  dieser  Kurve  sind  A  und  A'  vielfache  Punkte  von  den 
Giaden  ((('  —  1')  und  {u.  1)  lespektive;  ihre  Rückkehrpunkte 
entsprechen  den  von  A  aus,  an  die  Kurve  Cf,  gehenden  Tan- 
genten und  ihre  von  A  ausgehenden  Tangenten  den  Rückkehr- 
punkten von  L  ,  so  diss  diL  S  imme  der  Anzahlen  der  von 
A  ausgehenden  Tangenten  f,  f*  und  der  Rückkehr  punkte  x,  x* 
für  die  eine  und  tür  die  audeie  Kurve  die  gleiche  sein  muss; 
ebenso  tui   4.',  die  Kuive  dei  Sühmitj unkte  und  0).:    Denn  wenn 
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die  G-erade  ÄX  die  Kurve  C^  berülirt,  so  berüfarb  sie  auch 
diesen  Ort;  wenn  sie  durcli  einen  Doppelpunkt  von  C^  geht, 
dem  ein  Doppelpunkt  oder  zwei  verschiedene  Punkte  in  C^'  ent- 
sprechen können,  so  geht  sie  auch  durch  einen  Doppelpunkt 
oder  durch  verschiedene  Punkte  des  Ortes,  und  ist  keinesfalls 
eine  gewöhnliche  Tangente  derselben;  wenn  sie  endlich  eine 
Spitze  von  f7^  enthält,  der  eine  Spitze  oder  ein  Paar  zusammen- 
fallender Punkte  in  Cy-  entsprechen,  so  geht  sie  auch  entweder 
durch  eine  Spitze  der  Ortskurve  odei  ist  eine  gewöhnliche 
Tangente  derselben.  Die  erste  Polare  des  eiufaclien  Punktes 
Ä  in  Bezug  auf  die  Kurve  C,<  sehneidet  diese  abei  in 

tt{(i  —  l)-2S-3x-2 
Punkten  der  Berühiung  imd  die  Summe  (t-^-x)  ist  also 

=  f(.((t-l)-2d-2x-2. 
Die  erste  Polare  von  Ä  in  Bezug  auf  die  Kurve  von  der  Ord- 
nung (ft  +  ft'  — 2J  hat  aber  in  A  selbst  einen  (ft' —  1)  fachen 
Punkt  mit  denselben  Tangenten  mit  dieser  und  in  A'  einen 
(ft  — 2)  fachen  Punkt;  sie  erzeugt  also  eine  nach  Art.  76  zu 
bestimmende  Zahl  von  Schnittpunkten,  nach  welchen  die  t* 
Tangenten  gehen  und  die  Summe  (t*  +  x*)  ist  gleich 
((i+(i'-2){(t  +  ^'-3)-ft'(fi'-l)-((t-l)(^~2)-2ö*-2K* 
Man  erhält  also  die  Gleichui^ 

(t(fi.^l)-2  5-23e-2  =  ((t  +  (t'-2)(^-|-f(.'-3)~f<.'(;t'-i) 
-(;i.-l)((i--2)-2d*-2K*; 
und  analog  für  die  Kurve  G^,'  die  andere 

(t'((i'-l)-2i5'-2jt'-2^(ft  +  fi'-2)l>-|-fi'-3)--j*(fi-l) 
-(fi'-l)(^'-2)-2ö*-2x*. 
Aus  beiden  folgt  aber  durch  Subtraktion 

2(d'  +  «'-tf-K)  =  (^'-l)(,i'-2)-(^-l)(ji-2), 
d.  h.  die  Übereinstimmung  des  Geschlechts  der  Kurven  C„,,  Gf,', 
welche  sich  eindeutig  entsprechen.'^*) 
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84.  Wenn  eine  Kurve  irgendwie  von  einem  einzigen  ver- 
änderlichen Parameter  abhängt,  so  dass  die  Reilie  seiner  Werte 
einer  Iteihe  von  Kurven  entspricht,  so  berühren  alle  diese 
Kurven  im  allgemeinen  eine  Kurve,  die  als  die  Enveloppe 
des  Systems  bezeichnet  wird.  Jede  Kurve'  desselben  wird  von 
der  nächstfolgenden  vom  Parameter  abhängenden  in  einer 
Gruppe  von  Punkten  geschnitten  und  der  Ort  dieser  Punkte 
ist  die  Enveloppe,  wie  dies  für  den  Fall  der  veränderiicheu 
Knrve  als  einer  Geraden  schon  bekannt  ist.  (Vergl.  „Kegel- 
schnitte" Art,  314  flg.) 

Die  Gleichung  der  Kurve  kann  entweder  einen  einzigen 
variabeln  Parameter  oder  sie  kann  deren  zwei  oder  mehrere 
enthalten,  welche  seihst  durch  eine  Gleichung  oder  durch 
mehrere  Gleichungen  mit  einander  verbunden  sind,  so  dass 
ein  einziger  Parameter  veränderlich  bleibt.  Beide  Fälle  sind 
nicht  wesentlich  verschieden,  aber  es  ist  oft  zweckmässig,  den 
zweiten  in  einer  besondern  Art  zu  behandeln,  nach  einer 
Methode  unbestimmter  Multiplikatoren,  die  wir  hier  entwickeln 
wollen.  Dieser  zweite  Fall  begegnet  am  häufigsten  in  der 
Form,  dass  die  Gleichung  der  Kurve  die  Koordinaten  eines 
veränderlichen,  jedoch  auf  eine  feste  Kurve  beschränkten  Punktes 
enthält  oder,  wie  man  sagt,  dass  die  Kurve  von  einem  in 
einer  parametrischen  Kurve  sieh  bewegenden  parametri- 
schen  Punkte  abhängt.  Es  ergab  sieh  z.  B.  (vergl.  „Kegel- 
schnitte" Art.  395),  dass  das  Problem,  die  Polarreciproke  einer 
gegebenen  Kurve  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  Xj^+x^^+x^'^O 
auszudrücken,  mit  dem  andern  identisch  ist,  die  Enveloppe 
der   Geraden   i^x^  +  ^^x^+^^Xg-^O   zu    bestimmen,    wenn   die 
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1;  der  Gfleicbimg  der  gegebenen  Kurve  genügen;  die  Gfleichuiig 
der  veränderlichen  Geraden  enthält  zwei  variable  Paramater 
liiifl,  Igilg,  welche  durch  die  Gleichung  der  gegebenen  Kurve 
mit  einander  verbunden  sind. 

85.  Die  Gleichung  der  Kurve  T=0  enthalte  zuerst  einen 
einzigen  veränderlichen  Parameter  t.  Wenn  wir  die  den  auf- 
einander folgenden  Werten  t,  t+dt  des  Parameters  entsprechen- 
den Kurven  durch  T^O  und  T^^^O  repräsentieren,  so  geben 
diese  Gleichungen  oder  das  Paar  2'=0,  r,— y^O  die  Koor- 
dinaten der  Durchschnittspunkte  der  beiden  aufeinander  folgen- 
den Kurven.     Wir  haben 

T,^T+dtT.dt+...  oAbv  T,^T=d,T.dt+... 
und  in  der  letzten  Gleichung  können,  weil  dt  unendlich  klein 
ist,  auf  der  rechten  Seite  alle  nach  dem  ersten  folgenden 
Glieder  vernachlässigt  werden.  Die  Gleichungen  T=0,  (^2'=0 
bestimmen  somit  eine  vom  Parameter  t  abhängige  Gruppe 
von  Punkten,  und  die  Elimination  von  t  zwischen  diesen  Glei- 
chungen liefert  daher  die  Gleichung  des  Ortes  aller  solcher 
Gruppen  von  Schnittpunkten  aufeinander  folgender  Kurven, 
d.  h.  die  Gleichung  der  Enveloppe. 

Es  ist  ein  wichtiger  besonderer  Fall,  wenn  die  Gleichung 
den  Parameter  t  rational  enthält;  wir  können  dann  ohne  Ver- 
lust an  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass  T  eine  ganze  und 
rationale  Punktion  von  t  sei,  und  das  soeben  beschriebene 
Verfahren  zur  Bildung  der  Gleichung  der  Enveloppe  kommt 
überein  mit  dem,  welches  zur  Bildung  der  Diskriminante  von 
T  als  Punktion  von  i  dient.  Wenn  also  a^i,  c,  ...  Punktionen 
der  Koordinaten  sind  und 

J'—at''+nbi^-'-  +  ^n(n-r)cf''-^+..., 
so  sind  die  Gleichungen  der  Enveloppe  für  die  am  häufigsten 
auftretenden  Fälle  «=^2,  «  =  3,  «  =  4  respektive  (vei^h  n^or- 
lesungen"  2.  Aufl.  Art.  119,  195,  207) 

2)  ac-h^  =  0; 

3)  a'd^+4ac^  +  4-h^d~6abcd--'di''c''^0; 

4)  {ae-Ud  +  3c'^^-21{ace  +  2bcd-ad'-b^e-c'>f  =  0l 
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wobei  zur  letzten  dieser  Gleiehimgen  bemerkt  sein  mag,  dass 
in  ihrer  entwickelten  Form  die  Glieder  mit  c''  und  mit  c^bd 
sich  aufheben,  so  dass  bei  der  Bestimmung  dea  Grades  dieser 
Gleichung  in  den  Koordinaten  aus  den  Graden,  in  welchen 
dieselben  in  a,  b,  ...  enthalten  sind,  die  Ordnung  der  Enve- 
loppe  niedriger  erhalten  werden  kann,  als  der  Grad  eines  jeden 
der  beiden  Teile  der  Gleichung. 

Wenn  wir  in  T  die  Koordinaten  eines  Punktes  a;/  ein- 
setzen, und  die  resultierende  Gleichung 

a'P'  +  nh'P'-'^  +  ...^0 
für  t  auflösen,  so  erhalten  wir  offenbar  n  Lösungen,  d.  h.  das 
System  der  durch  T^O  repräsentierten  Kurven  ist  von  solcher 
Art,  dass  durch  einen  beliebig  gewählten  festen  Punkt  n  der- 
selben hindurchgehen,  und  es  geht  aus  dem  Entwickelten  her- 
vor, dass  für  einen  in  der  Enveloppe  liegenden  festen  Punkt 
zwei  von  diesen  Kurven  zusammenfallen. 

Der  Fall,  wo  T  von  einem  parametrischen  Punkt  ab- 
hängt, ist  auf  den  eben  betrachteten  zurückfährbar,  wenn  die 
parametriache  Kurve  eine  Gerade,  ein  Kegelschnitt  oder  irgend 
eine  andere  Ünikursal- Kurve  ist;  denn  dann  können  nach 
Art.  44  die  Koordinaten  dea  parametrischen  Punktes  als  ratio- 
nale Funktionen  eines  Parameters  ausgedrückt  werden. 

Beispiel  1.  Man  bestimme  die  Enveloppe  von  ai"-f  öC-f  c  =  0 
mit  a,  b,  c  als  beliebigen  Funktionen  der  Koordinaten.  (Dies  letztere 
soll  för  a,b,  ...  auch  in  allen  folgenden  Beispielen  vorausgesetzt  sein.) 
Die  Kombination  der  Gleichung  mit  ihrem  Differential  nach  (  giebt 
nat"~''+ph'^(l,  (•tt—p)liti'  +  ne  =  (l;  durch  Elimination  von  t  erhalten  wir 

wo  das  Zeiclieii  -J-  ftir  ungerade  und  das  Zeichen  —  für  gerade  n.  au 
gebranchen  ist. 

Beispiel  2,  Man  soll  die  Enveloppe  von  «  cos''0-|-ii  3iii"e  =  c 
für  ö  als  den  veränderüchen  Parameter  bestimmen. 

Wir  haben  -■röe2'=-a  oos"-iösin  e-|-&  sin"-'ö  cos  e^o,  also 
tan  e  =  a"^^ :  &^^,      cos  e  =  ö"""-« :  V{ce^  +  ft"-^) , 

Durch  Substitution  dieser  "Werte  und  nachfolgende  Eeduktion  erhalten 
wir  die  Gleicliung  der  Enveloppe 
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Inslicsondere  ist  (vergl.  „Kegelsclmitte"  Art.  314)  die  Bnveioppe  von 

durch  a^+üi^=c*  gegebe».  Umgekelirt  kann  jede  Tangente  der  Kurve 
a^  +  j/M^c"  in  der  Form  'ccoa  "  O  +  ysia  "  e  =  c  ausgediuckt 
werden  mit  löceoa""«  j/  =  c«in."'9  als  EoDidmitPii  de«  Berührung^ 
puiiktes.  Dies  kann  auch  als  Beispiel  einer  Envelnppp  daigeifccllt 
werden,  welche  von  einem  jarametiischen  Pnnkt  in  emer  Unikurial 
Kurve  abhängt  Denn  wenn  wir  cob  8  =  a  siii  0  =  ß  setecn  Bo  smd 
a,  ß  die  Kooidinati,n  eines  m  dem  Kreise  ß'+ß°=l  liegenden  Punktes 
und  da  der  Krei  eine  Kuive  Tom  r  e schlecht  Null  ist  so  ktnnen 
diese  Eoordiiuten  in  Funktion  eine-j  Paran  etPis  rationil  lusgedi  uit 
werden.     So   können   wir,   wenn  f  =  c08Ö  +  isine   ist,   tur  a  oder  cos» 

setzen  ^Ci  +  —J  und  für  ß  oder  sine  ebenso  ^O  —  j}  ^""^  die  Gleichung 
7,.  B.  aa+bß^e  wird 

(a-&i)f^-2ct  +  (»+&J)  =  0, 
als  deren  Bnveloppe  sich  wie  vorher  ergiebt 

(a  +  bi){a-bi)-c^   d.h.  a^+b^  =  e\ 
Wenn  die  Einiulirung  der  imaginären  Einheit  vermieden  werden  soll, 
so  setzt  man  tan^e  =  f  und  drückt  {„Kegelschnitte"  Art.  314)  cos  ö, 
sin  9  rational  in  Funktion  (  aus 
Beispiel  3,     &ei  die  Kuive 

Wir  setzen  (  =  cose  +  iBinö  und  erhalten 

(a-bi)t*+{c-di)t'+2et'  +  (c  +  di)t+{a  +  bij  =  0. 
Wenn   wir   auf  diese  Gleichung  die  oben  gegebene  Form  der  Diskrimi- 
nante  der  biquadratischen  Gleichung  mit  Binomialkoeffloienten  anwenden, 
ao  erbalten  wir 

-27J-i-(o'+&')e  +  i(c=  +  ^=)e--|-ci(c'-dä^--^öcÄ-^je=P, 
oder  mit  Beseitigung  der  Brüche 

=  ^72(n=+&ä)e+9(e'^-d=)e-27o(c^-d0-54&c(^-8eM^ 
wobei   anzumerken  nützlieb  ist,   dasa   der  entwickelte  Ausdruck  weder 
e*  noch  {e''  +  d^)e'  enthält. 
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Beispiel  4.  Bin  andres  Beiapiel  ist  die  Enveloppe  der  Geraden 
in  einem.  Kegelschnitt,  die  den  Oakulationepuntt  mit  dem  andern  Sohnitt- 
punkt  des  Krümnmngskreises  yerbindet,     „Eegelschnitte"  Art.  239,  a 

gieht  für  diese  Gerade  die  Gleichung  —  cos  k  —  ■;- siim  =  cos  Sa;  also 
aus  Beispiel 3  för  c  =  ^ ,  '^=1'  "  =  — 1-  6  =  0,  C=0  die  Gleichung  der 

Es  ist  eine  Kurve  sechster  Ordnung-  mit  tibi  SpitzPn  m  x  ^  a\/^ , 
y  —  iyi  und  sechs  andern  Doppelpunkten  dihei  auch  'lechstpr  Klasse 
mit  vier  Inflexionen  nnd  sechs  Doppeitang-enten 

Beispiel  6.  Man  entwickele  die  Gleichung  der  Parallelkuive  eines 
Kegelschnitts,  d.  h.  des  Ortes  der  Endpunkte  tob  gleichen  in  den  Nor- 
malen des  Kegelschnitts  von  ihren  Pia sspunkten  aus  abgetragenen  Stöcken  r. 
Wir  haben  („Kegelschnitte"  Art.  348,  2)  diese  Kurve  als  den  Ort  des 
Mittelpunktes  eines  Kreises  von  konstantem  Radius  betrachtet,  der  den 
Kegelschnitt  stets  berührt,  sie  kaan  aber  offenbar  auch  als  die  Enveloppe 
eines  Kreises  von  konstantem  Eadius  betrachtet  werden,  dessen  Centrum 
den  Kegelschnitt  beschreibt.    Wir  haben  dann  die  Enveloppe  von 

EU  bestimmen,  wo  der  parametrische  Punkt  a,  ß  den  Kegelschnitt  durch- 
läuft und,  weil  der  Kegelschnitt  eine  TJnikursalkurve  ist,  so  kommt  dies 

auf  den  diskutierten  Fall  zurück.    Sei  ^r  +  p"  ^  ^  ^^^  Kegelschnitt  nnd 

setzen  wir  a  cos  9  und  Ö  sin  ö  für  a  und  ß,  so  erhalten  wir  aus 

den  Ausdmck 

(aä-&ä)cos3  9-4aa!cose-463/sine-|-2(a;^-^-y')-l-a^^-F-S»■^ 
der  in  der  allgemeineren  Form  des  vorletaten  Beispiels  mit  inbegi-iffbn 
ist.     Von  da  ans  erhalten  wir  ein  Resultat,  welches  sich  entwickelt  mit 
dein  a.  a.  0.  gegebenen  identisch  erweist. 

86.  Wir  wollen  den  tesondern  Fall  etwas  naher  unter- 
suchen, wo  r  in  i  algebraisch  und  vom  ersten  Grade  in  den 
Koordinaten  ist,  so  dass  es  gleich  Null  gesetzt  eine  gerade 
Linie  darstellt,  d,  h.  wir  untersuchen  die  Enveloppe  von 

für  a,  b,  ...  als  lineare  Funktionen  der  Koordinaten.* 
Dann  ist  die  Enveloppe  oifeiibar  eine  Kurve  n^"''  Klasse,  weil 

*  Bringt  man  T=  0  auf  die  Normalform  der  Gleichung  der  Geraden 
(„Kegelschnitte"  Art.  34)  T*=0,  w  gieht  die  Differentiation  derselben 
die  Normale  im  entsprechenden  Punkt  der  Enveloppe. 
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Enyeloppefür  Tals  lineare  Funktion  der  Koordinaten.  86.  91 

nach  Art.  85  durch  einen  hehebigen  Punkt  n  Tangenten  der- 
selben gehen;  und  die  Ordnungszahl  der  Enveloppe  ist  2(n—  1), 
weil  die  Diekriminante  von  at'^  +  ...  —  0  vom  Grade  2(n—l) 
ia  den  Koefficienten  a,  h, ...  ist  („Vorlesungen"  2.  Aufl.  Art.  105), 
die  ihrerseits  die  Koordinaten  linear  enthalten.  Man  kann  über- 
dies zwei  andere  Charaktere  der  Enveloppe  leicht  bestimmen. 
Zuerst,  sie  hat  im  allgemeinen  keine  Inflexionspunkte;  denn 
in  einem  Infiesionspunkt  fallen  zwei  aufeinander  folgende  Tangen- 
ten zusammen,  d.  h.  T=  0  und  diT=  0  müssen  dieselbe  Gerade 
repräsentieren;  dies  aber,  weil  es  die  Übereinstimmung  der  Kon- 
stanten ihrer  Gleichungen  erfordert,  also  für  lineare  Gleichungen 
zwei  Bedingungen  giebt,  kann  im  allgemeinen  nicht  durch 
die  Wahl  des  einzigen  verfügbaren  Parameters  (  erreicht  werden. 
Die  Zahl  der  Spitzen  der  Enveloppe  ist  3(m  — 2).  Die 
Spitze  ist  als  die  der  Inflexionstangente  reeiproke  Singularität 
der  Schnittpunkt  von  drei  a.ufeinander  folgenden  Tangenten; 
für  eine  Spitze  werden  also  die  Gleichungen 
2'=0,  d^T^O,  di^T^O 
zugleich  erfällt  sein,  oder  durch  leichte  Reduktion 
yii  =  a(™-H(M-2)&f-s4-f  (w -2)  {«-3)c^— '+,..- 0, 
2'i2  =  &?—=+(«-2)c^-^  +  |(w-2)(m~3)(?("-*+...  =  0, 
r^g  =  cf-ä-{-(«-2)(?i'-^-)-|-(K^2)(n-3)ef-*-i-...  =  0; 
wo  T-ii,  T^2i  ^S2  ^^^  <l'"6i  zweiten  Differentiale  der  durch  Ein- 
führung einer  zweiten  Variabein  homogen  gemachten  Funktion 
T  sind.  Wenn  wir  zwischen  diesen  Gleichungen  x  imd  y  eli- 
minieren, welche  linear  in  dieselben  eingehen,  so  ist  die  re- 
sultierende Gleichung  in  t  vom  Grade  3  (w  —  2)  und  giebt  also 
ebenso  viel  Lösungen.   In  der  That,  wemi  wir  T  in  die  Form 

setzen,  in  welcher  V\  F,  W  nur  t  und  Konstanten  enthalten, 
so  giebt  die  Determinante 

Uli,     f\i,     T^ii 

^n,     ^18,     f^s      -0 

Dia,     F^g,      TTis 
die  den  3(w  — 2)  Spitzen  entsprechenden  Werte  von  t. 

Die  Bestimmung   der   Zahl   der  Doppelpunkte   in   der 
Enveloppe  kommt  auf  die  Bestimmung  der  Ordnung  des  Systems 
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YOnBediügnagen  hinaus,  unter  weleiien  T— 0  zwei  verschiedene 
Paare  von  gleichen  Wurzeln  hat^*),  und  das  Problem  der  Be- 
stimmung der  Anzahl  von  Doppeltangeuten  der  Enveloppe 
ist  daa  von  der  Bestimmung  der  Ordnung  des  Systems  von 
Bedingungen,  unter  welchen  T=  0  für  verschiedene  Werte  von 
t  dieselbe  Gerade  repräsentiert;  oder  mit  andern  Worten  der 
Zahl  von  Arten,  in  welchen  es  möglich  ist,  ein  Paar  Werte 
t',  i!'  von  t  so  zu  bestimmen,  daas  die  Verhältnisgleichheit 

stattfindet.  Es  ist  ither  nicht  nötig,  die  Untersuchung  dieser 
Probleme  hier  zu  geben,  weil  wir  durch  die  Plückerschen 
Gleichungen  aus  den  schon  gefundenen  Charakteren  S  und  t 
bestimmen  können;  mit  2(w  — 1)  und  n  für  (t  und  v  und  mit 
t  =  0  finden  wir 

^  =  3(k-2), 

t  =  -|-(«-1)(m-2). 
87.  Wir  betrachten  nun  den  Fall,  in  welchem  die  Glei- 
chung h  Parameter  enthält,  die  durch  (/c— 1)  Gleichungen 
mit  einander  verbunden  sind.  Um  die  Ideen  zu  ftsieren, 
nehmen  wir  an,  dass  die  Gleichung  TJ=0  die  durch  die  zwei 
Gleichungen  F=0,  W=0  verbundenen  Parameter  «,  ß,  y 
enthalte.  Wir  können  dann  (3,  y  ala  Punktionen  von  a  be- 
trachten, die  durch  die  beiden  Gleiehimgen  F=0,  W=0  be- 
stimmt sind.  Das  Verfahren  zur  Bestimmimg  der  Enveloppe 
in  seiner  ursprünglichen  Form  besteht  dann  in  der  EUmina- 
tion  von  a  zwischen  den  gegebenen  Gleichungen  und 

dU     dUdß     dUdy^^ 

da      dß  da      dy  da 

Es  sind  darin  ™,  -^  Punktionen  von  a,  die  aus 
da    da 

da       dß    da     dy    da        ' 
dW    dWdß     dWäy^ 
da  '^  dß    da'^  dy    da 
bestimmt  sind.     Diese  drei  Gleiehimgen  liefern 
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dB      äU      dU 

V- 

da   '    dß  '     dr 
dV      dV      dV 
dtt  '     dß  '     dy 
äW     dW     dW 

-0 

dlT'    Iß'    jy  j 
und- das  Endresultat  wird  durch  Elimination  Ton  «,  ß 

y  zwi- 

sollen    U-0,    r-0,    W-0,  V-O   erhalten. 

Aber 

V-0 

ist  offenbar  aucli  das  Resultat  der  Elimination 

von  ;l, 

|i  zwi- 

sehen  den  Gleichungen 

äU  ,   ,dr  ,      äW 

dß   '     dß   '  ^  dß 

äü       dV       ^"^f-f 

dy         dy  dy         ' 

so  <iass  das  Resultat  aucli  dureli  die  Elimination  von  «,  ß,  y, 
l,  (L  zwischen  diesen  letzten  drei  Gleiehungen  und  den  ur- 
sprilnglich  gegebenen  erhalten  werden  kann.  Dies  ist  die 
Methode  der  unbestimmten  Multiplikatoren,  aufweiche 
in  Art,  84  hingedeutet  ist. 

88.  Von  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  wo  Um  (h+l)  Para- 
metern homogen  iat,  welche  durch  (ifc— 1)  homogene  Glei- 
chungen verbunden  sind.  Er  ist  in  Wahrheit  mit  dem  Vorigen 
gleichbedeutend,  weil  die  (Ä+1)  Parameter  durch  die  Ver- 
hältnisse ersetzt  werden  können,  welche  Ic  von  ihnen  mit  öem 
(fc  +  1)*^"  bilden.  Aber  es  ist  symmetrischer,  die  sämtlichen 
Qe  +  l)  Gleiehungen  zu  benutzen,  welche  die  Methode  der 
unbestimmten  Multiplikatoren  liefert  und  die  infolge  des  Satzes 
von  den  homogenen  Funktionen  durch  eine  Relation  verbunden 
sind,  die  sie  auf  h  Gleichungen  reduziert.  Ist  also  z.  B.  U 
in  K,  ß,  y,  den  Koordinaten  des  parametrischen  Punktes  in 
der  Kurve  1^=0,  homogen,  so  giebt  die  Methode  der  un- 
bestimmten MultipSikatoren  zu  den  beiden  Original  gl  eichmigen 
die  drei  neuen 

f+.f^o,    f+i'^i^^o,    f+>.'/-o. 

da  da         ^     dß         dß         '     dy         dy 
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Äter  die  letzten  drei  sind  zweien  Gleicliuagen  äquivalent, 
■weil  sie  mit  a,  ß^  y  respektive  multipliziert  die  Gleichung 
mJ7+AwF=0  hervorbringen,  die  aus  den  Gleichungen  f/^=0, 
F=0  hervorgeht.  Wir  haben  somit  vier  Gleichungen,  aus 
welchen  wir  infolge  ihrer  Homogenität  die  vier  Grössen  k, 
/i,  y,  l  eliminieren  und  so  die  Gleichung  der  Enveloppe  bilden 
können. 

Beispiel.    Die  Enveloppe  von 

U^.{A  «)-  +  {B  ffl"  +  ifiyr  =  0 
soll  unter  der  Voraussotzimg  bestimmt  werden,  daas  a,  ß,  y  durcli  die 
Belation 

F=(««)"  +  (6ß)-  +  (<!y)''  =  0 
verbunden  sind. 

Die  Methode  der  nnbeslinrmten  Multiplikatoren  giebt 

^  O  j,m-!  ^.  1  m  C"  y"-'-=  0; 
man  orWilt  also  mit  der  Bezeichnung  — =  — ft-»-" 

A.-,{'j^:  Bf.,Q"  oy^-^ig- 

und  durch  Substitution  in   TJ  die  GJeichmig  der  Eüveloppe 

89.  Cayley  hat  den  Fall  einer  Kurve  D"=0  betrachtet, 
deren  Gleichung  zwei  oder  mehrere  unabhängige  Parameter 
enthä,It.  Sind  z.  B.  «,  ß  die  beiden  Parameter,  so  erhalten 
wir  aus  den  Gleichungen 

;,=  0,    f  =  0,    ^f  =  0 
^     da  '     d/5 

durch  Elimination   von   k,   ß   die  Gleichung  einer  Enveloppe. 

Wir  bemerken  aber,  dass  wir  aus  denselben  Gleichungen  die 

Koordinaten  x,  y  eliminieren  können  und  dass  dieselben  also 

eine  Relation  zwischen  den  Parametern  tp  {cc^ß)^f)  implicite 

enthalten.    Dies  bestimmt  in  dem  zweifach  unendlichen  System 

von  Kurven  Z7=-0  ein  einfach  unendliches  System,  für  welches 

die   Parameter   dieser   Bedingungsgleichung    gentigen.     Wenn 

wir  irgend  eine  Kurve  des  zweifachen  Systems  und  die  nächst- 


y  Google 


Eaveloppe  eines  Systems  TOnKurven;  iilsOrtundEnveloppe.  90.      95 

folgende,  den  Nachbarwerten  «  +  (7«,  ß-^dß  der  Parameter 
entsprechende  Kurve  betrachten,  so  schneiden  sich  beide  in 
einer  Gruppe  von  Punkten,  welche  im  allgemeinen  von  dem 
Verhältnis  dß  :  da  der  Wachstümer  der  Parameter  abhängig 
sind;  gehört  aber  die  Kurve  zu  dem  einfachen  System,  so  ist 
die  Gruppe  dieser  Punkte  von  dem  fragUchen  Verhältnis  un- 
abhängig. Die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  genügen  den 
Gleichungen  >-  ,. 

!7_0,    ",---0,    fi'-O 

und  also  auch  der  Gleichung 

dÜ  dJJ 

da  dß 

für  jeden  Wert  des  Verhältnisses  dßida.  So  erkennen  wir, 
dass  eine  Kurve  des  einfachen  Systems  durch  jede  folgende 
Kurve  des  doppelten  Systems  in  der  nä,mlichen  Gruppe  von 
Punkten  geschnitten  wird  imd  dass  der  Ort  dieser  Punkte  die 
Enveloppe  liefert.  In  dem  Fall  eines  einfachen  Parameters 
ist  die  Enveloppe  der  Ort  einer  Gruppe  von  Punkten  in  jeder 
Kurve  des  Systems  und  mag  als  eine  allgemeine  Enveloppe 
bezeichnet  werden;  im  Fall  zweier  Parameter  ist  die  Enveloppe 
der  Ort  einer  Gruppe  von  Punkten,  die  nicht  in  jeder  Kurve 
des  Systems,  sondern  nur  in  den  Kurven  des  einfachen  Systems 
liegen,  für  wekhea  die  Paiameter  der  Gleichung  9i(k, /3)  =  0 
genügen,  und  sie  mag  eine  specielle  Enveloppe  heissen.  Die 
nämliche  Theoiie  ist  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Zahl  von 
Parametern  aiiwendhai  und  es  giebt  immer  ein  resultierendes 
einfaches  System  von  Kuiven. 

90.  Oayley  hat  auch  eine  Schwierigkeit  erklärt,  der 
man  in  der  in  Art.  84  flg.  vorgetragenen  Theorie  der  Enve- 
loppen  begegnet,  indem  man  der  Auffassung  der  Enveloppe 
als  Ort  der  Durchschnitte  benachbarter  Kurven  des  Systems 
die  andere  zur  Seite  stellt,  wonach  sie  aufgefasst  werden  kann 
als  Enveloppe  der  gemeinsamen  Tangenten  dieser  benachbarten 
Kurven;  in  der  That  ist  ja  jede  dieser  gemeinsamen  Tangenten 
Tangente  der  Enveloppe  in  einem  gemeinsamen  Punkt  der- 
selben zwei  Kurven. 
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Wenn  aber  die  ye  ran  der  liehe  Kurve  yon  der  Ordnung  n 
und  der  Klaase  v  ist,  so  ist  die  Zahl  der  gemeinsamen  Punlfte 
(t^  und  die  der  gemeinsamen  Tangenten  w^,  während  doch  jene 
und  diese  paarweis  zusammen  gehören  sollen,  verbunden  durch 
die  Enveloppe.  Die  Erklärung  hängt  an  den  Singularitäten 
der  veränderlichen  Kurve.  Nehmen  wir  an,  sie  habe  ä  Doppel- 
punkte, X  Spitzen,  r  Doppeltangenfcen  imd  t  Inflexionen,  so 
schneidet  sie  die  nächstbenaehbarte  Kurve  in  zwei  benach- 
barten Punkten  in  jedem  Doppelpunkt  und  in  dreien  in  jeder 
Spitze,  so  dass  2ö-\-3x  solche  Schnittpunkte  und  ausserdem 
ft^  — 2ö  — 3»  andere  existieren;  und  reciprok  hat  die  Kurve 
in  jeder  Doppeltangente  zwei  und  in  jeder  InÜexionstangente 
drei  benachbarte  Tangenten  mit  dieser  Nachbarturve  gemein, 
so  dass  ausser  solchen  2T  +  3t  noch  v^~2t  — 3t  andere  ge- 
meinsame Tangenten  der  benachbarten  Kurven  vorhanden  sind. 
Wir  sahen  in  Art.  82,  dass  in  der  That 

f(^  — 25  — 3x  =  1/^—21 -3(  =  (*  +  v 

ist.  Jeder  der  ft^  — 2 (J  —  3x  Punkte  ist  nicht  ein  Berührungs- 
punkt, sondern  ein  gewohnlicher  Schnittpunkt  der  beiden  Kur- 
ven, hat  aber  eine  der  w*  — 2t  — 3t  gemeinsamen  Tangenten 
derselben  zugeordnet  gemein,  so  dass  die  Enveloppe  gleichzeitig 
der  Ott  der  Systeme  von  ft^  — 2Ä—  3)c  oder  von  fi  +  v  Punkten 
und  die  Enveloppe  der  Systeme  von  t^  — 2i:  — 3i  oder  von 
{i-'rv  Tangenten  ist. 

Die  vollständige  Enveloppe  der  veränderlichen  Curve  be- 
steht hiernach  aus  der  eben  näher  erklärten  eigentlichen  Enve- 
loppe, aus  dem  zweifach  zahlenden  Ort  der  Doppelpunkte, 
dem  dreifach  zählenden  Ort  der  Spitzen,  der  zweifach  zählen- 
den Enveloppe  der  Doppeltangenten  und  der  dreifach  zählen- 
den Enveloppe  der  Inflexionstangenten  derselben.  Wir  be- 
merken, daas  im  vorigen  die  Zahlen  (t,  v,  S^  x,  t,  t  von  der 
dem  allgemeinen  Wert  des  veränd erheben  Parameters  ent- 
sprechenden Kurve  gelten;  für  specielle  Werte  des  Parameters 
kann  die  veränderHche  Kurve  Punkt-  oder  Tangenten-Sin- 
gularitäten erhalten  oder  verlieren,  so  dass  jene  Zahlen  sieb 
ändern. 
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91.  Reciprokalkurven.  Es  sei  verlangt,  die  Enveloppe 
einer  Geraden 

zu  böatimmen,  wenn  die  §,-  durch  eine  Relation  £  =  0  ver- 
bunden sind,  mit  andern  Worten,  aus  der  Grleiehung  Z^O 
einer  Kurve  in  Linieiikoordinaten  ku  ihrer  Gleichung  in  Punkt- 
koordinaten überzugehen.  Die  Methode  des  Art.  88  zeigt, 
dass  wir  von  den  Gleichungen 

durch  Kombination  derselben  mit 

¥  +  -1^1  =  0,      ^+Xx,  =  0,      ^  +  A^3  =  0 
«Si  «Sä  «63 

und  durch  Elimination  von  l^,  S21  S.i)  ^  zwischen  diesen  Glei- 
chungen das  Resultat  erhalten. 

Die  Lösung  des  reciproken  Problems,  von  der  Gleichung 
der  Kurve  in  Punktkoordinaten  jS  =  0  zur  Gleichung  in  Linieu- 
koordinaten  überzugehen,  hängt  von  einer  ganz  analogen  Eli- 
mination ab,  nämlich  von  der  Elimination  von  x^,  x^,  x^  und 
2.  zwischen  S'=0,  i^Xj^-\-^2^s'^^2^s  —  ^  i™*^ 

dx^         ^       '     äx^       ^       '      dx^         ■*        ' 
man   gelangt   zu    diesem  System   von  Gleichungen   auch   un- 
mittelbar aus  der  Betrachtung,  dass  die  Identität  der  Geraden 
l^a^j -|- ...  =  0    mit   der   Tangente    der   Kurve   im   Punkte   Xi 
nach   der   wohlbekannten   Form   der  Gleichung   der  Tangente 

(Art.  64)   die   Proportionalität   der   g,-   zu   den  -^   respektive 

erfordert.  Wir  haben  (Art.  84  und  „Kegelschnitte"  Art.  395) 
auch  erwähnt,  dass  das  Problem,  von  der  Gleichung  einer 
Kurve  in  Punktkoordinaten  zur  Gleichung  derselben  in  Linien- 
koordinaten überzugehen,  mit  dem  Problem  übereinstimmt, 
die  Gleichung  der  Reciprokalkurve  derselben  in  Bezug  auf 
die  Kurve  «weiten  Grades  a^i^+a^^-l-V"^^)  bu  bilden.^") 
Beispiel.     Die  Gleichung  von 

(a,  (E,)'"  +  («a  x^)"  +  (a,  %)""  ^  0 
in  Linieyikooriäijiaten  abzuleiten.     Wir  hiibeii  in  diesem  falle 
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(«,«!,)— +  i  J-0,     (o.äiJ-^'  +  r',  f^' 


(",«.)— 


_  1  I,  _ 


(Sr  ■-©"■+©"'-■ 


92.  Die  soeben  angezeigte  Methode  zur  Aufateilung  der 
GJeichung  der  Reciprokal kurve  iat  in  der  Praxis  zumeist  nicht 
die  zweckmäsaigste;  die  folgende  scheint  in  der  Mehrzahl  der 
Fälle  den  Vorzug  zu  verdienen.  Sei  die  Gleichung  der  Kurve 
in  der  Form 

utf)  +  jj'"-»  Xg  +  »(«-')  a:/  +  . . .  =  0 
gegeben,  so  können  wir  x^  mittelst  der  Gleichung 

eliminieren  und  erhalten 

eine  in  den  Veränderlichen  x^,  x^  homogene  Uleichung;  die 
gleich  Null  gesetzte  Diskriminante  dieser  Gleichung  als  einer 
binären  Form  giebt  die  Gleichung  der  Reeiprokalkurve,  mitr 
dem  Faktor  g^"*"— 1>  multipliziert. 

So  erhält  man  z.  B.  für  die  Gleichung 
Xj^  -\-  x/  +  x^^  +  ß  mXj  x.^x^  =  0 
durch  Elimination  von  x^  zunächst 

{^^x^  +  ^^x^y  +  Qmx^x,^,^(i^x^  +  %x,)^-mx,^  +  x,')  =  0, 
oder 

(i,'-V,  i,'i,+  2mi,i,',  i,i,'+!!mi,i,',  |,»-i,»Ja-„a:,)»_0*, 
deren  Diskriminante  durch  Ig''  dividiert  die  Gleichung  der 
Reciprokalkurve  oder  die  Gleichung  der  Kurve  in  Linienkoor- 
dioaten  lieferi: 


*   Wii'  braucten   die  ReKciohnHng  {a,  b,  ,  .  .\.x,  y}"  fi'ir  die  binäre 
Form  mit  BinomialkoefCoienten 

oa^ +  ra6iE»--' »/ +  i«  (»- 1)  ca;--' y"  + . .. 
und  beiialteii   die  andere   (o,  6,...fe,  i/)"  Mc  die  olme  Biiiomialkueffi- 
oienten  geschriebetie  form  {vergi.  „Vorlnamigen "  Art.  61,  104). 
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li^  +  k'  +  k'  ~  (2  +  32m=)  (1/  k'  +  k'  k'  +  k'  §/) 

Auf  demselben  Wege  können  die  Limenkoordinatengleicbungeii 
der  durch  die  allgemeine  GEleicbung  in  Punktkoordinaten  dar- 
gestellten Kurven  dritter  und  vierter  Ordnung  gebildet  werden, 
die  vpir  später  mitteilen, 

93.  Ein  Hauptvorzug  der  zuletzt  gegebenen  Methode  be- 
steht darin,  dass  sie  uns  gestattet,  die  Gleichung  der  Reci- 
prokalkurve  in  der  symbolischen  Form  darzustellen,  welche 
in  der  XIV.  der  ,j Vorlesungen"  erklärt  ist.  Wenn  die  ter- 
näre  Form  durch  Elimination  von  x^,  mittelst  der  Gleichung 
li%+...  =  0,  auf  eine  binäre  reduziert  ist,  so  gelten  fttr  die 
Diiferentiale  der  binaren  Form  nach  %  und  x^  die  Regeln 

d         d         Ijrf  ^     ^^         fe*^ 

rfaij      dx^      I3  dx^       dx^     dx^      |g  dx^ 

Wenu  wir  aber  diese  Regeln  auf  das  SyraboJ  (12)  anwenden, 
durch  welches 

d       d  d       d 

d~xj'^  dxj'^  ~  d^>  d^'> 
repräsentiert  wird,  so  wird  dies  in 

i_  I     /d d d__  d       \ 

£3  i  ^'  \dx2^'>  d^3<^     dx^i^^  dx^'y 

,^(d       d  d       d      \         /d d ^ d \\ 

■""  ^^  \dx^'>  rf^  ~  d^->  dx^-^y  ■'"  ^^  U^i*"  äx^^^'  «^%*"  t^Äa^'V  I 
übergeführt;  oder  das  auf  die  binäre  Form  angewandte  Sym- 
boS  weicht  nur  durch  den  Faktor  |g  von  dem  auf  die  ternäre 
Form  angewendeten  kontra  Varianten  Symbol  (li  12)  ab. 

Wenn  also  eine  Gerade  %iX^-\-..^0  eine  Kurve  so 
schneidet,  dass  die  Schnittpunkte  einer  invarianten 
Relation  von  bekannter  Symbolform  genügen,  so  kann 
die  Gleichung  ihrer  Enveloppe  in  Liuienkoordinaten 
in  derselben  Form  sofort  angegeben  werden.  Es  ist 
z.  B.  die  Diskriminante  einer  binären  kubischen  Form  be- 
kanntlich (12)^  (34)*  (13)  (24);  wenn  also  eine  gerade  Linie 
%^x^-\- ..  =  0  eine  Kurve   dritter  Ordnung   in  drei  Punkten 
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von   verseb windender  Distriminante  schneidet,  d.  h,  wenn  sie 
die  Kurve  berührt,  so  milasen  wir  haben 

(1, 12)^1, 34)^^1 13)  {1, 24)  .-=0. 
Ebenso   ist   die  Diskriminante   einer  binären  biquadratisehen 
Form  bekanntlich  S^  =  27  T^  für  S  und  T  als  zwei  Invarianten, 
deren  symbolische  Formen  respektive 

(12)*   und    (12)^(23)^(31)^ 
sind.      Es    folgt    daraus    sofort,    dass    die   Gleichung    der 
ßeciprokalkurve   einer   Kurve   vierter   Ordnung   durch 
SS_27ya  dargestellt  wird,  wenn  S  für  (§i  12)*  und  T  für 

(li  12)^  (£,23)^' (1,31)^ 
gesetzt  wird;  so  dass  S  =  0  eine  Kurve  vierter  Klasse  dar- 
stellt, die  die  Enveloppe  von  Geraden  ist,  welche  die  Kurve 
vierter  Ordnung  in  Punkten  schneiden,  für  die  die  Invariante 
S  verschwindet  (vergk  „KegeJschnitte"  Art.  340),  und  J'=0 
eine  Kurve  sechster  Klasse,  die  Enveloppe  von  Geraden,  die 
die  Kurve  in  vier  harmonischen  Punkten  schneiden  und  für 
die  daher  die  Invariante  T  verschwindet. 

94.  Wir  gaben  in  Art.  78  eine  Methode  zur  Bildung  der 
Gleichung  der  Tangenten,  die  von  einem  gegebenen  Punkte  x/ 
an  eine  Kurve  gehen;  wenn  wir  in  Besitz  der  Gleichung  der 
Pteciprokalkurve  oder  der  Gleichung  derselben  in  Linienkoordi- 
naten sind,  so  ist  jenes  Problem  in  der  That  getost,  weil  nur 
erfordert  wird,  in  dieselbe  für  die  S;  die  x^Xk—x^xj  zu  sub- 
stituieren, um  die  Bedingung  zu  erhalten,  unter  welcher  die 
Verbindungslinie  der  Punkte  Xi,  x.l  die  Kurve  berührt,  eine 
Bedingung,  welcher  offenbar  durch  die  in  den  Tangenten  der 
Kurve  von  x'  aus  liegenden  Punkte  genügt  wird.  (Vergl. 
„Kegelschnitte"  Art.  326.) 

Umgekehrt  wird  nach  dem  in  Art.  63  erklärten  Verfahren 
die  Gleichung  des  Systems  von  Tangenten  in  der  Form  einer 
homogenen  Funktion  der  Grössen  {x^-jI ^  — x\x^j  x^x\  —  ^^Xy, 
Xy^.j.--x\x.^  gefunden  und  durch  Einführung  von  1^,  |^,  |g  für 
dieselben  somit  die  Gleichung  der  Reciprokalkurve  bestimmt. 

Damit  erhalten  wir  sofort  einen  zu  dem  Satze  des  Art.  92 
analogen  Satz,  nach  welchem  wir  aus  der  Gleichung  der 
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Kurve  in  Linienkoordiiiatou  die  Gleichung  des  Ortes 
eines  Punktes  symbolisch  bilden  können,  für  welchen 
das  System  der  von  ihm  ausgehenden  Tangenten  der 
Kurve  einer  gegebenen  invarianten  Relation  genügt. 
Setzen  wir  %  =  0  in  der  Gleichung  des  Tangentenbnschels, 
SU  entsteht  die  Gleichung  eines  von  dem  Fundamenfcalpunkt 
a:^— a^==0  ausgehenden  zu  jenem  für  3:^  =  0  als  Äxe  per- 
spektivischen Büschels,  welches  derselben  invarianten  Relation 
genügt.  Aus  der  soeben  zur  Bildung  der  Gleichung  des  Tangen- 
tenbüschels gegebenen  Methode  folgt  aber 

d     _   ^  ^         .f"'  ä     _      ,1  '^ _   i_,3  '^  _ 

also  wie  oben 
d        d  d        d        _    I  L,j  f*^ 

/d_  _d  ^ 

\di,f'-d\^^ 

so  dass  wir  die  Rege!  erhalten,  es  sei  für-  jeden  Faktor  (12) 
in  dem  invarianten  Symbol,  welchem  das  Tangentenbüsehel 
entsprechen  soll,  (a/j  12)  au  substituieren  und  mit  dem  so  ent- 
stehenden Symbol  an  der  Gleichung  der  Kurve  in  Linien- 
koordinaten zu  operieren. 

95.  Wenn  die  Gleichung  einer  Kurve  inPolarkoordinaten 
gegeben  ist,  so  kann  die  Gleichung  ihrer  reciproken  Polare 
in  Bezug  auf  einen  Kreis  mit  dem  Fol  als  Cenfcrum  direkt 
gefunden  werden.  Wenn  wir  auf  dem  Radius  vektor  OF  ein 
Stück  OF'  abtragen,  das  dem  nächstfolgenden  Radius  vektor 
OQ  gleich  ist,  so  ist  FF''=d&,  F'Q  =  Qd(a, 

tan  OFQ  -  ^- 

und  QSVO.OFQ  die  Länge  der  Normale  auf  die  Tangente.  Ist 
die  Gleichung  der  Kurve  z.  B.  p™  =  fl'"cosm(a,  so  erhalten 
wir  durch  das  logarithmische  Differential 


^^'  -"..--     dl^^dl^^'V'^   Aäl,^'^d%^'-^>     dl^^>d%'-^v\' 


-cot  J»M, 
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und  wenn  9  der  spitze  Winkel  ist,  den  der  Radius  vektor 
mit  der  Tangente  ma«ht,  so  wird  9^90"  — mro  und  die  Nor- 
raale  zur  Tangente  psin9  =  pcosmro.  Der  Winkel  zwischen 
der  Normale  und  deua  ßadius  vektor  ist  =m(a  und  derjenige 
zwischen  dei'  Normalen  und  der  Geraden,  von  welcher  aus  a 
gemessen  wird,  ist  =  (»ii  +  1)  to.  Aber  der  Radius  vektor  der 
reciproken  Kurve  ist  der  Reciprobe  der  Normale  zur  Tan- 
gente, die  Gleichung  der  reciproken  Kurve  ist  souiit  auch 
von  der  Form 

p'"  =  0.™  cos  m  CO, 

nur   dass   der   neue  Wert   von  m  gleich ist.     Diese 

Karvenfamilie  schliesst  verschiedene  besonders  wichtige  For- 
men in  sich:  Für  m=l  den  Kreis,  für  w(  =  --  1  die  gerade 
Linie,  für  m  =  2  die  gewöhnliehe  Lemniskate,  für  m^ --2 
die  gleichseitige  Hyperbel,  für  vi,=-^  die  Kardioide,  für 
m  =  — -|-  die  Parabel,  etc. 

96.  Berührung  zwischen  zwei  Kurven.  In  Art.  90 
bemerkten  wir,  dass  das  Problem  von  der  Bildung  der  Glei- 
chung der  Reciprokaikurve  mit  dem  andern  Problem  über- 
einstimmt, die  Bedingung  aufzustellen;  unter  welcher  eine  ge- 
rade Linie  die  gegebene  Kurve  berührt,  weil  beide  gelöst 
werden,  indem  man  die  Enveloppe  von  |^x^4--=0  bestimmt, 
für  die  1;  als  der  Gleichung  der  Kurve  genügende  Parameter. 
Allgemeiner  ist  das  Problem,  die  Bedingung  zu  bilden,  unter 
denen  zwei  Kurven  ?7  =  0,  F=0  sich  berühren  oder  die  Be- 
stimmung ihrer  Berührungsinvariante,  idejitiacb  mit  dem 
andern  Problem,  die  Enveloppe  der  einen  Kurve  zu  bestimmen, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  -Koordinaten  als  veränder- 
liche Parameter  betrachtet  werden,  die  auch  der  Gleichung 
der  andern  Kurve  genügen.  Denn  wenn  die  beiden  Kurven 
sich  berühren,  so  genügen  die  Koordinaten  ^.-  des  Berührungs- 
punktes den  Gleichungen  von  beiden  und  da  auch  ihre  ent- 
sprechenden Tangenten  dieselben  sind,  so  sind  die  Differential- 
quotienten  von  U  in  diesem  Punkte  respektive  proportional 
denen  von  V.  Die  Bedingimg  vrird  somit  gefunden,  indem 
man  x,,  x^,  x«,  A  zwischen   P=0,  F=0  und 
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d_U_dr^      df/_    (TT       dC7        dV 

eliminiert;  man  hat  also  wesentlich  die  in  Art.  88  zur  Lösung 
des  Problems  der  Enveloppe  gegebenen  Gleichungen. 

[17.  Wenn  die  Ordnungen  der  Kurven  l/"=0  und  F=0 
respektive  ji  und  ^'  sind,  so  kann  der  Grad  bestimmt  werden, 
in  welchem  die  Koefficienten  der  Gleichung  jeder  Kurve, 
sagen  wir  F=-0,  in  die  Bedingimg  der  Berührung  eingehen. 
Seien  die  Koefficienten  in  F"  durch  ü',  6',  c",  ...  bezeichnet  und 
sei  M'^O  eine  andere  Kurve  von  derselben  Ordnung  mit  den 
entsprechenden  Koefficienten  a",  h'\  c",  ..,,  so  erhalten  wir 
durch  Substitution  von  a'  +  ka",  ...  für  «',  ...  in  die  Bedingung 
der  Berührung  von  ü  und  F  die  Bedingung,  unter  welcher  die 
Kurve  V-\-kW^O  die  Kurve  ü=^0  berührt;  dieselbe  enthält 
natürlich  h  in  demselben  Grade,  in  welchem  die  Koefficienten  von 
F  in  die  Bedingung  der  Berührung  eingehen.  Dieser  letztere 
Grad  wird  somit  durch  die  Zahl  der  Kurven  V-\-kW=0 
ausgedrückt,  welche  die  Kurve  (7=-0  berühren.  Der  Berüh- 
rungspunkt muss  dann  wie  vorher  den  Bedingungen 

V,  +  kW,^).U,,     V,  +  kW,^lU^,     V.  +  kW^^-XU, 
genügen,  aus  denen  durch  Elimination  von  h  und  A 

f^n      ^1,      ^i   \ 
V-     U^,     V^,     TT    '=0 

hervorgeht.  Die  Durchschnitts  punkte  der  Kui-ve  V  =  '^  ^^ 
Ü"=0  sind  diejenigen  Punkte  in  ü=0,  in  welchen  diese 
Kurve  von  einer  Kurve  des  Büschels  V-\-kW^O  berührt 
wird.  Weil  die  Grade  von  Ui,  Vt.,  TF;  respektive  ft— 1,  ^'—1) 
fi'—\  sind,  so  ist  der  Grad  von  v  gleich  (ft-f3fi'— 3)  und 
die  Zahl  jener  Durchscbnittspunkte  ,/i(fi  +  2fi'— 3).  Dies  ist 
somit  auch  der  Grad,  in  welchem  die  Koefficienten  von  F  in 
die  Bedingung  der  Berührung  eingehen;  und  in  analoger  Art 
ergiebt  sich,  dass  dieselbe  die  Koefficienten  von  U  im  Grade 
^'(p'+2(t— 3)  enthält.  Für  ^'=1  finden  wir  das  schon  be- 
kannte Resultat  wieder,  dass  die  Bedingung,  unter  welcher 
die  Gerade  ^^a;i  +  ..,==0  eine  Kurve   der  Ordnung  (i  berührt, 
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die  Grössen  |,-  im  Grade  ^(ft— 1)  und  die  Koefficienten  der 
Gleichung  der  Kurve  im  Grade  2  (^  —  1)  enthält  (vergl.  „Kegel- 
schnitte" Art.  348). 

Wenn  die  Kurve  ü  =  0  einen  Doppelpunkt  hat,  ao  folgt, 
weil  fT^-O,  üa  =  0,  Ug^O  durch  diesen  Punkt  gehen  und 
falls  derselbe  insbesondere  eine  Spitze  ist,  auch  dieselbe  Tan- 
gente mit  ü=^0  haben,  dass  dies  alles  auch  für  sy^O  gilt; 
wir  sehen  damit,  dass  der  Grad  der  Bedingung  der  Berührung 
in  den  Koefficienten  von  V  für  jeden  Doppelpunkt  um  zwei 
tmd  für  jede  Spitze  von  (7=0  um  drei  Einheiten  vermindert 
werden  muss;  dieser  Grad  ist  somit 

(i(n  +  2fi,'-B)~2ä-Bx    oder    v  +  2 (i (fi' -  i). 

98.  Dieselben  Resultate  können  noch  -in  anderer  Weise 
begründet  werden.  Denken  wir  eine  beliebige  Gerade 
|j3'j-|-..  =  0  und  setzen  wir  die  Determinante 

V=  ü"n  ^^,  ^^\ 
Fj,  Fg,  Fj  I 
gleich  Null,  so  repräsentiert  diese  Gleichung  den  Ort  eines 
Punktes,  für  welchen  die  Polaren  in  Bezug  auf  die,  Kurven 
17  =  0  und  F  =  0  sich  auf  der  angenommenen  Geraden  schnei- 
den. In  einem  zn  ü  —  0  und  F  =  0  gemeinschaftlichen  Punkte 
sind  die  Polaren  die  bezüglichen  Tangenten  und  os  giebt 
daher  offenbar  nur  zwei  Fälle,  in  welchen  ein  zu  U—Q  und 
F  =  0  gemeinsamer  Punkt  auch  in  ^  =  0  liegen  kann,  näm- 
lich den  einen,  in  welchem  die  angenommene  Gerade  einen 
jener  Durehüchnittapunkte  von  t/  =  0  und  F  =  0  enthält,  und 
den  andern,  wo  V^O  und  F— 0  einander  berühren.  Wenn 
wir  also  zwischen  V^^i  ü  =  0,  F=0  eliminieren,  so  ent- 
hält die  Resultante  als  Faktoren  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher li:Cj+..  =  0  durch  einen  Durchschnittspunkt  von  f''=0, 
F"0  geht,  und  die  Bedingung,  unter  welcher  dieselben  sich 
berühren.  In  die  Resultante  von  drei  Gleichungen  treten  nun 
die  Koefficienten  einer  jeden  in  einem  dem  Produkt  der  Grade 
der  beiden  andern  gleichen  Grade  ein;  es  ist  somit,  weil  S7, 
U,  V  respektive. von  den  Graden  ft  +  ;t'— 2,  (t,  fi'  sind,  die 
Resultante  vom  Grade  ftft'  in  den  §;,  vom  Grade 
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^fi.'+  fi'  ((i  +  (i'—  2)  =  ji'  (2(i  -t-fi'  —  2) 
in  den  Koefficienten  von  U,  und  vom  Grade  fi  {2  (t! -\- fi  — 'Ü) 
in  den  Koefficienten  von  V.  Ebenso  sind  die  Grade  der  Re- 
sultante von  |jX^  +  ..  =  0,  ?7-=0,  F=0  in  den  verschiedenen 
Koefficienten  respektive  (tjt',  ;^'  luid  (i.  Die  Subtraktion  dieser 
Zahlen  von  den  vorhergehenden  liefert  wie  vorher  die  Grade 
der  Bedingung  der  Berührung  in  den  Koefficienten  von  ü  und 
V  respektive  gleich  ft'(2^  +  (i'— 3)  und  fi(2fi'+(t  —  3).^') 

99.  Evoluten.  Nach  den  ausschliesslich  projekti  vi  sehen 
Sätzen,  die  wir  bisher  mitgeteilt  haben,  wollen  wir  die  Unter- 
suchung einiger  Aufgaben  anschliessen,  die  zur  Klasse  der 
metrischen  (Art.  1)  gehören.  Die  Beziehung  der  Rechtwiuk- 
ligkeit  gehört  zu  diesen,  weil  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  419 
u.  a.)  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Gerade  als  Linien  be- 
trachtet werden  müssen-,  deren  Richtungen  mit  den  nicht 
reellen  Kreispunkten  im  Unendlichen  eine  harmonische  Gruppe 
bilden.  Einige  wichtige  Fälle  von  Enveloppeu,  welche  die 
Relation  der  K«cbtwinkligkeit  voraussetzen,  sind  hier  nicht 
au szuschli essen  und  es  ist  zu  bemerken,  dass  die  bezüglichen 
Sätze  projektivisch  werden,  wenn  wir  für  die  Kreispunkte  im 
Unendlichen  zwei  beliebig  gewählte  Punkte  i,  J  und  an  Stelle 
der  zu  einander  rechtwinkligen  Geraden  solche  setzen,  welche 
von  diesen  harmonisch  getrennt  werden. 

Eine  der  wichtigsten  und  die  am  frühesten  untersuchte 
Klasse  von  Enveloppen  bilden  die  Evoluten  der  Kurven.  Die 
Evolute  einer  Kurve  ist  („Kegelschnitte"  Art.  256)  als  Ort 
der  Krümmungscentra  der  Kurve  definiert  worden,  sie  kann 
aber  auch  als  die  Enveloppe  aller  Normalen  der  Kurve 
aufgefasst  werden.  Denn  der  Krümmung skreis  ist  der  durch 
drei  aufeinander  folgende  Punkte  der  Kurve  gehende  Kreis  und 
sein  Centrum  also  der  Schnittpunkt  der  in  den  Mittelpunkten 
der  Seiten  des  von  ihm  gebildeten  Dreiecks  auf  ihnen  errichteten 
Perpendikel;  das  Krümmungscentrum  ist  also  auch,  weil  die 
Verbindungslinien  des  ersten  und  zweiten  und  des  zweiten  und 
dritten  Punktes  zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  sind, 
der  Schnittpunkt  von  zwei  aufeinander  folgenden  Normalen 
und   sein  Ort  muss   also  die  Enveloppe  aller  Normalen  sein. 
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ßeisjuel  1.    Die  hlvolute  von^  +  l^-l  zu  finden.     Die  Normale 

;    -^ 

j/'  —  6  sin  ff  auch ■■■■-■■  =  c',  eine  Gleichnng  von  der  im  Beispiel  2 

des    Art.  85    liotrachteten   Klasse,    deren   Eiiveloppc    daher   dargnstcllt 
wird   durch 

Beispiel  2.  Die  Nonnale  der  Parabel  ist  („Kegelschnitte"  Art.  2iäl) 
l'(j/-'y)  +  2j/(«-3/)  =  0   oder  2j/'=4-(ii''-2j»a!)!/'-i>';/-0, 
eine  Gleiclmng  toh  der  im  Beispiel  1  des  Art.  86  betrachteten  Klasse, 
deren  Enveloppe  für  <^  als  Pfwameter  ist 

2(p-2a:)=  +  37j;/=  =  0. 
Beispiel  3.      Berecime   die   Evolute   der   semikiibisolieii    l'arahel 
2)j/=  =  a;'.     Die  (ileichnng  der  Normale  ist 

and  die  Substitution  des  Wertes  von  y'  nach  der  Gleichung  der  Kurve 
giobt  für  a/''  ~  t  und  Division  mit  a;''  die  Gleichung 


^  (j)  -  I8a;)'=  (54pa:  + i^  j/''+p*)^. 
Beispiel  4.     Man  bestimme   die   Evolute   der   kubischen   Parabel 
j)^j/  =  iB'.     Die  Gleichung  der  Normale  ist 

3«"()/  —  y)+j>^  (ai  — a/j^O   oder   3  s'*— 3j)^ya;'^+jp*a!'  — 2i'^  =  0. 
Die  Enveloppe  von 

ist  aber 

(a/^- 12  (!''«)''  + 128  (2  e-  3 1!/)  («e^-  ofie/-  9d*)  -0; 
also  im  vorliegenden  Falle 

Beispiel  5.  Man  soll  die  Evolute  der  Ciasoide  (a!'  +  j/^)a:  =  aj/*' 
berechnen.  Die  Ciasoide  ist  eine  Kurve,  vom  Geschlecht  Null  und  wenn 
man  ihre  Gleichung  in  der  Form  (o  —  x)  j/'=  x^  schreibt,  so  erhellt,  daaa 

die   Werte  ic= -„>   u  = —„-7  ihr   genügen.      Die   Gleichung   der 

1  +  e'    *     e{i  +  e")         &      & 

Tangente  im  fraglichen  Punkt  findet  man  9ö*j/  — 3  e^a:  +  a  — Äi  =  0  und 

daher  die  der  Normale 

oder 
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Die  Diakrirajnante  dieser  Gleichung  enthält  den  Faktor  (3;+  \ay+y^ 
und  der  übrigbleibende  Faktor  giebt  die  Gleichung  der  Evolute  in  der 
Form 

Beispie)   6.     Die   Evolute   von  3!^^^^=«'   zu  bestimmen.     Für 
iodon  Punkt  dieser  Kurve  können  wir  schreiben  {vetgi.  Art.  85 ,  Beispiel  S) 


die  Tangente  in  diesem  Punkte  ist   —  -   +^-  =  0 
also  X  coB  q)  —  j/  sin  qi  =  a  cos  3  qj  oder 

und   die  Nornialo 

(x  +  y)  {cos  q,~sm^)  +  {x-y)  (cos  cp  4-  sin  q>)  =-  a  a  (c 

os>.^Bin», 

sin(q.  +  45»)"^cos(q,  +  46») 

deren  Enveloppe  nach  Art.  85,2  durch 

ausgedrückt  wird. 

100.  Die  folgeade  Uutersuclimig   fahrt   j 

;u    den    in   der 

Differentialrechnung  üblichen  Ausdrücken  für  die  Kooi'dinaten 
des  Ki-Ümmungsmittelpunktes  und  den  Radius  der  Krümmung 
—  natürlich  rektanguläre  C artesische  Koordinaten  voraus- 
gesetzt. Sind  «  und  ß  die  Kqordinaten  eines  Punktes  der 
Tangente,  x^  y  die  des  bezüglichen  Berührungspunktes,  so  ist 
die  Gleichung  der  Tangente 

wo  -^  oder,  wie  wir  ee  abkürzen  wollen,  p  aus  der  Gleichung 

der  Kurve  zu  bestimmen  ist;  denn  die  Tangente  geht  durch 
den  Punkt  a;,  y  und  macht  mit  der  Axe  der  x  einen  Winkel 
von  der  trigonometrischen  Tangente  p  (Art.  48).  Die  Normale 
als  das  durch  den  Punkt  x^  y  zu  dieser  Geraden  gehende 
Perpendikel  hat  die  Gleichung 

1)  («-^)+p(ß~y)-0. 

Die  Enveloppe  dieser  Geraden  mit  dem  Parameter  x  und  dem 
durch  X  mittelst  der  Gleichung  der  Kurve  ausgedrückten  y  ist 
zu  finden.   Die  Differentiation  nach  x  und  die  dabei  brauchbare 

Abkürzung  -  --^  =  g  zeigt,  dass  der  Ort  des  Berührungspunktes  der 
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Gteraden   mit   ihrur  Enveloppe   durch   Kombination    mit   ihrem 
Differential 

2)  -l-p'+(ß-v)q^O 

gefunden   wird.     Aus   diesen   beiden   Gleichungen  linden   wir 
durch  Auflösung  die  Werte 

3  '^  9 

und  den  Ki'ü 


B_y|(.-a.)>+(l?-9)'|-ÜJ^. 

Die  für  den  Durch schnittspunkt  der  benachbarten  Normalen 
gefundenen  Werte  ergeben  sich  für  denselben  Funkt,  wenn 
man  ihn  als  Krümmungamittelpunkt  betrachtet.     Ist  dann 

die  Gleichmig  des  Kreises ,  so  giebt  die  zweimalige  Differentiation 


(«-«)  +  (! 


^)i= 


(g)  +  6'-«S  =  °- 


1+ 

Wenn  aber  der  Kreis  die  Kurve  oskuliert,  ko  haben  (Art.  40) 
ijH  Berührungspunkte  -^  und  -j-^  für  beide  dieselben  Werte; 

wir  könnea  daher  in  diesen  Gleichungen  für  die  Differential- 
quotienten die  a.us  der  Gleichung  der  Kurve  erhaltenen  p  und 
q  substituieren  und  finden  sie  dann  mit  den  aua  der  andern 
Auffassung  hervorgehenden  Gleichungen  1)  und  2)  identisch, 
101,  Weil  y  sehr  selten  als  Funktion  von  x  explicite  ge- 
geben ist,  vielmehr  beide  in  einer  Gleichung  11=0  verbunden 
erscheinen,  so  ist  es  notwendig,  für  diese  Ausdrücke  in^  und 
q  solche  in  den  Differentialen  von  V  zu  bilden;  setzen  wir 
wie  schon  vorher 

(Ix  dy 

dx^        " '      dy^         ^^ '     dx  dy        ^^ ' 
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SO  wird,  wei]  in  der  Gleichung  der  Tangente   U-,  und   ü^  die 
Koefficienten  von  x  und  y  sind,  die  Gleichung  der  Normale 

1)  U,(^-:c)-n,(p^n)-0, 

also,  durch  Differentiation 

aus  der  Gleichung  der  Kurve  folgt  üj+  K,y-  =  0,  also  durch 
Substitution  fßr  -^ 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  1)  und  2)  giebt 

-g,(Pi' +;/,') 

-ga(Pi''+^,') 


1^  ""  '  "  O;,  »,■  -  2  P„  ü,  a,  +  K,,  !7,! 
und  somit  , 

"(7,,  U,'  ~  2  B„  £f,  V,  +  U„  er/ 
102,   Durch  Einführung   der  Lineareinheit  3  oder  Über- 
gang zur  homogenen  Gleichungsform  können  diese  Ausdrücke 
in  noch  mehr  symmetrische  Formen  gebracht  werden.     Denn 
das  Theorem  von  den  homogenen  Funktionen  giebt 
(»-  1)  C,-  t;„3;+  !7„s+  0„a, 
(«-l)t7,-i7„i+f7„s+(7„2, 
(«  - 1)  P,  -  F,,«  +  £r„j,  -lrJJ„s; 
also  auch 

Wenn  wir  die  erste  dieser  (ileieliungen  mit  U^  uiid  die  zweite 
mit  U^  multiplizieren  und  die  Produkte  addieren ,  so  erhalten  wir 
(»-l)(0"„;7,'-2D„tf,Pj-l-i7„P,»)-(!/„ff„-D„')(a:  (/,+  !/ Cj) 

+sHn„u„~  B„u„)  u,  +  (n,jr„-  u„u„)  u,\ 

und  weiter,  weil  nach  der  ßleichung  der  Kurve 
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xU^  +  yÜ^  +  zU^-^O 
ist, 

_-2|(l7„D„-  U„U„)  Ü,  +  (U„U,,-  Ü„U„)  U, 

Durcli  Substitution  der  oben  für  C/j,  U^t  U^  gegebenen  Wei-te 
erhalten  wir  endlidi 

(.1  -1)'(U,,U,'~2  V„  £7,  V,  +  [-■„  D/) 

«'  ( tf„  V„  0,,+ 2  0,,  I7„  0",,  -  Cf,,  D,,»  -  K,,  (7,,'  -  t'„  r/,/) 

--Ss", 
30  dass  der  Äusdrucli  des  Krümmungsradius  in 

übergeht.  Für  jeden  Punkt  der  Kurve,  dessen  Koordinaten 
die  Gleichung  H-^-O  erfüllen,  wird  der  Krümmungsradius  un- 
endlicli  und  der  Krümm ungsmittelpunkt  liegt  in  unendlicher 
Ferne,  Da  dies  nur  stattfinden  kann,  wo  drei  aufeinander 
folgende  Punkte  der  Kurve  in  einer  Geraden  liegen,  so  kommt 
man  aus  dem  Werte  des  Krümmungsradius  unabhängig  von 
Art.  74  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Durchschnitts  punkte  der 
Kurven   Ü^O  und  Zf=0  Inflesionspuiikte  sind. 

Die  obige  Gleichung  liefert  als  Bedingung  der  Osku- 
lation  zwischen  zwei  Kurven,  dass  ausser  den  Bedingungen 
der    gewöhnlichen    Berührung    U^  =  ^ü\,     ü^  =  d TJ'^    noch 

überdies  7-=^  ~"'~   " 


Das  doppelte  Zeichen  im  Ausdruck  des  Krümmungsradius 
ist  ganz  entsprechend  dem,  welches  in  dem  Werte  der  Entfemvmg 
eines  Punktes  von  einer  Geraden  auftritt  (vergl.  „Kegelschnitte" 
Art.  34);  wenn  wir  übereinkommen,  das  Zeichen  +  zu  brau- 
chen, wenn  der  Krümmungsradius  und  daher  die  Konkavität 
der  Kurve  in  einem  bestimmten  Sinne  liegt,  so  müssen  wir 
das  Zeichen  ~  wählen,  wenn  sie  im  entgegen gese taten  Sinne 
liegen.  Da  jede  algebraische  Funktion  beim  Durchgange  durch 
den  Wert  Null  ihr  Zeichen  wechselt,  so  verändert  in  einem 
Inüexionapunkt  der  Krümmungsradius  sein  Zeichen  und  die 
Kurve  geht  aus  Konkavität  in  Konvexität  über  und  umgekehrt. 
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In  einem  Doppelpunkt  nimmt  (Jer  Ausdruck  des  Krünimuiigs- 
radius  die  Form  ^  an  und  sein  Wert  rnnss  nach  den  für 
solche  Fälle  geltenden  gewöhnlichen  Begehi  bestimmt  werden; 
in  der  That  hat  jeder  Zweig  der  Kurve  in  diesem  Punkte 
seine  eigene  Krümmung.  Für  eine  Spitze  findet  man  den 
Wert  des  Krümmungsradius  gleich  Null. 

103.  Die  Länge  eines  Bogens  der  Evolute  ist 
gleich  der  Differenz  der  Krümmungsradien  in  seinen 
Endpunkten.  Deim  wenn  wir  irgend  drei  aufeinander  fol- 
gende Normalen  der  Kurve  ziehen  und  den  Durchs chnittspuukt 
der  beiden  ersten  C,  den  der  zweiten  und  dritten  C  nennen, 
so  ist  wegen 

CR^CS,     C'S=C'T 

das    Element   CC,    das   Wachstum   des   Bogens   der  Evolute 
gleich  dem  des  Krümmungshalbmessers.    Wenn         pig.ji;, 
mau  also  einen  biegsamen  aber  nicht  dehnbaren 
auf  die  Evolute  aufgewundenen  Draht  von  der- 
selben abwindet,  so  beschreibt  jeder  Punkt  t 
letzteren    eine    Involute    derselben,     d.  h.    eine 
Kurve,  von  welcher  CC  die  Evolute  ist.   Unter 
diesem  Gesichtspmikte  hat  Huyghens,  der  Er- 
finder der  Evoluten,  sie  zuerst  betrachtet  und  ihnen  den  Namen 
gegeben, 

104,  Wir  geben  hier  eine  zur  Bestimmung  des  Krüm- 
mungsradius für  eine  durch  ihre  Gleichung  in  Polarcoor- 
dinaten  gegebene  Kurve  oft  nützliche  Formel.  Die  Polar- 
gleichung p  =  /'((a)  kann  in  die  Form  Q--=f(j>)  übergeführt 
werden,  wo  p  die  Normale  vom  Pol  auf  die  Tangente  und 
durch  die  Gleichungen  bestimmt  ist  (Art.  95) 

»  =  ösin9,     tanö  =  p--     ■ 
'  ^  dp 

Bezeichnet  dann  pj  die  Entfernung  des  Krümmungacentrouis 
vom  Pol  und  R  den  Krümmungsradius,  so  ist 
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Gehen  wir  zum  luiehstfolgenden  Punlite  der  Kurve  über,  so 
bleiben  ß^  und  It  konstant  und  durch  Differentiation  ergiebt 
sich 

der  bezeichnete  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius. 

Wenn  in  dieser  Weise  R  in  Funktion  von  q  und  ji  aus- 
gedrückt ist,  so  können  wir  zwischen 

und  der  offenbar  richtigen  Gleichung ^i^  =  p^—ß^  die  Grössen 
p  und  j)  eliminieren  und  eine  Relation  zwischen  dem  Pi  und 
p^  der  Evolute  bilden;  aber  es  ist  nicht  immer  leicht,  zu  der 
Relation  zu  gelangen,  welche  zwischen  dem  p-,  und  w^  der 
JÜYolute  besteht. 

Als  ein  Beispiel  wühlen  wir  die  Kurve  p'"  =  «'"cosmo); 
wir  finden  p^Qcoamm  und  also  Q"'+^  =  a"'p  als  die  Relation 
zwischen  p  und  p.     Dann  folgt 


-(m+l)p      (m+l)r-' 
für  den  Krümmungsradius. 

Die  Gleichungen 

p/  =  p^  +  ß^  -  2Ep,    Pj^  =  p^  -iJ^ 
geben   die  Grössen  p^\  ^y^^   als  i'unktionen   von  p  und  somit 
die  Gleichung  der  Evolute  in  der  Form  p,  =  9)(ft))  o^me 
daas  jedoch  die  Elimination  wirklich  vollzogen  werden  kann. 

Man  kann  aber  anch  die  Gleichung  der  Reciprokal- 
kurve  der  Evolute  in  Bezug  auf  einen  um  den  l'ol  als  Cen- 
trum beschriebenen  Kreis  finden.  Sei  der  Radius  dieses  Krei- 
ses gleich  a,  und  p^  der  Radius  vektor  der  Recipi-okalkurve,  m^ 
die  Neigung  dessßlben  zu  einer  gegen  die  Nulllinie  der  ra 
rechtwinkligen  Geraden,  so  ist  ^jj^psinmw  und  dann 


^^      COS"  M  (0  sin  m  ta 
Nach  Art,  9ö  ist  femer  oj^  =  (in  +  1)  w  und  somit  die  Relation 
zwischen  p^,  i5>„  die  Gleichung  der  Reciproken  der  Evolute 
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">  """im""'  Ä+T-"  ■ 

Man  erkennt  leicht,  daas  der  Ort  des  Endpunktes  der 
Polarsubtangente  (vergl.  „Kegelschaitte"  Art.  200)  einer 
Kurve  die  Reciproke  vou  der  Evolute  der  Reciprokal- 
kurve  ist.  So  ist  dieser  Ort  eine  gerade  Linie  für  die  Fokal- 
kegel schnitte,  weil  die  Evolute  der  Iteciproken  sieli  dann  auf 
einen  Punkt  redoziert, 

105.  Aus  der  Gleichung  einer  Kurve  in  Linienkoordi- 
naton  m  =  0  können  wir  direkt  die  Linienkoordinaten  der 
Normale  und  die  entsprechende  Gleichung  der  Evolute 
bilden.  Denn  wenn  die  |',  die  Linienkoordinaten  einer  Tau- 
gente sind,  so  ist 

,   du'    ,  _  du'    ,  p  dw'       r. 

^'Sir  +  ^'IK  +  ^äF.-" 

die  Gleichung  des  Berührungapunktes;  und  wenn  v  ^=0  die 
Gleichung  eines  Punktepaares  J,  J  in  Linienkoordinaten  re- 
präsentiert, so  ist  die  Gleichung  des  Pols  der  gegebenen 
Tangente  in  Bezug  auf  sie,  d.  h.  des  konjugiert  harmonischen 
Punktes  vom  Schnitte  der  Tangenten  mit  der  Geraden  IJ  in 
Bezug  auf  I  und  J, 

dvf       j.  d»/ 

Sind  7,  J  die  Kreispunkte  im  unendlichen,  so  repräsen- 
tiert die  letzte  Gleichung  die  Richtung  der  Normale.  Beide 
Gleichungen  zusammen  bestimmen  in  jedem  Falle  die  Linien- 
koordinaten derselben  und  wir  bilden  die  Gleichung  der  Evo- 
lute, indem  wir  die  |';  zwischen  ihnen  und  der  Gleichung  der 
Kurve  eliminieren.  In  dem  System  der  Plüekerschen  Linieu- 
koordiuaten,  welches  den  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten entspricht,  ist  die  Gleichung  der  Kreispunkte  |^-f  ij^=^0 
(vergh  „Kegelschnitte"  Art.  177,  i)  und  die  zweite  Gleichung 

dl/ 
|j-j^4-...  =  0    wird    zu    der    wohlbekannten    Bedingung    der 

Rechtwinkhgkeit  i,^'-\~'rjTj'  =  0. 

Beispiel.  Die  Gleiehmig  der  Evolute  tles  'lurch  seine  Gleiehmig 
in  Linienkoordinaten  a'$"  +  6'ij*  =  l  gegebenen  Centralkegelsohnitta  zu 
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entwickein.     Die    Gleichuiigen    zur    Bestimmung    der    Koordinaten    der 
Normale  sind  in  diesem  Falle 

a^^i'+VilTl'=l,     ^V+Vv'^0,  also  |4'  =  -i;^'=  _^. 

Subatituiei't  man  die  Werte  für  ^'  und  i]'  in  a'^''' +  b^ii'''='l,  au  erhält 
man  die  Linienkoordimatengleieliung  der  Evolute 


lOG.  Wir  geben  einige  Beispiele  von  der  Behandlung  des 
allgemeineren  Problems,  in  welchem  das  von  der  Evolute  ein- 
geschlossen ist,  nämlich  von  der  Bestimmung  der  Enveloppe 
des  von  dem  Berührungspunkte  ausgehenden  und  in 
Bezug  auf  zwei  feste  Punkte  I,  J  zur  Tangente  kon- 
jugierten harmonischen  Strahls  (Art.  99).  Wir  wollen 
jenen  Strahl  die  Quasi-Normale  und  ihre  Enveloppe  die 
Quasi-ETolute  nennen. 

Beispiel  1.  Die  Kurve  sei  ein  kegelsi-hnitt  und  weide  iit  om 
Fuudamentaldreieck  mit  der  Basis  IJ  hezogcn  desifn  dr  it  Ffke  ihi 
Pol  im  Kegelschnitt  iat,  so  dass  seine  frleichung  vm   1er  F  i  i 

und  die  Gleichung  einer  Tangente 

e'  {ax^  +a^)  -  20X3  +  (a:,  +öx,)  =  0 
ist.     i.)iuin  ist  die  Gleichung  der  au  dieser  Geraden  in  Bezug  auf 

harmüniach.  konjugierten  Linie  von  der  Form 

0'  {arsi  -—ie^)  +  {Xi  —  hx^)  =  Mn::^ , 
und  M  wird  durch  die  Bemerkung  bestimmt,   dass  die  öeraiie  den  Be- 
rührungspunkt enthalte,  für  welchen 

e(ax,  +x^)  —  Xa,    Sx^  —  x,  +  bx^ 
ist;  denn  es  folgen 

und  d^ry,us 

M.'-i»— »•). 
(.6-1)« 
Wenn  wir  nun 

ax^-x^  =  X^,     a;i-6«a  =  X,,      8aTj  =  (a&~  1)  X^ 
setzen,  so  wird  die  Gleichung  der  Qnaäinormale 

»e'Xs  +  4e=Jrs  +  4ex,  -  feX,  =  0 

nnd  ihre  Enveloppe  ist  also  eine  Kurve  vierter  Klasse  von  der  Gleichung 
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die  OrdniiJigazaW  der  Enrye  ist  also  sechs,  sie  hat  die  Punkte 

Xi-Xj-O,     X^^X^^O 
au  Spitzen  mit  der  gemeinsamen  Tangente  Xj  —  0 ,   und  enthält  ausaer- 
dem  vier  andere  Spitzen  in  den  Schnittpunkten  von 

alX^^  +  iX,X^^O,    aXi'-&Xä'  =  0. 

Beispiel  3.  Dev  Kegelscknitt  gehe  durch  einen  der  Punkte  7,  J" 
oder  sei  semicickular.  Dann  ist  6  =  0  und  a'.^ai^^O  ist  in  der 
Kurve,  x,~0  die  bezügliche  Tangente  derselben.  Die  Gleichung  der 
Quasinormale  ist  dann 

<t6'X3-|-4e»Xg  +  4X,-0, 
die  Enveloppe  nur  von  der  dritten  Klasse;  ihre  Gleichung 

64Xä»-l-27a'X,i'3^  =  0 
zeigt   sie  als   eine  Kurve   dritter  Ordnui^,  mit  X,  =X3  =  0   als   Spitae 
und  Xi  =  Xj  =  0  als  Inflexionspnnkt. 

Wenn  die  Kurve  durch  I  und  J  hindurchgeht,  so  werden  «  und 
&  gleich  Null  und  wir  sehen,  daas  die  Gleichung  der  Quasinormaie  sioli 
auf  Ö^Xj  +  X,  =  0  reduaiei-t,  dass  also  diese  Linie  durcli  einen  festen 
Punkt,  den  Schnitt  X|  =  0,  Xj  =  0  der  Tangenten  der  Kurve  in  J,  J 
veHpektive,  hindurchgeht. 

Beispiel  3.  Der  Kegelschnitt  berühre  die  Gerade  IJ.  Wir  wählen 
diese  Gerade  und  die  beiden  andern  Tangenten  des  Kegelschnitts  durch 
die  Punkte  J,  J  %\k  den  FnndamentaUinien ,  so  daas 

«3  (2a;,  +  2(Cä  - a^s)  -  (a)i  - m^Y 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts  ist.     Die  Gleichung  der  Tangente  des- 
selben ist  dann 

2a^  -|-2a;3-iCs-3e(Ä,  -:&J  +  e'a.'^  =  0, 
und  fflr  den  Berührangspunkt  ist 

Die  Gleichung  der  Quasinormale  ist  also 

S'x,  -  e  (2«!  +  2^  +  *ä)  -f  2  (ic,  —  Xj)  =  0 , 
ihre  Enveloppe   also  von   der   dritten   Klasse;  es   ist   die   Kurve   diitter 
Oi'dnung  mit  Spitze 

ilx^ixi  —Xj,)^^{'iXi-  +  ^Xi,  +  x^)\ 
Beispiel  i.     Die   vorigen  Beispiele   können   auch   in   der  Voraus- 
setzung  behandelt  werden,   dass  der  Kegelschnitt  durch  die  allgemeine 
Gleichung  gegeben  ist.     Die  Tangente  im  Punkte  a;/  ist 
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und  die  Quasinonniile 

~  (%!  ^'1 '  —  «as  ^i^  +  "13  ^'1  ''^a  —  <*aB  ^a  **»)  % ! 
es  ist  also  die  Enveloppe  von 

^l^^i^  —  f'^i^S^\''  +  (''ha^l  —  «13»^)  3^„' +(0^2X2  —«23*3  —  "^IS^l)  ^a^'ü 

za  bestimmen,  wenn  die  Parameter  x/  durch  die  Bedingung 

verbunden  sind.  Nach  Art,  96  wird  die  Bnveloppe  durch  denselben 
ProzesB  erhalten,  der  zur  Ermittelung  der  Bedingung  dient,  unter  welcher 
zwei  Eegelsolinitte  sich  berühren  („Eegelschnitte"  Art.  348).  Wir  bilden 
die  Invarianten  dieses  Systeme  von  quadratischen  Formen.  Die  Dis- 
kriminante  der  aweiten  ist  A,  die  der  ersten  ist  2%5  mit 

S_-(a„ai,s-'*u^(«..^j^-«ae^^  +  («a2'»iä^-«ii"23°)'«3'' 
+  2«2j(a,Ba,ä-«i,na,)a7aiC8-2o,i  KaOsa  -«aa"ia)i^i''^; 
sodann  ist 

+  {3ai,BjB'+,8ajsa,j"  — 4BiiBja033  —  2oa3ais«ia)^^ 

+  (4ojiß,5(tj3  —  2o,iO,jaä,  —  2«iBaij'),i;,  a^a; 
e'  =  0.    Die  Gleichung  der  Enveloppe  ist  daher 

eine  Kurve  sechster  Ordnung  mit  sechs  Spitzen,  von  denen  zwei  in 
11^  =  0  liegen,  d.  h.  in  der  Verbindungslinie  der  Punkte  J,  J.  Setzen 
wir  voraus,  dass  3^=^0  den  Kegelschnitt  berühre,  so  ist 

«nOag  —  03^  =  0 
und  8  und  ö  nehmen  die  Formen  x^L  und  %Jlif  an,  für  L  und  M  als 
lineare  Funktionen  der  xr,  die  Gleichung  der  Enveloppe  geht  in  die 
Form  x^L^  —  M^  über  und  stellt  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit 
Spitze  dar,  für  welche  «^3  =  0  die  stationäre  Tangente  ist.  Lassen  wir 
den  Kegelschnitt  ferner  durch  J  oder  i«;  =  a^  =  0  gehen,  so  wird 
Kii=0,  S  =  (Jai  (OisiCj +  «133:3)'  und  8  von  der  Form 

Die  Gleicliung  wird  durch,  {a^^x^  +«,3^:3)^  teilbar  imd  von  der  Form 

Wir  bemerken,  dass  die  Gerade  a,,Xj+a,gXs  =  0  die  Tangente  des 
Kegelschnitts  im  Funkte  J  and  dasa  sie  eine  Inflej^ionstangente  der 
Enveloppe  ist. 
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107.  Im  allgemeinen  ist  nach.  Cayleys  Bemerkung  für 

als  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  Xt  und  für  ^,-,  y;* 
als  die  Koordinateu  der  Punkte  i,  </"  die  Gleichung  der  Quasi- 
normale 


{rhyr*+tJ0,''+u,y*) 


^i 

^ai 

>=, 

a', 

''„ 

'l. 

2/i 

y,, 

»3 

^1 

X,  , 

X, 

'>, 

al„ 

A 

»■* 

9i* 

!/.* 

+  (P,!,,  4-!/,s,+  D,t/,) 


Denn  die  beiden  Determinanten,  die  wir  durch  A,  A*  ab- 
kürzend bezeichnen  wollen,  sind  die  linken  Seiten  der  Glei- 
chungen der  vom  Punkte  x-  nach  /  und  J  gehenden  Geraden 
und  es  muss  eine  Identität  von  der  Form 

bestehen,  weil  die  Tangente  durch  ihren  Schnittpunkt  geht. 
Wenn  wir  in  dieselbe  nach  einander  für  die  a;,  die  j/;*  und 
die  iji  substituieren,  so  ergeben  sich  die  A*  und  A  als  pro- 
portional zu 

DiJ/i*  +  U^y.,*  +  U,ys*   und    U,y,  +  U^y,  +  U,y, 
respektive;    die    Gleichung   der   zur   Tangente   in   Bezug    auf 
A  =  0  und  A*  =  0  harmonisch  konjugierten  Graden  ist  somit 
von  der  obigen  Form. 

108.  Wir  wollen  den  Fall,  wo  einer  der  Punkte  i",  J, 
sagen  wir  yi,  in  der  Kurve  ist,  näher  untersuchen  und  setzen 
der  Einfachheit  wegen  seine  Koordinaten  gleich  1,  0,  0  re- 
spektive, d.  h.  wir  machen  ihn  zum  Fundamentalp  unkt 

a:3  =  x,  =  0. 
Wir  denken  Xg  =  0  als   die  ihm  entsprechende  Tangente  und 
beweisen  zunächst,  dass  die  Enveloppe  der  Quasinormale  den 
Faktor  x^  enthält.    Setzen  wir  «^a  =  J/s  ==  0,  so  wird  die  vorige 
allgemeine  Gleichung 

iU,y*+  U^y*^-  U^yf){:-e^x\-x.,x\ 
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Denken  wir  zugleich  den  zweiten  Punkt  als  x^  =  Xg  =  0  oder 
(0,  0,  1),  so  wird  sie 

Sind  daim  die  x!  in  Funktion  eines  Parameters  (  gegeben,  so 
dass  der  Punkt  j/,-  dem  Werte  i  =  0  entspricht,  so  müssen  wir 
*  als  einen  Faktor  im  Ausdruck  für  a/^  und  f  als  J'aktor  im 
Ausdruck  für  sf^  haben,  damit  die  Gleichung  der  Tangente 
aieh  auf  x.^  =-  0  reduziere. 

Die  Gleichung  der  Tangente  als.  der  Verbindungslinie  der 
Xi   mit  Xi  +  dXi   ist  allgemein 

a:,  (a^a  da/g  —  x\  dx'^)  +  x^  (x'^  c^^^  —  a/^  dx'.^ 

+  x^  (a/^  äx'^  -  x\  d^,)  =  0 
oder 

U^x,+...=0, 

so  dass  (  ein  Faktor  in  U^  und  f  in  U^  ist.  Ordnet  man  also 
die  Gleichung  der  Quasinormale  nach  Potenzen  von  t,  so  er- 
giebt  sich,  dass  sie  kein  von  t  unabhängiges  Glied  enthält, 
und  dass  x^f  als  Faktor  in  den  Koefficienten  von  t  und  von 
t^  auftritt.     Die  Diskriminante  einer  Funktion 

A  +  Bt  +  Cf  +  ... 
ist  aber  von  der  Form  Aip  +  B^il)  (vergl.  „Vorlesungen"  Art.  68) 
und   ein   in  Ä   und   B  vorkommender   Faktor   ist   daher   ein 
Faktor   der  Diskriminante;    setzen  wir  in   der   Diskriminante 
£  =  0,  80  ist  der  Rest  von  der  Form 
A(Acp  +  C^ij>), 
woraus  man   erkennt,  dass   die  Enveloppe  die  Gerade  x^-^O 
zur  Inflexionstangente  hat  (vergl.  Art.  99,  Beisp.  4). 

109.  Die  Beziehung  der  Rechtwinkligkeit  kann  noch  weiter 
dadurch  verallgemeinert  werden,  dass  man  an  Stelle  der  Punkte 
J,  Jeinen  festen  Kegelschnitt  einführt,  in  Bezug  auf  welchen 
die  quaai-rektangulären  Geraden  konjugiert  sind,  so  dass  die 
eine  derselben  durch  den  Pol  der  andern  geht.  Die  Quasi- 
normale ist  dann  die  Gerade,  welche  vom  Berührungspunkt 
in  der  Kurve  nach  dem  in  Bezug  auf  einen  festen  Kegelschnitt 
genommenen  Pol  der  Tangente  geht,  oder  die  Gerade,  welche 
den   Punkt   der  Kurve  mit   dem  entsprechenden  Punkt  ihrer 
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reciproken  Polare  in  Bezug  auf  den  festen  Kegelsclmitt  ver- 
bindet. Die  Kurve  und  ihre  Reciproke  haben  also  dann 
dieselben  Quasinormalen.     Für 

als  die  Gleichung  des  festen  Kegelschnitts  sind  die  Koordi- 
naten des  Pols  der  Tangente  einer  Kurve  P^,  C/gi  ^si  '^'^^  ^^^ 
Gleichung  der  entsprechenden  Quasinormale  in  diesem  Sinne  ist 

Ist  die  Kurve  ein  Kegelschnitt,  so  ist  diese  Gleichung  in  den 
xl  vom  zweiten  Grade  und  die  Bnveloppe  wird  wie  in  Beisp.  4, 
Art.  106  gefunden. 

110.  Die  folgenden  Bemerkungen  dienen  als  Vorbereitungen 
für  die  Untersuchung  der  Charaktere  der  Evolute  einer  be- 
liebigen Kurve.  Die  Normale  in  einem  unendlich  fernen 
Funkte  einer  Kurve  fällt  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zusammen.  Wir  knüpfen  dies  an  die  Erweiterung 
des  Art.  105  für  den  Begriff  der  Normale  an,  nach  welcher 
sie  für  den  Kurvenpunkt  P  luit  der  Tangente  Pilf,  welche 
die  gerade  Verbindungslinie  der  festen  Punkte  J,  J  in  ilf 
schneidet,  der  nach  dem  zu  M  in  Bezug  auf  IJ  harmonisch 
konjugierten  Punkte  W  gehende  Strahl  PJf'  ist.  Diese  Kon- 
struktion zeigt,  dass  für  P  als  einen  Punkt  der  Kurve  in  der 
Geraden  JrT" die  Gerade  PM'  mit  dieser  Linie  selbst  znsaramen- 
fällt.  Eine  Ausnahme  tritt  nur  dann  ein,  wenn  P  mit  einem 
der  Punkte  J,  J  selbst  zusammenfällt,  den  also  die  Kurve 
enthält;  dann  fallen  auch  M.  und  .M'  zusammen  und  die  Nor- 
male deckt  sich  mit  der  Tangente  (vergl.  „Kegelschnitte" 
Art.  363);  d.  h.  wenn  die  Kurve  durch  einen  der  unend- 
lich fernen  Kreispunkte  geht,  so  fällt  die  betreffende 
Normale  mit  der  Tangente  zusammen. 

111.  Wir  wollen  nun  zuerst  die  Klasse  der  Evolute 
einer  gegebenen  Kurve  bestimmen,  d.  h.  die  Zahl  von  Nor- 
malen der  Kurve  oder  Tangenten  der  Evolute,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen.  Die  Zahl  der  Normalen  ist 
als  unabhängig  von  der  La^e  des  Punktes  anzusehen  und  es 
ist  daher  erlaubt,  statt  des  allgemeinen  Falles  den  speciellen 
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des  unendlich  fernen  Punktes  zu  untersuchen.  Die  Zahl  der 
von  der  unendlich  fernen  Geraden  selbst  verschiedenen  Nor- 
malen der  Kurve,  die  aus  einem  unendlich  fernen  Punkte  d.  i. 
in  gegebener  Richtung  gehen,  ist  aber  der  Zahl  der  Tangenten 
der  Kurve  gleich,  welche  die  zu  dieser  normale  Richtung  haben, 
d.  h.  gleich  der  Klasse  v  der  Kurve.  Überdies  fallen  nach 
dem  letzten  Artikel  die  (t  Normalen  der  Kurve  in  ihren  un- 
endlich fernen  Punkten  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  selbst 
zusammen  und  gehen  also  auch  durch  den  angenommenen 
Punkt.  Es  iat  somit  die  Zahl  der  Normalen  einer  Kurve, 
welche  von  irgend  einem  Punkte  ausgehen,  gleich  der 
Summe  aus  der  Ordnungs-  und  Klassenzahl  der  Kurve 
oder  gleich  der  Summe  der  Ordnungszahlen  der  Kurve 
und  ihrer  Reciproken. 

Wenn  die  unendlich  ferne  Gerade  eine  Tangente  der 
Kurve  iat,  so  wird  die  Zahl  der  im  Endlichen  liegenden  Tan- 
genten von  einer  bestimmten  Richtung  und  also  auch  die  Zahl 
der  Normalen  um  eins  kleiner  als  im  allgemeinen  Falle.  So 
gehen  von  einem  Punkt.e  im  allgemeinen  vier  Normalen  an 
einen  Kegelschnitt,  aber  nur  drei  an  eine  Parabel. 

Geht  die  Kurve  durch  einen  der  Kreispunkte,  so  lehrt 
Art.  110,  dass  die  Normale  derselben  in  diesem  Punkte  nicht 
in  die  unendlich  ferne  Gerade  fällt,  und  wir  müssen  daher 
schliessen,  dass  die  Zahl  der  Normalen  für  jeden  Durchgang 
durch  einen  Kreiapunkt  um  eins  vermindert  wird.-  So  wird 
im  Falle  des  Kreises,  des  durch  beide  Punkte  /,  J  gehenden 
Kegeiachnitts,  die  Zahl  der  Normalen  um  zwei,  d.  h.  auf  zwei 
vermindert.  Wenn  also  ;t  und  v  Ordnung  und  Klasse  einer 
Kurve  sind,  welche  smal  durch  einen  Kreispunkt  geht  und 
ömal  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt,  so  ist  die  Klasse 
ihrer  Evolute  v'^fi  +  v  —  s  —  ff.  Dieselben  Resultate  können 
auch  aus  der  Bemerkung  erhalten  werden,  dasa  die  Gleichung 
der  Normale 

für  «,  ß  als  gegebene  und  ar,  y  ala  variabele  Grösaen  die 
Gleichung  einer  Kurve  (t^''  Ordnung  giebt,  deren  Schnittpunkte 
mit  der  gegebenen  Kurve  die  Fusspunkte  ihrer  von  k,  ß  aus- 
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gehenden  Normalen  bestimmen.  Hat  die  Kurve  keine  viel- 
fachen Punkte,  80  ist  die  Zahl  der  Schnittpunkte  offenbar 
fi^  d,  h.  (t  +  v,  und  man  zeigt  ohne  Schwierigkeit,  dass  im 
allgemeinen  B'alle  für  ö  Doppelpunkte  und  x  Spitzen  diese 
Zahl  auf  ^^—29  —  3x  oder  wiederum  jt-f  v  kommt. 

112,  Wir  untersuchen  femer  die  Ordnung  der  Evolute 
und  zwar,  indem  wir  die  Zahl  ihrer  unendlich  fernen  Punkte 
bestimmen.  Wenn  aber  zwei  aufeinander  folgende  Normalen 
der  Originalkurve  einander  parallel  sind,  so  fallen  die  ent- 
sprechenden Tangenten  derselben  zusammen,  d.  h.  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Evolute  entspringen  im  allgemeinen 
ans  den  Inflexions punkten  der  Kurve  (Art.  102).  Nach  Art.  111 
geben  aber  auch  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Original- 
kurve ebenso  vielen  unendlich  fernen  Punkten  der  Evolute 
den  Ursprung  und  wir  bemerken  jetzt,  dass  dieselben  Spitzen 
in  der  Evolute  sind,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur 
Tangente  haben.  Ist  M  ein  Punkt  der  Geraden  JJ  und  M' 
der  ihm  harmonisch  zugeordnete,  so  war  die  der  Normale  in 
M  entsprechende  Linie  IJ  selbst;  bezeichnen  wir  aber  die 
beiden  zu  M  nächstbenachbarten  Punkte  der  Kurve  durch  L 
und  N,  so  sind  ihre  Normalen  LM'  und  NM',  d.  h.  durch 
den  Punkt  M'  gehen  drei  aufeinander  folgende  Tangenten  der 
Evolute  oder  er  ist  eine  Spitze  derselben  mit  der  Tangente 
IJ.  Die  ft  unendlich  fernen  Punkte  der  gegebenen  Kurve  be- 
dingen also  ebenso  viele  Spitzen  der  Evolute,  für  welche  die 
unendlich  ferne  Gerade  die  gemeinsame  Tangente  ist,  d.  h. 
sie  bedingen  3(i  unendlich  ferne  Punkte  der  Evolute.  Rechnen 
wir  sie  mit  den  vorher  gefundenen  zusammen,  so  finden  wir 
die  Ordnung  der  Evolute  =  i  -f-  3(i  oder  die  Zahl  k  des  Art.  83. 

Wenn  die  Kurve  durch  einen  der  Kreispunkte  geht,  so 
geben  diese  Punkte,  wie  wir  sahen,  keine  unendlich  fernen 
Punkte  der  Evolute  und  die  Ordnung  derselben  wird  um  drei 
Einheiten  vermindert. 

Wenn  die  Gerade  IJ  die  Kurve  berührt,  so  fallen  die 
Nonnalen  für  die  zwei  aufeinander  folgenden  Punkte,  in  wel- 
chen sie  die  Kurve  trifft,  mit  IJ  zusammen,  d.  h.  zwei  auf- 
einander  folgende  Tangenten    der   Evolute    decken   sich   oder 
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erzeugen  einen  Inflexionspunkt  mit  IJ  als  der  entsprechenden 
Wende tangente.  Da  derselbe  an  die  Stelle  von  zwei  Spitzen  tritt, 
welche  entstehen  würden,  wenn  IJ  die  Kurve  schnitte  statt 
sie  zu  berßiiren,  so  wird  die  Ordnung  der  Evolute  um  drei 
Einheiten  vermindert;  wenn  wir  also  e  und  ff  in  dem  Sinne 
des  vorigen  Artikels  brauchen,  so  erhalten  wir  für  die  Ordnungs- 
zahl der  Evolate  fi'  =  «  —  3  (4  +  <>)■ 

Diese  Ergebnisse  erfahren  Modifikationen,  wenn  einer  der 
Punkte  /,  J  vielfach  mit  zwei  oder  mehreren  zusammenfallen- 
den Tangenten  ist;  für  eine  Spitze  in  einem  derselben  z.  B. 
ist  die  Verminderung  der  Ordnungszahl  nicht  sechs,  son- 
dern vier.  Die  allgemeinen  Werte  zeigen,  dass  Ordnung 
und  Klasse  der  Evolute  einer  Kurve  und  der  Evolute 
ihrer  Reeiprokalkurve  ühereinstimmen,  wie  Art.  109 
erwarten  las  st. 

113.  Im  allgemeinen  giebt  es  keine  Inflesions punkte  in 
der  Evolute;  denn  für  einen  solchen  müssten  zwei  aufeinander 
folgende  Tangenten  der  Evolute  oder  Normalen  der  Kurve 
zusammenfallen,  was  nach  der  Natur  der  Konstruktion  nur 
möglich  ist,  wenn  die  entsprechenden  Tangenten  mit  ihren 
Normalen  iind  mit  einander  zusammenfallen,  d.  h.  in  dem  sehr 
speeiellen  Falle,  wo  eine  Inflexionstangente  der  Originalkurve 
durch  I  oder  J  geht. 

Wenn  aber  die  Gerade  IJ  von  der  Kurve  berührt  wird, 
so  sahen  wir  in  Art.  112,  dass  dem  ein  Inflexionspunkt  im 
Unendlichen  entspringt,  und  wenn  die  Kurve  durch  /  oder  J 
hindurch  geht,  im  Art.  108,  dass  die  Evolute  eine  durch  den- 
selben Punkt  gehende  Inflexionstangente  hat.  Damit  haben 
wir  Bedingungen  genug  zur  Bestimmung  aller  Charaktere  der 
Evolute;  sie  sind 

die  letzten  beiden  nach  den  PlÜckerschen  Formeln  aus  den 
drei  ersten.  Wir  können  ebenso  die  Zahl  der  Doppelpunkte 
und  Doppeltaogenten  der  Evolute  bestimmen,  welche  letzteren 
offenbar  Doppelnormalen  der  Originalkurve  sind. 
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Der  Defekt  oder  das  GescUecht  der  Evolute  (Art.  44) 
stimmt  mit  dem  der  Originalkurve  Überein,  wie  man  nach 
dem  Ausdruck  des  Gesckleclits 

-|{«-2fr  +  »)|  +  l 
leicht   bestätigt.     Wir   wissen,   dass  das  Geschlee^it  von  zwei 
Kurven  im  ailgemeinen  dasselbe  ist,  wenn  die  eine  von  ihnen 
aus  der  andern  so  abgeleitet  ist,  dass  jedem  Punkte  der  einen 
Kurve  ein  Punkt  der  andern  entspricht  und  umgekehrt  (Art.  83). 

114.  Die  Anzahl  der  Spitzen  der  Evolute  kann  auch 
direkt  untersucht  werden;  denn  eine  Spitze  derselben  entsteht, 
wenn  drei  aufeinander  folgende  Tangenten  der  Evolute  oder 
Normalen  der  Originalkurve  sich  in  einem  Punkte  acbneiden 
oder  mit  andern  Worten,  wenn  vier  aufeinander  folgende 
Punkte  derselben  in  einem  Kreise  liegen  oder  wenn  ihr  Krüm- 
mungsradius beim  Übergang  von  einem  Punkte  zu  dem  be- 
nachbarten in  ihm  unverändert  bleibt,  um  die  Bedingung  zu 
finden,  unter  welcher  dies  stattfindet,  differentiicren  wir  den 
in  Art.  102  gefundenen  Ausdruck  und  erhalten 

{U,^  +  f/g^  (f^'^a:i  +  ^M^^-)  =  3-Ö  { (f7n  f-^i  +  (^is  'i^)  <i^, 

also  mittelst 

und  für  S^  H^  als  die  DifFerentialquotienteu  von  11  nach  X-^ 
und  x^  die  gesuchte  Bedingung 

Da  in  dieser  Gleichung  H  vom  Grade  3(jj.  — 2),  U^  und  U^ 
vom  Grade  (ft— 1)  und  die  (7^  vom  Grade  (/i  — 2)  sind,  so 
repräsentiert  sie  eine  Kurve  von  der  Ordnung  (6/i— 10), 
welche  die  gegebene  Kurve  in  den  Funkten  schneidet, 
in  denen  der  oskulierende  Kreis  eine  Berührung  drit- 
ter Ordnung  mit  ihr  hat.  Wenn  die  Kurve  keine  vielfachen 
Punkte  hat,  so  erzeugen  diese  ft(6;(.~10)  Punkte  mit  den  jt 
unendlich  fernen  Punkten  zusammen  j((6f(  — 9)  Spitzen  der 
Evolute,  was  mit  den  vorigen  Formeln  übereinstimmt, 
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In  analoger  Weise  können  die  Charaktere  der  Evolute  in 
dem  allgemeinen  Sinne  des  Wortes  von  Art.  109  untersucht 
werden  und  man  findet,  dass  die  gewonnenen  Formeln  an- 
wendbar bleiben,  wenn  mau  nun  mit  e  die  Zahl  von  Berüh- 
rungen hezeiphnet,  welche  die  gegebene  Kurve  mit  dem  festen 
Kegelschnitt  hat,  während  eine  dem  e  entsprechende  Singu- 
larität nicht  mehr  existiert. 

115.  Wir  fügen  als  eine  weitere  Erläutenmg  zu  der 
Theorie  der  Enveloppen  Eiuiges  von  den  Brennlinien  oder 
Kaustikeu  hinzu,  deren  Untersuchung,  obwohl  durch  die 
Optik  angeregt,  doch  ganz  der  Geometrie  der  Kurven  an- 
gehört; sie  gehören  zu  den  ältesten  Beispielen  von  Enveloppen, 
welche  untersucht  worden  sind.^*)  Wenn  Licht  von  irgend 
einem  Punkt  aus  auf  eine  Kurve  fällt,  so  erhält  man  den 
reflektierten  Strahl  als  die  GeratJe,  welche  im  Fuaspunkte 
denselben  Winkel  mit  der  Kurvennormale  macht,  wie  der  ein- 
fallende Strahl,  Die  Bnveloppe  der  so  reflektierten  Strahlen 
wird  die  Brennlinie  durch  Reflexion  genannt.  Die  all- 
gemeine Gleichung  des  reflektierten  Strahls  ist  leicht  zu  bilden. 
Wenii  2'=0  und  N=0  die  Gleichangen  der  Tangente  und 
Normale  im  Einfallspunkte  sind,  so  ist  für  T',  N'  als  die 
Resultate  der  Substitution  der  Koordinaten  des  Leuchtpunktes 
in  T,  N  die  Gleichung  des  einfallenden  Strahls 

T'N-N'T^O; 
daher  ist  die  Gleichung  des  reflektierten  Strahls  als  des  vier- 
ten harmonischen  zu  diesen  drei  Strahlen 
T'N+N'T^O. 

Die  Enveloppe  desselben  kann  nach  den  vorhergehenden  Regeln 
gefunden  werden. 

Beiapiel.  Man  finde  für  einen  Kreie  die  Brennlinie  durch  Re- 
flexion. Pilr  tt  und  h  als  die  Koordinaten  des  leilclitencien  Punktes  und 
wogen  a^cosö-l-ysinö  — r  =  0,  und  a^sinö  — yco3S  =  0  als  Gleichungen 
der  Tangente  und  Normale  ist  die  Gleichung  des  reflektierten  Strahls 

-|-(aico3e-|-ysine-r)(asiBe-6cose)  =  0 
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{ay  +  Ba:)  003  2 8  +  (&2/  -  a«)  sin  2 0 
+  )-(«  +  o)sme-»-(;/  +  &)cosö=0, 
deren  Enveloppe  nach  Beispiel  2,  Art.  85  die  Gleicliung  hat 
|4(nH6^(^^  +  j/=)-rM(*  +  ^)^  +  (!/  +  pr])^ 

116.  Durch  Quetelet  ist  eine  Methode  angegeben  worden, 
die  das  Problem  auf  das  der  Evolute  zurückführt,  statt  direkt 
die  Enveloppe  der  reflektierten  Strahlen  zu  suchen,  und  die 
daher  praktisch  vorteilhafter  ist;  denn  die  Brennlinie  ist  hin- 
reichend bestimmt,  wenn  man  die  Kurve  kennt,  Yon  welcher 
sie  die  Evolute  ist.  „Wenn  man  aus  den  einander  folgenden 
Punkten  der  reflektierenden  Kurve  als  Centren  mit  je  der 
entsprechenden  Entfernung  vom  leuchtenden  Punkte  als  iiadius 
eine  ßeihe  von  Kreisen  beschreibt,  so  ist  die  Enveloppe  der- 
selben eine  Kurve,  deren  Evolute  die  frag- 
liche Brenniinie  ist."  Oder  wie  es  Dan-  g. 
delin  noch  unmittelbarer  brauchbar  aus- 
gesprochen hat:  Wenn  wir  vom  leuch- 
tenden Punkte  0  die  Normale  OF  auf 
die  Tangente  fällen  und  sie  so  ver- 
längern, dass  FB^OP  ist,  so  ist  die 
Brennlinie  die  Evolute  des  Ortes  von 
F.  Denn  Fl'  ist  offenbar  die  Lage  des  reflektierten  Strahles, 
und  wenn  wir  den  nächstfolgenden  Strahl  ziehen,  so  ist  wegen 
der  Gleichheit  der  von  OT,  TV;  OT',  T'V  mit  TT'  gebilde- 
ten Winkel 

OT+TV^OT'+T'V 

(vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  259),  daher  VF  =  VF'  und  VF 
normal  zum  Orte  von  F.  Wir  nennen  den  Ort  von  P,  den 
Ort  des  Puespunktes  der  Normale  zur  Tangente  in  der  letz- 
teren die  Fusspunktkurve  der  gegebenen  Kurve.  Der  Ort 
von  F  ist.  offenbar  eine  zu  dieser  ähnliche  Kurve  und  seine 
Gleichung  kann  immer  gebildet  werden,  wenn  die  Gleichung 
der  Beciproken  der  gegebenen  Kurve  in  Bezug  auf  0  bekannt 
ist;  man  hat  nur  für  p  in  die  Polargleichung  dieser  Reciproken 

zu  substituieren.    So  ist  die  Brenniinie  durch  Reflexion  für 
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einen  Kreis  die  Evolute  der  Li]na9on  (vergl.  Art.  55,  Beisp.  5), 
weil  ihre  nach  der  gegebenen  Regel  gebildete  Gleichung  von 
der  Form  ist 

41=^(1  +CCOSO)). 

117.  Wenn  Licht  von  einem  Punkte  aus  auf  eine  Kurve 
fällt,  so  wird  der  gebrochene  Strahl  als  die  vom  Fusspunkte 
in  der  Kurve  ausgehende  Gerade  gefunden,  für  welche  der 
Sinus  des  von  ihr  mit  der  entsprechenden  Normale  gebildeten 
Winkels  in  einem  konstanten  Verhältnis  zum  Sinus  des  Win- 
kels des  einfallenden  Strahls  gegen  die  Normale  ist.  Die 
Enveloppe  aller  dieser  Sta-ahlen  heisst  die  Brennlinie  durch 
Refraktion  für  die  gegebene  Kurve. 

Quetelet  hat  düreli  den  folgenden  unmittelbar  evidenten 
Satz  auch  diese  Brenn  Knien  als  Evoluten  charakterisiert; 
„Wenn  man  aus  den  aufeinander  folgenden  Punkten  der  brechen- 
den Kurve  als  Centren  mit  Radien,  die  zu  der  jedesmal  ent- 
sprechenden Entfernung  vom  leuchtenden  Punkte  in  einem 
konstanten  Verhältnis  stehen,  Kreise  besehreibt,  so  ist  die 
Enveloppe  derselben  eine  Kurve,  von  welcher  die  Brennlinie 
durch  Refraktion  die  Evolute  ist."  In  der  That  zeigt  die  Me- 
thode des  Unendlichkleinen  leicht,  dass  infolge  des  Gesetzes  der 
Refraktion  die  Inkreiuente  des  einfallenden  und  des  gebroche- 
nen Strahls  durch  die  Relation 

verbunden  sind;  daraus  folgt,  dass 

rB=Vli' 
wird,  wenn  man  in  der  Verlängerung  des  gebrochenen  Strahls 

TB^.m.OT,    TW^m.Or 
macht,  und  dass  daher  der  gebrochene  Strahl  normal  zu  dem 
Orte  von  K  ist.    Wir  fügen  dem  geometrische  Untersuchungen 
Ober   die  beiden  interessantesten  Falle  der  Brennlinien  durch 
Refraktion  hinzu. 

1.  Die  Brennlinie  durch  Refraktion  für  eine  gerade  Linie. 
Fallt  maai  ein  Perpendikel  von  A  auf  die  Gerade,  verlängert  dasselbe 
so,  daas  AP—  PB  und  führt  durch  A,  B  und  den  Fusspunkt  S  des 
einfallenden    Strahls    einen   Kreis,    so    sei   LB,   der   gebrochene   Straiil; 
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dann    wird    ofi'enbar    dei-    Winkel    ALB    von    demselben    halbiert   und 

AL-^-LB:AB  =  AL:AO  =  ^^AOL:smALO; 
Winkel   AOL   ist   der   vom   gebrochenen    Strahl 
mit   der  Normale   der  Geraden   gebildete  Wjoiel 
und  ALO  =  BLO-^BAB  der  Winkel  des  eir 
Mlenden  Strables  mit  derselben  Normale  und  « 
ist  Eomit  das  Verhältnis  AL-\-LB:AS  gegeben,  , 
Der  Ort  von  X  ist  eine  Ellipse ,  welche  A  und  B  r 
zu  Brennpunkten  hat  und  für  welche  LB,  d 
Nonn&le,   von   weicher   somit    die  Brennlinie  die 
Evolute  ist. 

2.  Die  Brennlinie  durch  Eefraktio 
Wenn  durch  den  leuchtenden  Punkt  A  und  den  ßinfallspuukt  J2  ( 
den  Eadins  OM  berfllirencter  Kreis  beachriebeii  wird,  so  ist  der  Tun 
B  gegeben,  weil  OA.OB^OE'  ist.  Aus  ähn- 
lichen Dreiecken  ist  JiA:RB—OA:OR;    ea   ist 

RA :  EM'==  ümBBA  :  mnBBM 
und  da.  BBA  =  PBA,  d.  h.  gleicli  dem  Winkel  des 
einfeilenden  Strahls  mit  der  NormaJ.e  der  Kurve, 
und  MBM—PBM,  dem  Winkel  des  gebrochenen 
Strahls  mit  derselben  Normale  ist,  so  ist  auch 
MA :  BM  bekannt.     Weil  endlich 

AM.BB  +  MB.AB=^BM.AB 
ist,  so  sind   die  Distanzen  i>  und  q'  des  Punktes  M  von  A  und  B  dureli 
die  llelatioii  verbunden 

BB  RA    ,       ._ 

bm'^  +  bm'^^^'^^- 

Nun  wird  ein  Cartesisches  Oval  oder  eine  aplanetische  Linie 
als  der  Ort  eines  Punktes  definiert,  dessen  Entfernungen  von  zwei  ge- 
gebenen Bremipunkten  durch  die  Eelation 

verbunden  sind,  und  man  beweist  genau  so  wie  bei  den  Kegelschnitten 
{„Kegelschnitte"  Art.  259),  dass  die  Hormale  einer  solchen  Kurve  den 
Winkel  zwischen  den  Brennstraiilen  in  zwei  Teile  zerlegt,  deren  Sinus 
im  Verhältnis  m  :  w  stehen.  Der  Ort  von  M  ist  also  ein  Cartesisches 
Oval,  fflr  welches  A  imd  B  die  Brennpunkte  sind,  und  da  MB  normal 
KU  diesem  Orte  ist,  so  ist  die  Brennlinie  die  Evolute  dieser  Kurve. '^ 

Die  Ellipse  in  1)  und  das  Cartesische  Oval  in  2 )  sind  Kurven, 
welche  die  gebrochenen  Strahlen  rechtwinklig  durchschneiden ;  man 
nennt  solche  Kurven  sowohl  für  die  gebrochenen  als  für  die  reflektier- 
ten Strahlen  sekundäre  Brennlinien. 


y  Google 


128  11^-  Theorie  der  Enveloppen.    118. 

118.  Ea  bleibt  übrig,  kurz  einiger  andern  Klassen  von 
Enveloppen  zu  gedenken.  Wir  haben  früher  daa  Problem  er- 
wähnt, die  Parallelkurve  einer  gegebenen  Kurve  zu  be- 
stimmen. Dasselbe  kann  entweder  als  das  Problem  der  Be- 
stimmung der  Enveloppe  einer  Geraden  behandelt  werden,  die 
parallel  der  Tangente  der  Kurve  in  fester  Entfernung  von  der- 
selben ist,  also  der  Enveloppe  von 

oder  als  das  Problem  der  Bestimmung  der  Enveloppe  des 
Kreises  von  gegebenem  Radius, 

(^_„).+(j-,,).„i<, 

dessen  Mittelpunkt  n,  h  der  Gleichung  der  Kurve  genügt  oder, 
was  dasselbe  ist,  von  der  Bestimmung  der  Bedingung,  unter 
welcher  dieser  Kreis  die  Kurve  berührt.  Das  Ergebnis  ist 
natürlich  eine  Punktion  von  Jc^.  In  gewissen  besondem  Fällen 
kann  dieselbe  in  Faktoren  zerfallen,  wie  z.  B,  die  Parallele 
in  der  Entfernung  k  zu  einem  Kreise  vom  Radius  r  aus  zwei 
Kreisen  von  den  Radien  (r  +  h)  besteht.  Im  allgemeinen  ist 
aber  eine  solche  Reduktion  nicht  möglieh  und  die  beiden 
Tangenten  in  der  Entfernung  +  k  von  einer  Tangente  der 
Originalkurve  gehören  derselben  Parallelkurve  an.  Für  die- 
selbe ist  daher  die  Zahl  der  einer  gegebenen  Geraden  parallelen 
Tangenten  doppelt  so  gross  wie  für  die  Originalkurve,  d.  h. 
v'^-2v.  Ebenso  entsprechen  jeder  luflexionstangente  der 
Originalkurve  zwei  solche  Tangenten  der  Parallelcurve ,  t'  =  2i. 
Um  die  Ordnung  der  Parallelkurve  zu  finden,  reicht  es  hin, 
in  ihrer  Gleichung  Ä  =  0  zu  machen,  weil  dies  die  Glieder  von 
höchster  Dimension  in  der  Gleichung  nicht  beeinflusst;  man 
findet  allgemein  wahr,  was  für  Kegelschnitte  bekannt  ist 
(„Kegelschnitte"  Art.  348,2),  dass  das  Resultat  die  zweifach 
gezählte  Originalkurve  zusammen  mit  den  zwei  Büscheln  von 
V  Tangenten  ist,  die  von  den  Punkten  I,  J  an  die  Kuitc 
gehen;  die  Ordnung  der  Parallelkurve  ist  also  =2((t4-v). 
Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Modifikationen  dieser  Zahlen 
festzustellen,  welche  der  Berührung  der  Originalkurve  mit 
der   unendlich   entfernten   Geraden   oder   dem   Hindurchgehen 
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durch  eiueu  der  Punkte  /,  J  entsprechen;  wir  kommen  so  zu 
Caylejs  Formeln 

i'=2i  =  -6ji  +  2K,    Ä'=2ff--6(£  +  <;), 

e'^2(v-is),     0^=20. 
Die  Parallelkurye  und  die  OriginalJturve  haben  die  nämlichen 
Normalen   und   dieselbe  Evolute,  aber  jede  Normale  der  Pa- 
rallelkurve  hat   im   allgemeinen   zwei   den  Werten   ±  It,   ent- 
sprechende Fusspunkte  in  ihr. 

Beispiel  1.    Man  bestimme  die  PaiiiUelkurve  der  Ellipse  oder 
Parabel  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  348). 

Beispiel  2.      Bestimnie   die   Parallelkurve    zu   x^  +  \ß  =  ofl.     Die 
Gleichung  einer  Tangente  ist  (Art.  99,6) 

die  einer  Parallelen  in  der  Entfernung  h  also 

w cos ip  +  ymifp  =  h  +  asmqi  cos  ip 
und  deren  Enveloppe  [Art.  85,3) 

{     (   '  +  5/--    ')-4r}=-l-'2         J-9A.(   H/)-18    °l-|-8J.ä)»=0 
&bttui  dPäUd        wddWfce        /-tp 
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119.  Wenn  Ix -\- Tjy  +  ^  =  0  die  Tangente  einer  in  recht- 
winkligen Koordinaten   ausgedrückten  Kurve   darstellt,   so  iat 

eine  Tangente  der  ParalleJkurve;  ist  also  die  gegebene  Kurve 
in  Linieukoordinaten  ausgedrückt,  so  erhalten  wir  die  der 
Parailelkurve,  indem  wir  für  ^  den  Wert  S+'cp  substituieren, 
mit  p  =  V{^^  +  »J^)-  Ist  jene  Gleichung  der  Originalkurve 
F=--0,  so  ist  die  der  Parallelkurve 

Diese  Gleichung  wird  von  den  Wurzeln  befreit,  indem  mau 
die  Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  von  p  auf  die  eine  Seite 
bringt  und  dann  quadriert;  der  Grad  der  so  entstehenden 
Gleichung  ist  das  doppelte  von  dem  der  Original  gl  eichung  in 
Übereinstimmung  mit  den  schon  gewonnenen  Ergebnissen. 

Beispiel  1.     Maji  beatirame   die  Gleichung-   der  Parallelkiirve  zu 
-j  + 1^2  =  1    in    Liiiienhooi-dinaten.     Die    entsprechende    Gleichung    der 
Ellipse  iat 
die  der  Patallelkuive  alao 

aH'  +  h'->i'  =  {i;  +  -hQy 

Beispiel  2.  Die  Gleichung  der  Parallelkui-ye  der  Parabel 
y^=px  in  Linienkoordinaten  au  geben.  Die  entsprechende  Gleichung 
der  Parabel  y^^px  ist 

die  der  Parailelkurve  also 

Beispiel  3.  Entwickele  die  Gleichung  der  Parallelen  eines  Kreises 
in  Linienkoordinaten.  Der  Kreis  vom  Mittelpunkt  «,  b  und  dem  Eadius 
c  hat  die  Gleichung   ia  Linienkoordimaten   („Kegelschnitte"   Art.  120,3) 

aeine  Parailelkurve  somit 

(«£  +  6;j  +  £  +  Ä?)"  =  cV'; 
dieae  Gleichung  aevfällt  in  Faktorea  und  giebt 
a^  +  6'J  +  £  +  fce  =  ±ce, 
oder  durch  Rationalisieren 

ein  Piiar  von  koncentriaclien  Kreisen  mit  den  Badien{c  +  7f),  wie  ea  seinmuss. 
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120.  Ganz  so  wie  im  letzten  Beispiel  ergiebt  sich,  dass 
für  jede  Kurve,  deren  Grleidiung  in  Linienko ordinalen  von 
der  ■  Form 

«•(l' +  '!')-''• 
ist,  die  Gleichung  der  Parallelkurve  in  zwei  Teile  von  gleicher 
Form  mit  dem  Original  zerfällt,  oder  dass  die  den  Werten  4:7t 
entapi-ech enden  Parallelen  verschiedene  Kurven  anstatt  zwei 
Zweige  derselben  Kurve  sind.  Denn  durch  die  Substitution  i;  +  7cp 
für  ^  werden  u  und  v  in  ganz  gleicher  Weise  verändert,  näm- 
lich in 

M  +  w'/e Q  -f  m"ä^p^  + . . .,     v  +  v^JiQ-i- ... 
und  tt^(f^  =  v^  wird  also  zu 

(u  +  u'hQ  +  u"Jc^Q^  + ..  .)^ß^  =  (v  +  v'kff  +  v"h^Q^  +  ■•■Y; 
was  in  Faktoren  zerfällt,   die   getrennt  rationalisiert   werden 
können  und  das  Resultat  liefern 

{u  +  u"¥&^  +  ...±(v'k  +  v"'h\'+...)]^0' 
^{v  +  v"k'Q^  +  ...±(n'kQ'  +  u"'k^Q^  +  ...)]\ 
Die  Gleichung,  welche  wir  vorher  für  die  Parallelkurve  eines 
Kegelschnitts  gegeben  haben,  ist  von  der  hier  betrachteten 
Form  und  wir  entnehmen  daraus,  daas  die  Parallelkurve  zu 
ihr  in  der  Entfernung  7(/  in  zwei  ihr  wesentlich  gleiche  Teile 
zerfällt,  nämlich  in  die  beiden  Parailelkurven  des  Kegelschnitts 
in  den  Enfernimgen  k±:}c',  wie  geometrisch  evident  ist.  Für 
die  früher  erwähnte  Kurve  x  +i/  =  a^  zeigt  die  Form  ihrer 
Gleichung  in  Linienkoordinaten 

dass  ihre  Paralielkurve  in  Paktoren  zerfällt;  in  der  That  ist 
die  Gleichung  derselben  in  Linienkoordinaten 

Wenn  wir  filr  u  und  v  die  allgemeinsten  Punktionen  ersten 
und  zweiten  Gfrades  in  |,  ij,  £  nehmen,  so  bezeichnet 

eine  Kurve  vierter  Klasse  mit  zwei  üoppeltangenten  also  von 
der  achten  Ordnung;  diese  Funktionen  können  aber  so  an- 
genommen  werden,  dasa   die  Doppeltangenten   zu   stationären 
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Tangenben  werden  und  dasa  die  Kurve  überdies  eine  andere 
doppelte  oder  stationäre  Tangente  hat,  und  man  kann  somit 
in  dieser  Art  die  Gleictung  einer  Kurve  dritter  und  vierter 
Ordnung  bilden,  deren  Parallelkurve  in  Faktoren  zerfällt. 
Von  dieser  Art  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  die  Reciproke 
des  Cartesisehen  Ovals, 

121.  Wenn  wir  statt  der  rechtwinkligen  Koordinaten  pro- 
jektivische  anwenden,  so  ist  die  Gleichung  einer  zur  Geraden 

parallelen  Linie  von  der  Form  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  Gl, 
64) 

i^x^  +  ^x^  ■+  IgiKg  +  m  {x^  sin  ^^  -f  x^  sin  Ä^  +  %  sin  As)y{S)  =  0 
mit 

5- ijä  +  S/  +  |/-2|,£,cos  A,  -2kk cos ^ ~ 2gJ, cos ^,; 
wir  erkennen  daraus,  dass  die  Gleichung  der  Parallelen  einer 
Kurve  in  Linienkoordinaten  aus  der  Gleichung  dieser  Kurve 
selbst  in  Linienkoordinaten  entsteht,  indem  man  für  die  §;  die 
Summen  ^i-\-my{S)smAi  substituiert.  Wir  wissen  (vergl. 
„Kegelschnitte"  Art.  363),  dass  S=0  die  Gleichung  der  Punkte 
J,  J  in  Linienkoordinaten  ist  und  erkennen  damit,  dass  für 
(9  =  0  als  die  Gleichung  von  zwei  beliebigen  Punkten  und 

Uj^x^  +  a^a^  4-  ('■A  =■  0 
als  die  Gleichung  ihrer  Verbindungslinie  die  Enveloppe  von 

^,x,  +  i^x^  +  tsx^==0 
und  von 

^,x,  +  ^^x,  +  ^,x,  +  (a,x,  +  a,w^  +  a,x,)y(S)  ==  0 
parallele  oder  vielmehr  quasi-parallele  Kurven  sind. 

122.  Wir  nannten  in  Art.  116  den  Ort  des  Fusspunktes 
der  von  einem  gegebenen  Pol  oder  Centrum  ausgehenden 
Normale  zur  Tangente  die  Fusspunktlinie  der  gegebenen 
Kurve.  Denken  wir  zu  derselben  abermals  die  Fusspuukt- 
kurve  bestimmt  etc.,  so  entsteht  eine  Eeihe  von  zweiten, 
dritten  etc.  Fusspuuktkurven  der  gegebenen  Kurve.  Diese 
Eeihe  kann  auch  rückwärts  fortgesetzt  werden,  indem  man  die 
Kurve   aufsucht  imd   als   erste   negative   Fusspunktkurve 
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bezeielmet,  von  welclier  die  gegebene  Kurve  die  Fusspuukfc- 
kurve  ist  etc.  Das  Problem  der  Bestimmung  der  negativen 
Fusspunktkurve  fordert  die  Bestimmung  der  Enveloppe  einer 
Geraden,  welche  durch  den  Endpunkt  des  Radius  vektor  recht- 
winklig zu  demselben  gezogen  wird;  in  andern  Worten,  es 
fordert  die  Bestimmung  der  Enveloppe  von 

^x  +  Tiy  ^  i^  +  ti^, 
wo   I,  T)   die   Gleichung   der  Kurve   befriedigen.     Wir   sahen 
soeben,   dass   das  Problem   der  Aufsuchung  der  Pa.rallelkurve 
auf  das  der  Bestimmung  der  Enveloppe  von 

mit  denselben  Bedingungen  zurückkommt;  in  der  That  hat 
schon  Roberts  bemerkt,  dass  diese  beiden  geometrischen  Pro- 
bleme auf  dasselbe  analytische  Problem  zurückkommen,  näm- 
lich die  Bestimmung  einer  Enveloppe  von  der  form 

und  dass  man  aus  der  Gleichung  der  Parallelkurve  die  Glei- 
chung der  negativen  Fusspunktkurve  erhält,  wenn  man  in  ihr 
k'' =  x" -\- y"  macht  und  dann  -^-x  und  -^-y  für  x  und  y  einsetzt. 
Gewöhnlich  ist  jedoch  das  Problem  der  Bestimmung  der  Parallel- 
kurve das  schwierigere  von  beiden;  immerhin  giebt  die  Methode 
unmittelbar  die  negative  Fusspunktkurve  der  geraden  Linie 
und  des  Kreises  vom  Radius  a,  weil  die  Parallelkurve  für  jene 
ein  Paar  von  äquidistanten  parallelen  Geraden  und  für  diesen 
ein  Paar  koneentrischer  Kreise  von  den  Radien  (a±^)  ist,  so 
dass  die  Gleichung  der  Parallelkurve  in  beiden  Fällen  un- 
mittelbar gegeben  ist  und  somit  die  der  negativen  Fusspunkt- 
kurven  durch  das  angegebene  Verfahren  gebildet  werden  können. 

Beispiel  1.   Wenn /■{»■,  e)  =  0  die  Fusspunttkurve  einer  gegebenen 
Kurve  fQr  einen  bestimmten  Anlangspnnkt  ist,  30  erhält  man  in 

flr->-.co.(»  +  .),  .1-0 
die  FuBSpunktkurve  derselben  für  den  durch  Radius  vektor  )■„  und  Winkel 
(ji  —  ff)  bestimmten  Pol. 

So   erhält  man  für  den  Kreis   r  =  a   die  Fusspunktkurve  aus  dem 
Punkt  r,,  mit 

mitf|,"OdieKardioide  r  =  n(l-f-coae),  weil  für  das  Centrum 
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esderKreia  aelljst  ist,  und  aus  dem  Scheitelkreis  f^  — 2  «er  cos  e  =  a^(l—e^) 
der  Hyperbel  als  Fuaspimktkurye  des  Brennpunktes  folgt  die  für  einen 
beliebigen  Punkt  r„,  .a 

Mit  a  =  0,  r|j  =  — oe  oder  fiir  das  Centrum  als  Pol  und  mit  e^Y^  oder 
die  gleichseitige  Hyperbel  entsieht  die  Lemniskate  r'  =  a^  cos  2  6. 

Beispiel  2.    Wenn  %=fH)  die  Tangentialgleichung  einer  Kurve 
ist   (Art.  13,   69,   Beispiele),   so   ist  für   die  Anfangerichtung   als  normal 
zur  Axe  der  j  die  Polargleictung  der  ersten  Fusapunktkurve 
Und  wenn  .  =  /Wsin^. 

die  Polargleichung  einer  Kurve  ist,  so  erhält  man  mit 

^      sin^ 
die  Tangentialgleichung  ihrer  ersten  negativen  Fusspiiiiktkurve. 

123.  Wenn  man  für  irgend  eine  Kurve  in  jedem  von  einem 
festen  Urspnmg  oder  Centrum  der  Inversion  0  ausgehenden 
Hadius  vektor  OF  ein  Stück  OT'  abträgt,  welches  dem  reci- 
proken  Werte  von  OF  gleich  ist,  so  heisst  der  Ort  von  I" 
die  Inverse  der  gegebenen  Kurve.  Daraus  erhellt,  dass  die 
Fusapunktkurve  einer  gegebenen  Kurve  die  Inverse 
ihrer  reciproken  Polare  und  dasa  die  erste  negative 
Fusapunktkurve  die  reciproke  Polare  ihrer  Inversen 
ist,  vorausgesetzt,  dass  diese  reciproken  Polaren  in  Bezug 
auf  einen  aus  dem  Centrum  der  Inversion  beschriebenen  Kreis 
gebildet  sind. 

Es  unterliegt  keiner  Schwierigkeit,  durch  eine  mit  der 
in  den  andern  Fällen  angewendeten  sehr  ähnlichen  Schiusaweise 
die  Charaktere  der  inversen  Kurve  einer  gegebenen  Original- 
knrve  zu  bestimmen,  somit  auch  die  Charaktere  der  Fusspunkt- 
kurve  und  der  negativen  Fusspunktkurve ;  es  erscheint  als 
hiiu'eichend,  die  Resultate  der  Untersuchung  mitzuteilen.  Wir 
gebrauchen  t  und  ff,  um  dadurch  wie'  früher  auszudrücken 
respektive,  wie  viel  mal  die  Kurve  durch  einen  der  Punkte  I 
oder  J  geht,  und  wie  viel  mal  sie  die  Gerade  IJ  berührt; 
wir  bezeichnen  durch  e*,  ö*  die  reciproken  Singularitäten,  näm- 
lich die  Zahl  von  Berührungen  einer  Kurve  mit  einer  der  Ge- 
raden  Ol  oder  OJ  und  die  Vielfachheit  des  Hindurchgehens 
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durch  den  Ursprung  0;  ferner  dtiicl.  jr„  uud  iCi  die  Zahl  der 
zusammenfallenden  Tangentenpaai  e  tui  einen  Tielfaehen  Punkt 
in  0  oder  in  /  oder  J^  so  dass  z  B  it„^\  wäre,  falls  der 
Ursprung  eine  Spitze  ist;  endlich  durch  3r„*  und  it^  die  reci- 
proken  Singularitäten,  Dann  erhalten  wir  für  die  inverse 
Kurve 

(i!  =2ft  — e--c*, 

r'  =z/+2p-2(H-ö*)-(f*  +  e)  +  ;r„  +  7t^, 

e'    =2ft  — s  — 26*,     e'  =  3t„,     f*'— -TO;, 

für  die  Fusspunktkurve 
ji'  =-2l'  — f*— 6, 
z''    =  fi  +  21/  -  2  (<?  +  «*)  -  (fl*  +  £)  +  :r,*  -i-  ;i.*, 

f'     =21-  — 2ff-£*        ö'=-Jt„*        S**  — TTj* 

endlich  für  die  negative  Fusspunktkurve 

fi'  =v  +  2ft-2(f  +  e*)-(£*  +  <?)+^„  +  ir,-, 
v'  =2(1  — £  —  e*,     e'  =  3ri,     e'  =  fi.  — «, 
e*'  =  2,t--£"2ff*,     e*'  =  jt„,     Ji;  =  6,     w,--**. 
Bei'jpiel  1    Man  befitimme  die  negative  Fusspunktkurve  der  Para- 
bel fui  den  Piennpunit  als  Pol  oder,  was  dasBelbe  ist,  ihre  Breimlinie 
durch.  Reflexion  fur  Strahlen,  welche  zur  Axe  normal  Bind. 
Sei  die  LtleiLhun^ 

so  kann  jt^dpi  P  mkt  dei  Kurve  dargestellt  werden  durch 

«  +  »-1'»,    j-Sl» 
und  die  Gleichung  |^  +  J;i/  =  |^-I- >J^  wird 

Die  Invarianten  dieser  in  X  biq^uadratischen  Form  sind 

5=3  {^'  +  4)»)',     T={x  +  imf^r>im{ie^  +  y''); 
die  Diflkriniinante  iS^  — a??^  wird  daher  durch  x^  +  y''  teilbar  und  gieht 
die  Gleichung 

Dieselbe    ist    der   Gleichung    in    Polaykoordiniten    g*  co«      =  m~   Hq^ui 

valont,.zu  welcher  man  Auch  auf  Inderm  Wege  gelangen  konnte  weil 
aus  Art.  96  unmittelbar  folgt  ddss  für  eme  Kurve  deren  Gleichung  in 
die  Form  9™  =  «!'"  ooimto  gebrauht  weiden  kann  dit  Gleichungen  dei 
Fusspunktkurve  und  dei  negatiFen  luispunktkuive  \cn   loiwiben  iorm 
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sind,  indem  nur  m  respektive  ™-t^7 —  "uid  -. übergeht.    Es  mag 

aikgemerkt  werden,  dass  die  Gleichung  der  Tangente  einer  Parallelkurve 
KU  dieser  Kurve 

{l''-\)3:  +  ny  =  {p+  lfm  +  (l"  +  1)1 
ist  und  dasB  dieselbe  eine  Enveloppe  fünfter  Ordnung  erzeugt,  bei  wekher 
die  den  Werten  +  h  entsprechenden  Kurven  verschieden  aind.     So  sind 
iru   allgemeinen   die  Parallelkurven   unikursal  für  Kurven,    deren  Tan- 
gente die  Gleichungsform 

hat.  Nehmen  wir  z.  B,  ip  (I)  =  mi.\  so  erhalten  wir  eine  Kurve  dritter 
Klasse  und  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  unendlich  ferne  Gerade 
berührt  wird  und  die  Punkte  I,  J  entMJt. 

Beispiel  2.  Die  negative  Fusapunktkurve  fiir  die  Ellipse 
—  +  ^=1  zu  bestimmen,  wenn  der  Pol  im  Centmm  derselben  liegt. 

Setzen  wir  für  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Ellipse  wie  gewöhn- 
lich o coa  qi  und  i) singt,  so  gilt  es,  die  Enveloppe  der  Geraden 
afli  cos  cp  -I-  &y  sin  qi  -=  a*  eo8=  cp  -f  6=  sin'  cp  -  i  («=  -f  6^  -h  4  («'  -  ö=)  coa  2 -p 
zu  bestimmen.    Setzen  wir 

so  wird  die  Enveloppe  nach  Art.  85 

{  3  (a  V -I- 6  V)  -  4  K  +  3  »»"j  P 

Beispiel  3.  Man  bestimme  die  negative  Fusspunktkurve  der  Ellipse 
für  den  Pol  im  Brennpunkt.  Das  vom  Brennpunkt  ans  gemessene  x  ist 
c  +  a  coa  q;  und  der  Brennstrahl  n  +  c  cos  f  \  es  ist  also  die  Enveloppe  von 

a'(c-f-öcOBq))-l-^&sinip  =  (ß-i-CC0aq3)  = 
zu  bestimmen,  oder  von 

c'eoB2rj)-t.a(4c  — 2ic)cosq)-2&i/sinq!  +  (2a^  +  c^-2ciK)  =  0i 
sie  ist  durch 

+ 1 9  ö^  («' -  ca: -I- 2  c')  {«' -(- y')  -  (2  ö« -f  ca:)«  [2  =  0 
dargestellt,  welche  Gleichung  in  entwickelter  Form  den  Faktor  (a;'  +  j/') 
abKUSondem   gestattet  und  somit  eine  Kurve  vierter  Ordnung  repräsen- 
tiert, die  die  Geraden  x^  +  y^=<>  ku  stationären  Tangenten  hat. 
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Metrische  Eigenschaften  der  Kurven. 


124.  Die  wicttigeren  metriseben  Eigenschaften  der  Kurven 
en  in  diesem  Kapitel  entwickelt  werden,  Znr  Untersuchung 
igensehaften  benntzt  man  am  besten  die  rechtwinkligen 
Cartesiscben  Koordinaten,  weil  wir  (vergl.  Art.  35)  durch  die 
Substitution  von  p  coa  9  nnä  q  sin  9  für  x  und  y  aus  der  Glei- 
chung unmittelbar  die  Längen  der  Segmente  erhalten,  welche 
von  der  Kurve  in  irgend  einer  durch  den  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  gehenden  Geraden  bestimmt  werden;  also  auch 
in  jeder  beliebigen  Geraden,  weil  durch  Koordinaten  -  Trans- 
formation jeder  Punkt  zum  Anfangspunkt  gemacht  werden  kann. 

Daraus  entspringt  zunächst  der  Satz  von  Newton:  Wenn 
man  durch  einen  Punkt  0  zwei  Sehnen  zieht,  die  eine 
Kurve  m'"""  Ordnung  in  den  Punkten 

B,,  ßg,  ...,  E„5   S„  Sg,  ...,  S„ 
respektive  schneiden,  ao  ist  das  Verhältnis 
0B,.0Rs...01ln 
OS,.OS^...OS„. 
der   Produkte    der   Abschnitte    in    der   einen   und   der 
andern  Geraden  konstant  für  alle  Lagen  des  Punktes 
0,   bei   unveränderter   Richtung   der   Transversalen.^^) 
(Vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  111.)   Denn  aus  der  Polargleichung 
der  Kurve  (Art.  36)   folgt,  wie  a.  a.  0.  für  den  Kegelschnitt, 
dass  das  Produkt  aller  Werte  des  Radinsvektor  in  einer  durch 
den  Anfangspunkt  gehenden  und  unter  dem  Winkel  6  zur  Äxe 
der  X  geneigten  Geraden 


P  cos"  d  +  Q  cos"" '  B  sin  fi  +  . . 
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ist,  Tind  dass  das  entspreclieiide  Produkt  für  eine  andere  unter 
6'  zur  Axe  der  X  geneigte  Gerade  den  Wert 


Pcos«  6'  +  Q  eos"-^  e'  sin  6'  + . . . ' 
tksB  jiIho  diis  Verhältnis  beider  durch  den  Bruch 
Pcos''e  +  ^<!os"-^9  sin^e  -K^ 
Pm^ Q'  +  Q  cos" - "1'  sin 0'  +  ..'. 
ausgedrückt    wird.      Durch   eine   Transformation   0 artesischer 
Koordinaten  zu  parallelen  Axen  werden  aber  die  Koefficienten 
der  höchsten  Potenzen   der  Veränderlichen  in  der   Gleichung 
und    also    auch   das   geschriebene   Verhältnis   nicht   geändert. 
(Vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  93.)     Wir  können  denselben  Satz 
auch   so   aussprechen:  Wenn  durch  zwei  feste  Punkte  0, 
0'   parallele   Transversalen   zu   einer   Kurve   w'^"^^  Ord- 
nung gezogen  werden,  so  ist  das  Verhältnis  der  Seg- 
mentenprodukte 

OR^MIi^...:0'E\.0'R'^... 
konstant,  welches  auch  die  Richtung  der  Transver- 
salen sein  mag.  („Kegelschnitte"  Art.  111.)  Denn  für  A' 
als  das  absolute  Glied  der  Gleichung  der  Kurve  nach  der 
Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Koordinaten  von  0  nach 
0'  ist  das  aweite  Produkt 


Pcos''0  +  ... 
so  dass   das  Verhäitnia   der  Produkte   der  Segmente   =  A:A' 
lind  somit  unabhängig  von  B  wird. 

Man  weiss  ferner  (vergl,  „Kegelschnitte"  Art,  93),  dass 
das  neue  absolute  Glied  das  Resultat  der  Substitution  der 
Koordinaten  des  neuen  Anfangspunktes  ff  in  die  Gleichung 
der  Kurve  ist  und  sieht  daher,  dass  das  Resultat  einer  solchen 
Substitution  immer  dem  Produkt  der  Segmente  proportional 
ist,  die  von  der  Kurve  in  einer  durch  0'  in  gegebener  Rich- 
tung gezogenen  Geraden  abgeschnitten  werden.  (Vergl.  „Kegel- 
schnitte" Art.  291.) 

125.  Aus  dem  vorigen  Satze  ergiebt  sich  der  von  Carnot, 
von  welchem  ein  Specialfall  in  Art.  327  der  „Kegelschnitte"  steht. 
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Jede  Seite  eines  Polygons  ABC...  schneide  eine  Kurve  n^"' 
Ordnung  in  n  reellen  Punkten,  und  seien  durch  (-P)',  '(-ß)  die 
Produkte  der  n  von  S  ausgemessenen  Segmente  bezeichnet, 
die  die  Kurve  so  auf  den  Seiten  SC,  BA  bestimmt,  so  ist 
(^)'.(B)'.(Cy.(i))'...-'(^).'(£).'(C)-'(B)- 

Denn  für  Radien vektoren,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  parallel  zu  den  Seiten  des  Polygons  gezogen  werden, 
gelten,  wenn  wir  ihre  Segmeutenprodukte  in  analoger  Weise 
durch  («),  (ö),  (c),  ...  bezeiclinen,  ohne  Rückaiclit  auf  die  Vor- 
zeichen die  Relationen 

'{B):(B)<-(a)-Jt),  '(C):(C)'_(i.):(«),  '(D) : (_D)' - (c) : (Ä),  etc. 
und  die  Verbindung  derselben  zum  Produkt  beweist  den  aus- 
gesprochenen Satz. 

126.  Bei  der  Anwendung  des  Carnotschen  Satzes  ist  auf 
die  Vorzeichen  der  Produkte  sorgfältig  zu  achten,  um  Zwei- 
deutigkeiten zu  yenneiden.  Betrachten  wir  die  Segmente  in 
der  Linie  AB,  so  ist  {Ä)'  das  Produkt  von  n  im  Sinne  von 
A  nach  B  gemessenen  Segmenten  und  '{B')  das  Produkt  von 
gleichfalls  n  im  Sinne  von  B  nach  A  gemessenen  Segmenten, 
so  dass  nach  der  Hegel  der  Zeichen  (vergl.  „Kegelschnitte" 
Art.  6,  7)  jedes  Segment  der  letztern  Gruppe  als  von  ent- 
gegengesetztem Zeichen  zu  jedem  der  erstem  zu  betrachten 
ist  und  also,  wenn  wir  dem  Produkt  (A)'  das  Zeichen  +  geben, 
das  Produkt  '{B')  das  Zeichen  (— )"  erhalten  muss,  d.  i.  +  für 
gerade  und  —  für  ungerade  n.  Ist  dann  k  die  Seitenanzahl 
des  Polygons,  so  muss  die  Gleichung  des  letzten  Artikels,  in 
der  jede  Seite  aus  k  Faktoren  wie  (Ä)'  oder  '{A")  besteht,  in 
der  Form 

{A)'.(Bf.(cy.-.-{-r'(A).\B).\c)... 

geschrieben  werden,  d.  h.  die  rechte  Seite  hat  für  Kurven  von 
gerader  Ordnungszahl  und  für  Polygone  von  gerader  Seiten- 
zahl das  Zeichen  -f  und  erhält  das  Zeichen  — ,  wenn  beide 
Zahlen  ungerade  sind.^^) 

Beiapiel  1.    Eine  gerade  Linie  sehneide  die  Seiten  eines  Dreieuks 
AB,  BO,  GA  in  den  Punkten  0'.  A',  ff,  dann  ist 
AC  BA'.  Off  =  -AS'.  BC  GA' 
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(„Kegelaclinitte"  Art  42)  und  da,B  Zeiclii'n  sagt  aufi  d'iftä  eme  derade, 
welche  awei  Seiten  des  Dieiecks  zwischen  liien  Endpunkten  schneidet, 
die  dritte  Seite  ausserhalb  schneiden  mnas  Wpnn  die  Lmien  AA  BB', 
CG*'  durch  einen  Punkt  gphpn  so  wird  die  Belation 
AC*'.BA'.OB'^  +  AB'.BC*'.CÄ' 
erfüllt  („Kegelschnitte  "Art.  4.3)  und  die  Gerade  AB  wird  in  den  Punkten 
C  nnd  C*'  harmonisch  geteilt. 

ß       p     1  I  e  Seiten   des  Dreiecks   wci'den   von  einem  Kegel- 

hnitt       d      P    ktei  A',  B',  C  berührt,  wenn  nach  Carnots  Theorem 

AG     BA'\GB'^^  +  AB'\BC'\CA'^ 
1   1  1 

AC'.BA'.OB  =  +  AB    BC    CA 
t    w     lob  int        Z      hen  dadü  ch  lusge^^chloisen  ist     ia      p  ne  ^oi-^e 
L  ht  dr      P  nkte   mit   emem   Kegelsuhnitt  gemein  hahei    kann 

Damit  t  b  U  Sata  aus  data  die  Verbindi  ngslmten  1er  Erken 
d  D  k  mit  t  Beröhrung*'!  unkten  dei  Gegenseiten  aifh  in  einem 
Punkte  schneiden. 

Beispiels.  Wenn  ^',  JB  0  Inflexion  lUikte  e  nei  K  ive  Ir  ttei 
Ordnung  mit  den  Tangenten  B(  CA  iB  in  \  so  sigt  dei  C^rnot 
sehe  Satz,  daas 

AC'=.  BA'^  GB'^'^-AB".  BO".  OA'^ 
sein  muss,  oder  nach  der  einzigen  reellen  Wurzel 

AG'.  BA'.  GB'=^AB'.  BG'.  GA', 
ä.  h.  wenn  eine  Kurve  dritter  Ordnung  drei  reelle  Inflexiona- 
punkte  hat,  so  liegen  dieselben  immer  in  einer  geraden  Linie. 
Daher  kann  eine  Kurre  dritter  Ordnung  überhaupt  nur  drei  reelle 
Inflesionspunkte  haben,  weil,  falls  sie  deren  melirere  hätte,  dieser  Satz 
för  alle  die  Lage  in  derselben  Geraden  fordern  würde,  während  doch 
eine  Gerade  eine  Eurve  dritter  Ordnung  eben  nur  dreimal  Bohneiden  kann. 
Derselbe  Schluss  beweist  übrigens,  dass  drei  reelle  Punkte  einer 
Kurve  von  ungerader  Ordnung  n,  in  deren  jedem  die  Tangente  n  Punkte 
mit  der  Kurve  gemein  hätte,  immer  in  einer  geraden  Linie  liegen  mäsaen. 
Beispiel  4.  Wenn  in  einer  Kurve  vierter  Ordnung  drei  Doppel- 
tajigenten  AB,  BC,  CA  mit  den  Berührungspunkten 

G',  G";    A',  A";    B',  B", 
betrachtet  werden,  so  ist 
AG'^.AG"^BA^^BA"\CB'^GB"'^=AB'KAB■'''.BG'^BG"^CA'^GA"' 

AG'.  AG".  BA'.  BA".  CB'.  GB"  =  ±AB'.  AB".BC'.  BG".  GA'.  GA". 
Dies   giebt  mit  Rflokaicht  auf  das  doppelte  Vorzeichen  den  Sat«:  Tiir 
drei  Doppeltangenten  einer  Kurve  vierter  Ordnung  geht  der 
Kegelschnitt,  welcher  fünf  ihrer  Berührungspunkts  enthält. 
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entweder  auch  durch  den  sechsten  Berührungapunkt  oder 
durch  den  ihm  in  der  betreffenden  Seite  dos  Dreiecks  der 
Doppeltangenten  harmonisch  konjugierten  Punkt.  Somit  giebt 
es  Bwei  verschiedene  Arten  von  Triaden  der  Doppeltajigenten  einer  Kurve 
vierter  Ordnung,  welche  diese  geometrischen  Kennzeichen  yon  einander 
trennen. 

127.  Es  giebt  besondere  Fälle,  in  denen  der  Camots«ihe 
Satz  eine  Modifikation  verlangt.  Zuerst,  wenn  eine  der  Ecken 
dea  Polygons,  z.  B.  Ä  unendlich  fern  wäre,  oder  zwei  Nachbar- 
seiten  desselben  parallel,  so  ist  in  der  Grenze  (Ä)' =  '{Ä)  und 
somit  die  Gleichung  des  Camotsehen  Satzes 

(i)y.(cy...-'(ij).'(C)... 

Wenn  zweitens   eine  der  Ecken,  z.  B.  Ä  in  der  Kurve   läge, 
so  würde  einer  der  «  Paktoren  in  jedem  der  Produkte  {A)'  und 
'(Ä)  verschwinden;  wir  können  aber,  wegen 

AH :  Ä  E' =  am  Eli' A:  sin  R'BÄ, 
für  das  Verhältnis  dieser  verschwindenden  Faktoren  das  Ver- 
hältnis der  ainus   der  Winkel   setzen,   welche   die   Seiten  des 
Polygons  in  A  mit  der  Tangente  der  Kurve  in  A  machen,  "so 
dass  die  Camotsche  Formel  wird 

(ÄJ . (B)' . (C)'  ......ma- '(Ä) . '(iJ) . '(C) . . . : sin  »', 

WO  nun  (A)'  und  '(^1)  nur  je  (n  —  1)  Faktoren  haben,  und  k,  a' 
die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Seiten  der  Geraden,  in 
denen  (Ä)'  und  '(A)  respektive  gemessen  sind,  mit  der  Tan- 
gente in  A  machen.  In  dieser  Art  folgt  z.  B,  der  Satz:  „Wenn 
ein  Polygon  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  so  ist  das 
stetige  Produkt  der  sinus  der  Winkel,  welche  die  Seiten  des- 
selben mit  der  Kegelschnittstangente  am  jedesmaligen  rechten 
Ende  bilden,  gleich  dem  Produkt  der  sinus  der  Winkel,  welche 
sie  mit  der  Tangente  am  linken  Ende  eiusehliessen. 

128.  Wenn  in  einer  geraden  Linie  n  Punkte  liegen,  so 
nennt  man  denjenigen  Punkt  in  ihr,  für  welchen  die  alge- 
braische Summe  seiner  Entfernungen  von  ihnen  versehwindet, 
das  Centrum  der  mittlem  Entfernung  der  gegebenen 
Punkte.  Ist  die  Entfernung  des  Centrums  von  irgend  einem 
gegebenen  Punkte  0  der  Linie  y  und  sind  die  Entfernungen 
desselben  Punktes  0  von  den  n  angenommenen  Punkten 
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Vi,  y^,   --M   «/", 

so  sind  die  Entfemimgen  des  Centrums  Ton  den  n  Punkten 

V-Pi,    y-Vi-,    ■■-,    y-Vn 
und  die  durch  die  Definition  gegebene  Bedingung  ist 

2;(y-!/i)  =  0  oder  w«/  =  S(>i)i 
d.  li.  die  Entfernung  eines  angenommenen  Punktes  vom  Cen- 
trum ist  gleich  der  durch  die  Zahl  der  Punkte  dividierten 
Summe  seiner  Entfernungen  von  den  gegebenen  Punkten  oder 
gleich  der  mittleren  Entfernung  des  angenommenen  Punk- 
tes von  den  letzteren.  So  ist  für  zwei  Punkte  das  Centmm 
der  mittlem  Entfernungen  der  Mittelpunkt  der  von  ihnen  be- 
grenzten Strecke  und  die  Entfernung  jedes  Punktes  von  ihm 
ist  gleich  der  halben  Summe  seiner  Entfernungen  von  den 
beiden  Punkten  der  Gruppe. 

■  Die  wohlbekannten  Eigenschaften  der  Durchmesser  der 
Kegelschnitte  wurden  in  dem  hierdurch  begründeten  Sinne  von 
Newton^^)  im  folgenden  für  alle  algebraischen  Kurven  giltigen 
Satze  erweitert;  Wenn  man  eine  Kurve  «""■  Ordnung 
durch  ein  System  von  Parallelen  schneidet  und  in 
jeder  derselben  das  Centrum  der  mittlem  Entfernun- 
gen ihrer  n  Schnittpunkte  mit  der  Kurve  bestimmt, 
so  ist  der  Ort  dieses  Centrums  eine  gerade  Linie, 
welche  als  der  dem  gegebenen  System  paralleler  Seh- 
nen entsprechende  der  Richtung  desselben  konju- 
gierte Durchmesser  der  Kurve  bezeichnet  werden 
kann.  Wir  benutzen  zum  Beweis  die  in  dem  speciellen  Falle 
der  Kegelschnitte  angewendete  Methode  (vergl.  „Kegelschnitte" 
Art.  100).  Der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  das  Cen- 
trum  der  mittlem  Entfernungen  für  eine  Sehne  unter  dem 
Winkel  6  zur  Axe  der  a,  wenn  ö  so  bestimmt  ist,  dass  durch 
die  dem  Übergang  zu  Polarkoordinaten  entsprechende  Sub- 
stitution pcoaÖ,  ßsinö  oder  im  Falle  schiefwinkliger  Axen 
mp,  nQ  für  x  und  y  der  Koefficient  von  p"""^  verschwindet. 
Wir  suchen  dann  die  Bedingung  auf,  unter  welcher  ein  anderer 
Punkt  ä!y'  das  Oentrura  der  mittlem  Entfernungen  für  eine 
zur   vorigen   parallele   Sehne   ist,   indem  wir  zu  neuen  Axen 
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durch  diesen  Punkt  a^j/'  und  parallel  zu  den  alten  traaafor- 
mieren;  der  neue  Koefficient  von  p"""^  muss  für  denselben 
Wert  von  ö  verschwinden.  Wenn  aber  die  Gleichung  U=0 
zu  parallelen  Axen  durch  die  Substitution 

^  +  ^,   y  +  y' 

fiir  X  und  y  transformiert  wird,  so  wird  sie 
dx      ^   dy 

hier  enthalten  nur  die  drei  ersten  Glieder  die  Variabein  in  der 
(w— l)*^""  Potenz  und  weil  in  diesen  Gliedern  x\  y'  nur  im 
ersten  Grade  vorkommt,  so  muss  der  fragliche  Ort  eine  gerade 
Linie  sein.     Ihre  Gleichung  ist 

dx       ^  dp   ^    ' 
wenn  wir  in  *('"',  m<"""')  für  x  und  y  entweder  cosÖ  und  sinÖ 
oder  m  und  n  substituiert  denken. 

129.  Newton  hat  auch  bemerkt,  dass  der  nämliche  Punkt 
das  Oentrum  der  mittlem  Entfernungen  in  einer  Geraden  ist 
für  das  System  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Kurve  und  für 
das  ihrer  Schnittpunkte  mit  den  Asymptoten  derselben,  und 
dass  daher  die  algebraische  Summe  der  Abschnitte 
zwischen  der  Kurve  und  ihren  Asymptoten  gleich  Null 
ist  —  auch  die  Erweiterung  eines  wohlbekannten  Satzes  („Kegel- 
schnitte" Art,  205).  Die  Wahrheit  derselben  folgt  aus  der 
im  letzten  Artikel  gegebenen  Gleichung  eines  Durchmessers 
und  aus  Art,  52,  wonach  die  Glieder  m'"*  und  »(("-'>  in  der 
Gleichung  der  Kurve  und  der  Gleichung  ihrer  Asymptoten 
übereinstimmen. 

130.  Wir  können  in  analoger  Weise  den  Ort  eines 
Punktes  suchen,  für  welchen  die  Summe  der  Produkte 
in  Paaren  Null  ist  für  die  in  gegebener  Richtung  ge- 
messenen Abschnitte  zwischen  ihm  und  der  Kurve. 
Der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  ein  solcher  Punkt,  wenn 
der  Koefficient  von  ß""^  für  den  gegebenen  Wert  von  ö  ver- 
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schwindet;  der  Ort  solcher  Punkte  wird  also  wie  in  Art.  128 
gefunden,  indem  man  untersucht,  welche  Relation  zwischen 
a/  und  y'  stattfinden  muss,  damit  der  Koefficient  von  (i"~^  in 
der  transfonnierten  Gleichung  verschwindet.  Weil  aber  die 
Glieder  (n  —  2)*™  Grades  in  x  und  y  keine  höheren  als  die 
zweiten  Potenzen  von  a/  und  y'  enthalten,  so  ist  der  fragKche 
Ort  ein  Kegelschnitt,  den  wir  den  Diametralkegelschnitt 
nennen  wollen.     Seine  Gleichung  ist 

^  V      dx^  "  dxdy     "     dy^  /        ' 

wenn  wir  in  m*""^*  etc.  cosö  und  sinÖ  für  x  und  y  substituiert 
denken.  Wenn  die  Entfernungen  irgend  eines  Punktes  vom 
Diametralkegelschnitt  durch  y  und  von  der  Kurve  durch  j/[, 
)/j,  ..    bezeichnet  sind,  so  haben  wir  nach  der  Definition 

2:(y-yOö/-;/g)  =  o, 

eine  Summe  von  so  viel  Gliedern  als  Kombinationen  zu  zweien 
zwischen  n  Elementen,  also  von  |  n(w—  1)  Gliedern,  Denken 
wir  dieselbe  entwickelt  und  nach  Potenzen  von  y  geordnet,  so 
ist  der  Koefficient  von  i/  eben  gleich  -l-n(n—l);  der  Koef- 
ficient von  y  besteht  dann  aus  |-  w  (m  —  1)  Gliedera  von  der 
Form  --(j/i  +  ys)  i^nd  muss  somit,  weil  er  in  den  n  Grössen 
j/j,  ?/g,  ...  symmetrisch  sein  muss,  durch 

-(«-l)Z(j,) 
dargestellt  sein.     Es  ist  also 

^iy-ydi'j-y2)-i-»{^~'^)f-i^^-'^)y^(yi)  +  ^iyivd-^- 

Diese  quadratische  Gleichung  giebt  die  Entfernungen  eines 
beliebigen  Punktes  vom  Diametralkegelschnitt,  wenn  wir  seine 
Entfernungen  von  der  Kurve  wissen.  Das  ^  n  (w  —  1)  fache 
dieses  Produktes  ist  gleich  ^(j/iya),  d.  h.  das  Produkt  der 
Entfernungen  vom  Diametralkegelsehnitt  ist  gleich 
dem  mittlem  Produkt  der  Distanzen  von  der  Kurve 
in  Paaren,  weil  ja  die  Zahl  der  Produkte  dieser  Art  eben- 
falls ij-n(w— l)ist.  Die  Summe  der  Enfernungen  vom  Diametral- 
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Krummlinige  Durchmesser  der  Kurven.    131.  J45 

2 
kegelschiiitt  ist   gleich  —  Z(«/).     Die   mittJere  Entfernung  ist 

daher  für  beide  Kurven  dieselbe,  weil  in  dem  einea  Falle  zwei, 
im  andern  n  Distanzen  auftreten;  die  beiden  Kurven  haben 
also  denselben  Durchmesser. 

131.  Man  erkennt  ohne  Schwierigkeit,  dass  eine  Kurve 
^isr  Ordnung  krummlinige  Dnrchmesser  von  jeder  Ordnung 
bis  zur  (m— 1)*™  haben  kann.  Der  Ort  eines  Punktes,  für 
welchen  die  Summe  der  Produkte  zu  dreien  Null  ist  für  die 
in  gegebener  Richtung  gemessenen  Distanzen  von  der  Kurve 
wird  z.  E,  gefunden,  indem  man  den  Koefficienten  von  q"~°- 
iu  der  transformierten  Gleichung  gleich  Null  setzt.  Wir  linden 
ebenso  wie  vorher,  dass 

5:  (j/ -  S/i)  0  -  y.)  (?/ -  i/g)  "^ -6- »  ("  -  !■)  (w  -  2)  ;/3 

ist  und  erkennen,  dass  die  Kurve  und  ihr  kubischer 
Durchmeaaer  dieselbe  mittlere  Entfernung,  dasselbe 
mittlere  Produkt  in  Paaren  und  dasselbe  mittlere 
Produkt  zu  dreien  für  die  Entfernungen  haben.  Ebenso 
für  Durchmesser  höherer  Ordnungen.  Die  folgenden  Betrach- 
tungen werden  über  diese  krummlinigen  Durchmesser  weiteres 
Licht  geben, 

132.  Zunächst  fägen  wir  dem  von  den  Durchmessern  ge- 
sagten einiges  von  den  Oentren  an.  Wenn  alle  Glieder  vom 
Grade  (n  —  1)  in  der  Gleichung  verschwinden,  so  verschwindet 
die  algebraische  Summe  aller  Radienvektoren  durch  den  An- 
fangspunkt der  Koordinaten  und  man  könnte  denselben  in 
diesem  Sinne  als  ein  Centrum  benennen.  Man  wendet  jedoch 
die  Benennung  Contrum  gewohnlich  nur  auf  den  Fall  an,  wo 
jedem  Werte  des  Radiusvektor  ein  gleicher  und  entgegen- 
gesetzter Wert  entspricht.  In  diesem  Falle  muss  die  zu  Polar- 
koordinaten transfonnierte  Gleichung  eine  Punktion  von  p^ 
aein.  Ist  die  Kurve  also  von  gerader  Ordnungszahl,  so  kann 
ihre  Gleichung  in  x  und  p  für  das  Centrum  als  Änfangspimkt 
keine  der  ungeraden  Potenzen  der  Variabein  enthalten  und 
muss  von  der  Form 


y  Google 


146  IV.  Metrische  Eigenschaften  der  Kurven,   133, 

^W-f  mP) +  «(*)  +  ...  =  0 
sein.  Ist  die  Kurve  aber  von  ungerader  Ordnuugszab] ,  so  muss 
ihre  Polargleichntig  durch  Division  mit  p  auf  eine  Punktion 
von  Q^  reduzierbar  sein,  und  die  Gleichung  in  x  und  y  kann 
keine  der  geraden  Potenzen  der  Veränderlichen  enthalten  und 
muss  die  Form 

y(r>4.„(3)4_j(t-'l  +  ...  =  0 

haben.  Diese  Form  zeigt,  dass  das  Centrum  einer  Kurve  von 
imgerader  Ordnimg  notwendig  ein  Inf lexionap  unkt  sein  muss. 

Es  ist  oifenbar,  dass  eine  Kurve  von  höherer  als  der 
zweiten  Ordnung  nur  ausnahmsweise  ein  Centmm  haben  kann, 
weil  es  im  allgemeinen  nicht  möglich  ist,  durch  Transformation 
der  Koordinaten  ao  viele  Glieder  aus  der  Gleichung  der  Kurve 
zu  entfernen,  wie  zu  ihrer  Reduktion  auf  eine  ^er  obigen 
Formen  erforderlieh  wäre.^*) 

133.  Von  Cotes  rührt  der  wichtige  Satz  her:  Wenn  in 
jedem  durch  einen  festen  Punkt  0  gehenden  Kadius- 
vektor  der  Kurve  ein  Punkt  It  so  bestimmt  wird,  dass 

OB     OJt,OR,^OMs^ 
ist,  so  ist  der  Ort  von  B  eine  gerade  Linie.^'^)     Denn 
für  0  als  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  die  Bestimmuiigs- 
gleichung  dei-  n  Radien  Vektoren  von  der  Form 

yl— +(i?cose  +  Csin0)^ 
p"  ,"-^ 

-\-{Dcos^d+EcoBB  sind +  Fsm'B)^^  +  . ..  =  (), 
und  somit  .  a  ,  n  ■    a 

0B^~  """Ä 

oder  mit  Wiederherstellung  der  x  und  // 
Bx-\-Cy-\-nA=^0. 
Dies  ist  die  in  Art.  60  für  .die  Polargerade  A  des  Anfangs- 
punktes gefundene  Gleichung  und  die  eben  bewiesene  Eigen- 
schaft ist  die  Erweiterung  der  wohlbekannten  harmonischen 
Eigenschaft  von  Pole  und  Polare  bei  Kegelschnitten.  (Vergl. 
„Kegelschnitte"  Art.  108.) 
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134,  Man  begründet  dieselbe  Eigenscliaft  durch  eine  Me- 
thode, die  der  in  „Kegelschnitte"  Ari.  124  angewendeten 
analog  ist,  auch  ohne  den  Punkt  0  zum  Auf angap unkt  der 
Koordinaten  zu  machen.  Wir  sahen  in  Art.  63,  dass  für  zwei 
Punkte  0   oder  Xj    nnd  M  oder  a",-  die  Gleichung  A  ^  0  oder 

die  Verhältnisse  lili^iOBj,  ...  bestimmt,  nach  welchen  die 
Verbindungslinie  dieser  zwei  Punkte  durch  die  Kurve  geteilt 
wird.  Aus  der  Theorie  der  Gleichungen  folgt  dann,  dass 
Ai7'  =  0  die  Bedingung  ausdrückt,  unter  welcher  die  Summe 
der  Wurzeln  der  Gleichung  A=^0  verschwindet,  d.  h.  dass 
A  f/'  -=  0  den  Ort  eines  Punktes  li  darstellt,  fiir  welchen 

M.    ^    L  =0 

ist.  Indem  man  BJii  durch  {OBj  -  Oll)  ereotzt,  wird  diese 
Gleichung  übergeführt  in 

n  l      ,      ] 


Mit  Bezug  auf  die  Schluesbemerkung  von  Art.  l?^  er- 
hält man:  Jede  Gerade  dirroh  den  (« —  2)  fa.chen  Punkt  einer 
Kurve  «."'■  Ordnung  wird  durch  sie  und  seine  erste  Polare 
harmonisch  geteilt. . 

135.  Man  erkennt  in  gleicher  Art,   dass  der  Polarkegel- 
schnitt A^//'  =  0  der  Ort  eines  Punktes  ist,  für  den 
nn,    JilL\ 


\OR,"ÖIl,)" 
\01i      OüJ  \0U     OK,) 


=  0 
oder 


ist,  und  jede  Gerade  durch  den  (w  — 3)  fachen  Punkt  einer 
Kurve  n'-'"'  Ordnung  macht  in  dieser  und  in  seiner  zweiten 
Polare  Abschnitte  von  der  gleichen  Relation.  Ähnlieh  auch 
für  die  Polarkurven  höherer  Ordnungen.  Die  Polarkurve  Ä;*™ 
Ordnung  besitzt  die  Eigensoha.ften 
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1.2      ^  1  1.2      ^  l 

B  (w  -  1)     Oüi  .0^3      k{k-V)    'Oli*.  OU*  ' 
1.2.3       ^  1  1.2.3      ^ 


n{n-\){n-2)    0\.0B^.01i^   'k(k-l)(}c-2)    OR*.(m*.OK* 

etc., 
wo  wir  rait  O'R  einen  Radiusvektor  der  Kurve  uud  mit  OJi* 
einen  der  Polarturve  bezeielmet  haben. 

Sind  die  Fundameiitalpunkte  0  nnd  B  respektive  ]c  und 
Ä;'fach  in  der  Kurve,  so  dass  die  Gleiclmng  A=^0  auf  den 
Grad  («  — ft~if/)  kommt,  so  wird  iärJc  +  Jc'  =n—2  die  Gerade 
OR  fiir  die  Schnittpunkte  der  Kurven  E7-0,  A*+'  0"=0  har- 
monisch geteilt;  jdarch  jeden  Punkt  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung gehen  fünf  derartige  Gerade, 

136,  Wenn  der  Punkt  0  ein  unendlicb  ferner  Punkt  ist, 
so  können  die  von  ihm  aus  gemessenen  Entfernungen  als  im 
Verhältnis  Eins  au  einander  stehend  und  die  Nenner  der  Brüche 

tttj^'  tttT^'   ■•■   ^^    einander   gleich  betrachtet  werden.     Die 

üleicbimg   Tyr^^O,  welche  die  Eigenschaft  der  Pola.rliiiie 

ausdrückt,  reduziert  sich  dann  auf  Z(ß-Ri)  =  0,  d.  b,  die  Summe 
der  Abschnitte  zwischen  der  Polare  und  der  Kurve  in  allen 
den  nach  0  gehenden  parallelen  Sehnen  verschwindet.  Die 
Polarlinie  eines  unendlich  fernen  Punktes  ist  der 
Durchmesser  des  Systems  paralleler  Sehnen,  welche 
denselben  zur  Richtung  haben. 

Die  Gleichung  ^  (tjtj^  "  775^)"'^  ^^^  Polarkegelschiiitta 

reduziert  sich  für  einen  unendlich  fernen  Punkt  0  auf 

Z(ßj;,.iiüa)-0 
oder 

T  {OB  -  ob;)  (OB  --  OB^)  =  0, 
die  Gleichung,  welche  nach  Art.  130  den  Diametralfcegelachnitt 
bestimmt.   Und  so  ist  allgemein  der  krummlinige  Durch- 
messer irgend  einer  Ordnung  mit  der  Polarkurve  der- 
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selben  Ordnung  identisch,  für  welche  die  Richtung 
desjenigen  Systems  paralleler  Sehnen  der  Pol  ist,  dem 
der  Durchmesser  entspricht. 

137,  Mac  Laurin  hat^^)  einen  Satz  gegegeben,  welcher 
die  Erweiterung  des  Satzes  von  Newton  in  Art.  129  ist: 
Wenn  man  durch  einen  Punkt  0  eine  gerade  Linie  zieht, 
die  die  Kurve  in  n  Punkten  schneiden,  so  werden  die 
Tangenten  der  Kurve  in  diesen  Punkten  in  Punkten 
B,*,  -Bg*,  ...  so  geschnitten,  dass  sie  mit  den  Schnitt- 
punkten  R^,  Sj,  ...   derselben  Geraden  aus  0  mit  der 

OR* 

Offenbar  wird  die  gerade  Polare  durch  zwei  Punkte  be- 
stimmt; wenn  also  zwei  der  von  0  ausgehenden  Geraden  zwei 
Kurven  in  denselben  Punkten  H^,  iig,  ...,  S^,  S^,  ,..  schneiden, 
so  ist  die  gerade  Polare  von  0  für  beide  dieselbe,  weil  die 
Punkte  E  und  S-  ihr  filr  beide  Kurven  angehören.  Weil  dies 
auch  für  unendlich  nahe  Strahlen  des  Büschels  0  gilt,  so  ent- 
steht der  Satz:  Wenn  zwei  Kurven  n^'  Ordnung  einander  in 
M  Punkten  einer  geraden  Linie  berühren,  so  hat  jeder  Punkt 
dieser  Geraden  für  beide  die  aäraliche  gerade  Polare.  Wenn 
ein  beliebiger  Radiusvektor  aus   einem  solchen  Punkte  beide 

Kurven  schneidet,  so  ist  ^-Tyn  ^^r  beide  von  gleichem  Wert. 

138.  Man  weiss,  dass  das  Ceutrum  eines  Kegelschnitts 
als  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  in  Bezug  auf  den- 
selben zu  betrachten  ist  und  bemerkt  sofort,  dass  für  Kurven 
höherer  Ordnungen,  als  in  denen  jeder  geraden  Linie  (m  — 1)^ 
Pole  entsprechen  (Art.  61),  ein  einzelner  Punkt  von  der  Be- 
deutung des  Centrums  für  einen  Kegelschnitt  nicht  existiert. 
Es  ergiebt  sich  aber  ein  solcher  für  Kurven  höherer  Klassen, 
d.  h,  wenn  man  die  vorhergehenden  Untersuchungen,  wie  sie 
offenbar  zu  thun  gestatten,  auf  Liuienkoordinaten  anwendet. 
Dann  ergiebt  sich  für  jede  Gerade  ein  Pol,  eine  Polar- 
kurve zweiter,  dritter  etc.  Klasse  bis  zu  einer  Polar- 
kurve (m  —  !)""■  Klasse  aufwärts,  die  von  den  »Tangenten 
der  Originalkurve   in  ihren  Schnittpunkten  mit  der   Geraden 
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berührt  wird.  Wir  finden  also  bei  der  Untersuchung  in  Linien- 
koordinaten  auch  als  den  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
einen  einzigen  bestimmten  Punkt. 

Untersuchen  wir  nun  die  metrischen  Eigenschaften  des 
Pols  einer  Geraden  in  diesem  Sinne  und  insbesondere  des  Pols 
der  unendlich  fernen  Geraden.  Wir  benutzen  das  System  des 
Art.  19,  in  welchem  die  Koordinaten  ^i  einer  geraden  Linie 
den  Perpendikeln  proportional  sind,  die  von  drei  festen  Punkten 
auf  sie  gefällt  werden;  dann  bezeichnet  offenbar  l :  m  das  Ver- 
hältnis der  Sinus  der  Winkel,  in  welche  die  Gerade 

ili  +  mi',,     1%  +  mi'^,     Ih  +  mS.; 
den  Winket  teilt,  den  die  Geraden 

li,  Is,  %  und  r„  !'„  i'a 
mit  einander  bilden.  Die  der  Gleichung  A--.0  entapreehendo 
Gleichung  bestimmt  das  Verhältnis  der  Sinus  der  Teile,  in 
welche  jener  Winkel  durch  jede  der  Tangenten  zerlegt  wird, 
die  man  von  seinem  Scheitel  an  die  Kurve  n'"'  Klasse  ziehen 
kann.  Und  wie  in  Art.  134  besitzt  der  Pol  ß  einer  Geraden 
die  Eigenschaft 

/sinJiPEA 

für  P  als  einen  veränderlichen,  0  als  einen  fehteu  Punkt  der 
gegebenen  Geraden  und  JJj,  R.2,  ...  als  die  Beiiihiungs punkte 
der  von  ihm  ausgehenden  Tangenten  So  ist  z  B.  für  eine 
Kurve  zweiter  Klasse  diese  Relation 

sinJJPJÜ,      sin  PP-Kg 

sinP.PO'^^iTJf/PO"  ' 
d.  h.  wenn  man  von  einem  Punkte  P  in  der  festen  Geradon 
OF  Tangenten  PS^,  PF^  an  den  Kegelschnitt  und  sodann 
die  Gerade  PP  so  zieht,  dass  jP.OP^PiSg)  ein  harmonisches 
Büschel  ist,  so  geht  PP  durch  einen  festen  Punkt  —  die 
fundamentale  Abhängigkeit  von  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  als  Kurve  zweiter  Klasse.  Wir  können 
die  Relation 

in  die  Form 
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setzen,  wenn  wir  M,  ala  den  Fusspnnkt  der  Senkrechten  von 
-Bj  auf  die  Gerade  EP  und  0^  als  den  Fasspunkt  der  Senk- 
rechten Ton  demselben  Punkt  auf  die  Gerade  OP  bezeichnen. 
Denken  wir  dann  speciell  die  Gerade  OP  als  unendlich  fern, 
so  werden  die  Nenner  in  der  letztem  Summe  einander  gleich 
und  wir  erhalten  einfacher  Z(Mj-B,)  =  0,  d,  h.  die  Summe  der 
Perpendikel  ist  Null,  die  man  von  den  Berührungspunkten 
eines  Systems  paralleler  Tangenten  auf  eine  gleichgerichtete 
Gerade  durch  R  fällen  kann.  Mit  andern  Worten:  Das  Cen- 
trum der  mittlem  Entfernungen  der  Berührungs- 
punkte eines  Systems  von  parallelen  Tangeuten  einer 
gegebenen  Kurve  ist  ein  fester  Punkt,  welcher  als 
Centram  derselben  betrachtet  werden  kann  —  ein  Satz 
von  Ohasles.^')  In  einem  Kegelschnitt  ist  es  der  Mittel- 
punkt in  der  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  paralleler 
Tangenten,  in  einer  Kurve  dritter  Klasse  der  Schwerpunkt 
des  von  diesen  Berührungspunkten  gebildeten  Dreiecks  etc. 

139.  Es  ist  bekannt  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  310), 
dass  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  die  von  ihnen  nach  den  Kreispunkten  im  Unend- 
lichen J,  /  gehenden  Geraden  die  Kurve  berühren.  Dies  leitet 
zu  der  allgemeinen  Erklärung  der  Brennpunkte  vonPlücker;^^) 
Ein  Punkt  F  heisst  ein  Brennpunkt  einer  Kurve,  wenn 
die  geraden  Linien  FI,  FJ  die  Kurve  berühren,  oder 
wie  wir  sagen  wollen,  wenn  er  der  Durchschnitt  einer  i-Tan- 
gente  mit  einer  rA-Tangente  ist.  Eine  Kurve  v^''  Klasse  hat 
dann  im  allgemeinen  v^  Brennpunkte,  nämlich  die  Durch- 
schnittspunkte  der  v  /-Tangenten  mit  den  v  J- Tangenten.  Es 
sind  aber  nur  v  von  diesen  Brennpunkten  reell,  so  lange  die 
Kurve  reell  ist;  denn  wenn  die  Gleichung  einer  der  /-Tan- 
genten A-\-iB='()  ist,  mit  A  und  B  als  linearen  Funktionen 
der  Koordinaten,  so  hat  eine  unter  den  /-Tangenten  die  Glei- 
chung A  -  iB  =  0  und  diese  beiden  durchschneiden  einander 
in  dem  reellen  Punkte  J.  =  0,  .B  =  0,  während  auf  keiner 
von  beiden  ein   anderer  reeller  Punkt  möglieh   ist.     So   hat 
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ein   Kegelschnitt   v^2    vier   Brennpunkte,    von    denen   zwei 
reell  sind. 

Das  Vorige  gilt  in  der  Voranssetzung,  dass  die  Punkte 
I,  J  keine  speeielle  Lagen bezieliung  zur  Kurve  haben.  Denken 
wir  aber  die.  Gerade  J,  J  als  gewöhnliche  oder  singulare 
Tangente  in  einem  Punkt  A  oder  mehreren  Punkten  A,  B,  ,.., 
welche  von  /,  J  selbst  verschieden  sind,  also  z.  B.  cfach  unter 
den  von  I  oder  J  ausgehenden  Tangenten  der  Kurve,  so  werden 
die  J- Tangenten  von  der  öfach  zählenden  Linie  7«/ und  von 
(v—6)  andern  Tangenten  gebildet  und  ebenso  die  J-Tangen- 
ten.  Die  einzigen  Brennpunkte,  welche  nicht  im  Unendlichen 
liegen,  sind  dann  die  Schnittpunkte  der  (v  — ö)  I  und  der 
ebenso  vielen  J- Tangenten;  also  giebt  es  {v  —  ef  endliche 
Brennpunkte,  von  denen  (v  — ö)  reell  sind.  Die  Gesamtzahl 
der  v^  Brennpunkte  wird  gebildet  von  den  (v  —  ö)^  Brenn- 
punkten in  Verbindung  mit  den  je  e  (r  —  ö)  fach  zählenden 
Punkten  I  und  J,  sowie  den  6^  Schnittpunkten  der  ö  /-Tan- 
genten, welche  mit  IJ  und  der  e  J- Tangenten,  welche  mit 
JJ.  zusammenfallen.  Jene  zählen  nämlich  ff(r  — <f)fach,  als 
Durchschnitte  von  jeder  der  (y  —  a)  Z-  oder  J"- Tangenten  mit 
jeder  der  e  I-  oder  J- Tangenten,  welche  mit  IJ  zusammen- 
fallen; im  Falle  der  mit  IJ  zusammenfallenden  ö  Tangenten 
aus  7  imd  aus  J  ist  für  irgend  eine  von  ihnen  lA  ihr  Be- 
rühruDgapunkt  A  als  ihr  Schnittpunkt  mit  der  entsprechenden 
Tangente  JA  anzusetzen,  indess  ihr  Durehsehnittspunkt  mit 
jeder  andern  J"- Tangente  JB  unbestimmt  ist. 

Wenn  also  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Kurve  6  mal 
in  reellen  Punkten  berührt,  so  giebt  es  v  reelle  Brennpunkte, 
von  denen  (v  —  6)  im  Endlichen  als  eigentliche  Brennpunkte 
anzusehen  und  G  die  Berührungspunkte  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  sind.*  So  hat  die  Parabel  (v  =  2,  ö  =  l)  einen 
endlich  angebbaren  Brennpunkt  und  der  andere  reelle  Brenn- 
punkt fällt  mit  der  Richtung  ihrer  Axe  zusammen. 


*  Cayley  betrachtet  es  als  den  natürlichem  Gesichtspunkt,  die 
(v— o)'  als  die  einKigen  und  somit  die  {v  —  o)  als  die  eiiiKigen  reellen 
Brennpunkte  anzusehen. 
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Ist  ferner  der  Punkt  I  in  der  Kurve,  so  miiss,  so  lange 
die  Kurve  reell  ist,  auch  J  in  der  Kurve  liegen  und  wenn  I 
Singular  in  der  Kurve  ist,  so  muss  J  ein  siugulärer  Punkt  der- 
selben von  der  nämlichen  Art  sein.  Denken  wir  beide  zunächst 
als  einfache  Punkte  der  Kurve,  ao  bestehen  die  (v  —  ff) 
J- Tangenten  aus  der  zweifach  zählenden  Tangente  in  I  und 
(v  —  0  —  2)  andern  Tangenten;  und  ebenso  ftlr  die  J- Tangen- 
ten. Die  {v  —  ö'f  Brennpunkte  bestehen  dann  aus  folgenden 
Gruppen:  Dem  reellen  vierfach  zählenden  Schnittpunkt  der 
Tangenten  in  I  und  J,  den  je  für  zwei  zählenden  (v  —  0-~  2) 
nicht  reellen  Schnitten  der  Tangente  in  I  mit  den  {v  —  6  —  2) 
J- Tangenten  und  den  ebenso  vielen  nicht  reellen  Schnitt- 
punkten der  Tangente  in  J"  mit  den  J-Tai^enten;  den  {v  —  0—2y 
Schnittpunkten  der  beiden  Büschel  von  je  (v  —  ö  —  2)  /-  und 
J- Tangenten,  von  welchen  Punkten  wie  vorher  nur  (v  —  ß  —  2) 
reell  sein  können,  so  dass  die  zwei  letzten  reellen  Bi-enn- 
piuitte  in  dem  Schnitt  der  Tangenten  in  J  und  J  vereinigt 
sind.  Betrachtet  man  nur  die  reellen  Brennpunkte,  so  ist 
also  dieser  Pujikt  als  ein  doppelter  Brennpunkt  zu  zählen 
und  wir  halten  es  fiir  vorteilhaft,  ihn  so  zu  bezeichnen, 
dürfen  aber  nicht  vergessen,  dass  er  vierfach  ist,  wenn  vpir 
zugleich  die  nicht  reellen  Brennpunkt«  zahlen  wollen.  So 
ist  im  Falte  des  Kreises  das  Centrum  der  einzige  Brenn- 
punkt, welcher  als  vierfach  zu  denken  ist,  wenn  wir  be- 
achten, dass  in  ihm  die  vier  Brennpunkte  eines  Kegel- 
schnitts vereinigt  sind,  und  den  wir  als  Doppelbrennpuukt 
bezeichnen,  insofern  die  beiden  reellen  Brennpunkte  in  ihm 
'/.\[  sammenf all  en. 

Wenn  femer  jeder  der  Punkte  I,  J  eia  e  facher  Punkt 
der  Kurve  ist,  so  zeigt  die  analoge  Überlegung,  dass  es  e" 
Brennpunkte  giebt,  welche  vierfach  zählen  und  von  denen  b 
reell  sind;  femer  2e(v  —  0  —  2s)  nicht  reelle  Breimpunkte, 
deren  jeder  für  zwei  zählt  und  (y  —  e  —  ^sy  einfache  Brenn- 
punkte, von  denen  (v  —  a--2e)  reell  sind.  Betrachten  wir 
dann  sowohl  die  reellen  als  die  nicht  reellen  Brennpunkte,  so 
sind  s^  vierfache,  2s(y —  G ---2e)  doppelte  und  (v  — e-  2e)^ 
einfache  Brennpunkte  zu  zählen;   beachten  wir  ausschliesslich 
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die  reellen,  so  giebt  es  von  solchen  £  doppelte,  v  — ö— 2s 
einfeiehe  und  e,  welche  in  unendliclier  Ferne  liegen. 

Wenn  die  Punkte  /  und  J  In flexions punkte  odec  Spitzen 
siad,  so  zählt  die  Tangente  in  I  und  J  dreifach  unter  den 
I'  oder  J"- Tangenten  und  es  gehen  von  jedem  dieser  Punkte 
(w  —  6  —  3)  andere  Tangenten  aua.  Die  (v  —  c)^  Brennpunkte 
setzen  sich  dann  zusammen  aus  einem  neunfach  zählen- 
den, aus  (v  —  6  —  3)  +  (j-  —  ff  —  3)  dreifach  zählenden  und 
(v  —  6  —  3)^  einfach  zählenden.  Von  diesen  letztern  sind 
(v  --  6  —  3)  reell  und  der  einzige  andere  reelle  Brennpunkt  ist 
der  Durchschnitt  der  Tangenten  in  1  und  J,  der  als  unter 
den  reellen  Brennpunkten  dreifach  zählend,  gewöhnlich  als 
dreifacher  Brennpunkt  betrachtet  wird,  während  er  bei  Zählung 
der  reellen  und  imaginären  neunfach  gezählt  werden  muss. 
In  der  Ausdehnung  dieser  Theorie  auf  die  Fälle,  in  welchen 
/  und  J  singulare  Punkte  von  höheren  Graden  der  Vielfach- 
heit mit  verschiedenen  vereinigten  Tangenten  sind,  oder  in 
weichen  dieselben  Punkte  sind,  in  denen  die  Tangente  mehr 
als  zwei  Punkte  mit  der  Krirve  gemein  hat,  oder  endlich,  in 
welchen  sie  gewöhnliche  oder  singulare  Punkte  sind,  die  die 
Gerade  Itf  zu  ihrer  gemeinsamen  Tangente  haben,  liegt  keine 
Schwierigkeit. 

Beispiel.  Jedec  einfache  Bronnpunkt  der  Otiginallim-ye  ist  ein 
Doppelbrennpunkt  ihrer  Parallelkurven. 

140.  Wenn  A,  A'  zwei  reelle  Brennpunkte  der  Kurve 
sind,  so  schneiden  sich  die  Geraden  AI,  AJ;  Ä'l\  A'J  in 
zwei  imaginären  Punkten  B,  B',  welche  auch  Brennpunkte 
der  Kurve  sind.  Zwischen  beiden  Paaren  von  Punlsten  findet 
die  Beziehung  statt,  dass  die  Geraden  AA\  BB'  sich  in  einem 
Punkte  0  rechtwinklig  halbieren,  so  dass 

OA  =  OÄ'  =  i.OB  =  i.OB' 
ist.  Man  hat  die  Punkte  A,  A'  und  B,  B'  als  Anti-Punkte 
bezeichnet,  Ihre  Beziehung  ist  eine  in  der  Geometrie  der  Ebene 
häufig  begegnende:  Ein  Kegelschnitt  besitzt  zwei  Paare  von 
Brennpunkten,  welche  Anti-Ponkte  bilden;  jeder  durch  A,  A' 
gehende  Kreis   schneidet  jeden  durch  I?,  B'   gehenden  unter 
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rechten  Winkeln.  Wir  fügen  bei,  dasa  aiie  v  reellen  Brenn- 
punkten \  v(v  —  1)  Paare  entstehen,  von  denen  jedes  ein  Paar 
von  Anti-Punkten  liefert,  so  dass  wir  die  {v^—v)  übrigen 
Brennpunkte  erhalten. 

141.  Man  erhält  die  Koordinaten  der  Brennpunkte  einer 
Knrve,  indem  man  die  Gleichungen  der  Tangenten  bildet, 
welche  von  dem  Punkte  7  an. die  Kurve  gehen.  Dieselbe  wird 
von  der  Fonn  P+iQ  =  0  sein,  während  die  entsprechende 
G-leichung  fiir  den  Punkt  J  die  Form  F—iQ^O  haben  muss, 
so  dass  die  Durchschnittspunkte  der  beiden  Systeme  durch 
die  Gleichungen  P=0,  $  =  0  gegeben  sind.  Bezeichnen  wir 
wie  schon  früher  die  ersten  Differentiale  des  Polynoms  U  der 
Kurvengleichung  nach  a:,  respektive  y  durch  V^  und  U^  und 
die  zweiten  Differentiale  durch  U^j^,  U^^,  XJ^^  ^'''*^-i  ^^  i^^»  nach 
Art.  78  die  Gleichung  des  vom  Punkte  1,  «,  0  ausgehenden 
Tangentensystems  zu  erhalten  durch  Bildung  der  Diskrimi- 
nante  von 

Ist  also  z.  B.  die  Kurve  ein  Kegelschnitt,  so  hat  man  den 
reellen  und  den  mit  dem  Faktor  i  behafteten  Teil  von 

getrennt  gleich  Null  zu  setzen,  um  zwei  die  Brennpunkte 
enthaltende  Orter  zu  finden.  Die  Kombination  dieser  Glei- 
chungen zeigt,  dass  die  Brennpunkte  in  zwei  geraden  Linien 
hegen,  deren  Gleichung  ist 

f^i8 ( C^i' -  V^^)  ~(.^n-  ^^2)  Pi P^  - 0 ; 
diese  sind  die  Axen. 

Ganz  dieselben  Gleichungen  bestimmen  auch  die  Brenn- 
punkte einer  durch  die  Punkte  I  und  J  gehenden  Kurve  dritter 
Ordnung,  sowie  die  einer  Kurve  viert.er  Ordnung,  welche  diese 
Punkte  zu  Doppelpunkten  hat  etc.;  denn  man  sieht  in  allen 
diesen  Fällen  leicht,  dass  alle  oben  nicht  geschriebenen  Glieder 
der  Gleichung  A  =  0,  deren  Diskriminante  man  zu  bilden  hat, 
wirklich  verschwinden.  Die  Gleichungen  für  die  Brennpunkte 
der  allgemeinen  Kurven  dritter  Ordnung,  die  wir  der  Länge 
wegen  nicht  schreiben,  gelten  auch  für  Kurven  vierter  Ordnung, 
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die  die  Kreispunkte  enthalten,  und  für  Kurven  sechster  Ord- 
nung, die  sie  zu  dreifachen  Punkten  haben. 

142.  Wir  können  die  Brennpunkte  auch  durch  die  Auf- 
stellung der  Bedingung  bestimmen,  unter  welcher  die  Gerade 

die  Kurve  berührt  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  310)  oder  mit 
andern  Worten  durch  die  Substitution  von  1 ,  i,  —(a^-{-  ii/) 
für  Ij,  gg,  §5  oder  ^,  jj,  £  in  die  Gleichung  für  Linienkoordi- 
naten. Die  Koordinaten  der  Brennpunkte  ergeben  sich  aus 
den  Gleichungen,  die  durch  die  Gleiehsetzung  des  reellen  und 
des  mit  dem  Faktor  i  behafteten  Teile  der  so  entstehenden 
Gleichung  mit  Null  entstehen. 

Es  ist  nicht  sebwer,  für  jede  dieser  Gleichungen  eine 
geometrische  Interpretation  zu  finden.  Denken  wir  die  Be- 
dingung der  Berührung  der  Kurve  durch 

in  der  Form  erhalten 

ap''-^ijf—'-  +  cp''~^-i-...  =  0, 
in  welcber  a,  6,  ...  Funktionen  von  .t',  y'  sind,  so  sind  nach 
der  Theorie  der  Gleichungen  — &;«,  c:a  etc.  die  Summe,  die 
Summe  der  Produkte  in  Paaren  etc.  für  die  tri gouo metrischen 
Tangenten  der  Winkel,  welche  die  von  x',  y'  ausgehenden 
Tangenten  der  Kurve  mit  der  Äxe  der  x  bilden.  Setzen  wir 
p  =  i,  und  den  reellen  und  den  mit  i  behafteten  Teil  der 
Gleichung  getrennt  gleich  Null,  so  erhalten  wir  die  beiden 
Gleicliungen 

nach  der  bekannten  Formel  für  die  Tangente  der  Summe,  drückt 
die  zweite  dieser  Gleichungen  aus,  dass  die  Summe  der 
mit  der  Axe  der  x  von  den  aus  x'y'  gehenden  Tangen- 
ten der  Kurve  gebildeten  Winkel  Null  oder  ein  Viel- 
faches von  JT  ist;  und  die  erste  besagt,  dass  die  Summe 
der  Winkel  ein  ungerades  Vielfaches  von  -fit  ist.  Der 
Ort  eines  Punktes,  für  welchen  die  Summe  der  Winkel  der 
Tangenten  gegeben  ist,  die  die  von  ihm  ausgebenden  Tangen- 
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ten  einer  Kurve  n*^'  Klasse  mit  einer  festen  Geraden  bilden, 
ist  daher  eine  Kurve  «**'  Ordnung,  deren  Gteiciiuiig  für  die 
feste  Gerade  als  Axe  der  x 

(«  —  c  +  e  — . , .)  tan  B  —  h  —  d-l-  f—  . . . 
ist;  und  welches  auch  immer  die  feste  Gerade  oder  der  Winkei  d 
sei,  so  enthält  dieser  Ort  die  Brennpunkte  der  Kurve,  Dies 
kann  paradox  erscheinen,  vreil  man  daraus  sehlieasen  muss, 
dass  die  Summe  der  von  den  Tangenten  der  Kurve  aus  einem 
Brennpunkte  mit  irgend  einer  Geraden  gebildeten  Winkel  jeder 
gegebenen  Grosse  gleich  sein  muss.  Dies  ist  aber  darin  be- 
gründet, dass  die  Tangenten  von  zweien  dieser  Winkel  ±:i 
sind  und  die  Tangente  ihrer  Differenz  daher  die  Form  0:0 
annimmt,  die  in  der  That  jeden  beliebigen  Wert  darstellen 
kann.  In  der  That  kami  fiir  tan  (p  =  i  der  Winkel  <))  als  ein 
unendlicher  Winke!  betrachtet  werden,  weil  er  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass 

sin'p  =  cos <p—<x>    und    tan (9  +  k)  =  tan q> 

ist;  denn  die  Differenz  zweier  unendlichen  Grössen  ist  un- 
bestimmt. 

Wir  sahen  in  Art.  110,  dass  jede  Tangente  durch  einen 
der  Punkte  /,  J  mit  der  Normale  zusammenfällt;  wir  schliessen 
daraus,  dass  jeder  Brennpunkt  einer  Kurve  auch  für 
ihre  Evolute  und  für  alle  ihre  Iiivoluten  oder  Evol- 
venten ein  Brennpunkt  ist, 

143.  Eine  wichtige  Eigenschaft  der  von  den  Brennpimkten 
auf  eine  beliebige  Tangente  zu  fällenden .  Perpendikel  ergiebt 
sich  sofort  aus  der  Gleichung  der  Kurve  in  solchen  Linieu- 
koordinaten  (Art,  19  und  „Kegelschnitte"  Art,  318,  3),  welche 
die  Entfernung  der  Geraden  von  drei  festen  Punkten  sind. 
Seien  durch  «-=0,  ^  =  0,  y  =  0,  ö=-0,  ...  die  v  Brennpunkte 
und  durch  o^O,  (o*  =  0  die  Punkte  /,  J  dargestellt,  so 
muss  die  Gleichung  der  Kurve  in  Liuienkoordinateii 
von  der  Form 

fßyS  ...'^ma'tp 
sein,   mit  q)  als  einer  Funktion  (v  —  2)""'  Grades  in  den   Ver- 
änderlichen,   weil    «M,    ata'    etc.   Tangenten    der    Kurve    sind. 


y  Google 


J58  IV.  Meteiaclio  EigRjiBcbaften  der  Kurven.   143. 

Für  die  Kurven  zweiter  Klasse  giebt  dies  die  Eigenschaft, 
dass  das  Produkt  der  Senkrechten  von  den  Brennpunkten,  auf 
eine  Tangente  konstant  iat,  weil  für  foa'  eine  Konstante  sub- 
stituiert werden  kann  („Kegelsclinitte"  Art.  318,2). 

Ebenso  wird  mit  Ersetzung  von  mKi'  durch  eine  Konstante 
die  allgemeine  Gleichung  der  Kurven  dritter  Klasse 

aßy^hS  für  k  =  0,  ^  =  0,  y  =  0 
als  die  drei  Brennpunkte  und  i5  =  H  als  einen  vierten  Punkt, 
der  dadurch  bestimmt  ist,  das<i  die  drei  einzigen  Tangenten, 
die  von  den  Brennpunkten  aussei  den  nath  J,  J  gehenden 
Geraden  an  die  Kuive  gehen,  sub  m  ihm  schneiden.  (Für 
das  dualistisch  entsprechende  piojektivisch  iligeuieme  Theorem 
in  Bezug  auf  Kurven  dritter  Ordnung  vergl.  Art.  149.)  Die 
Gleichung  sagt  aus,  dass  das  Pindukt  der  drei  Brennpunkts- 
abstände  einer  Tangmte  zui  Entfernung  derselben  Tangente 
vom  Punkte  5  =  0  ein  konstantes  Verhältnis  hat.  Wenn  die 
Kurve  durch  die  Punkte  J,  J  geht,  ao  hat  sie  einen  Doppel- 
brennpunkt und  die  Gleichung  nimmt  die  Form 

an,  deren  Bedeutung  gleichfalls  offenbar  ist. 

Wenn  ein  Brennpunkt  A  im  Unendlichen  liegt,  so  lässt 
sich  die  entsprechende  Modifikation  der  Gleichung  erkennen, 
indem  man  zuerst  für  die  Koordinate  «  die  mit  AB  dividiei'te 
senkrechte  Entfernung  von  A  zu  einer  beliebigen  Tangente 
nimmt  und  sodann  für  das  unendlich  ferne  A  als  Richtung 
von  Ali  den  coaö  dafür  nimmt,  wo  6  der  Winkel  ist,  den 
AB  mit  der  Richtung  der  Normalen  zur  Tangente  macht.  So 
wii'd  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts  aß  =  li?  in  dem  Falle 
der  Parabel,  wo  A  in  unendlicher  Feme  Hegt,  ^cos6  =  fc  und 
lehrt,  dass  der  Ort  des  Fusspunktes  der  vom  Brennpunkt  auf 
die  Tangente  gefällten  Normalen  eine  gerade  Linie  ist.  Ebenso 
wird  für  eine  Kurve  dritter  Klasse  die  Gleichung  aßy'-^hö 
in  ßyaosd'^-lcd  übergeführt,  welche  in  der  Form 

ßy  =  }c8' 
geschrieben  werden  kann,  wenn  d'  den  von  der  veränderlichen 
Tangente  in  einei-  durch  D  parallel  7.u  AB  geaogenen  Geraden 
bestimmten  Abschnitt  bezeichnet 
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Die  Gleichung  von  Kurven  vierter  Klasse  ist 

wenn  <p  =  0  den  Kegelschnitt  bezeichnet,  weicher  nach  dieser 
Gleichung  von  den  acht  Brennpunktstangenteii  beröhrt  wird, 
die  nicht  durch  die  Punkte  I  oder  J  gehen.  Wenn  aber 
£=--0,  i;  =  0  die  Brennpunkte  dieses  Kegelschnitts  beneichnen, 
so  geht  die  Gleichung  in  die  Forju  von  leicht  erkennbarer 
geometrischer  Bedeutung  über 

Diese  Gleichung  schliesst  die  speciellere 

aßyd^l^   oder   ==(a^w'^ 
ein,  welche  eine  Kurve  darstellt,  die  die  Punkte 

tt^-0,    ß^O,     y-^O,     ^  =  0 
zu  Doi)pe]h rennpunkten  hat;  ebenso  die  Form 

itlr  weiche  die  Punkte  7,  J  Inflexionspunkte  sind,  etc. 

So  giebt  im  allgemeinen  die  Gleichung  einer  Kurve  v^"' 
Klasse  in  Linienkoordinaten  eine  Relation  ersten  Grades 
zwischen  dem  Produkt  der  v  Normalen  von  den  Brenn- 
punkten, von  (v~-2)  andern  Normalen,  von  (v  —  4)  fenieren 
Normalen  etc.  und  man  kommt  so  zuletzt  entweder  auf  eine 
einfache  Normale  oder  auf  ein  konstantes  Glied. 

144.  Aus  diesen  die  Brennpunktsentfernungen  einer  Tan- 
gente verbindenden  Relationen  können  Relationen  unter 
den  Winkeln  der  Brennstrahlen  mit  der  Tangente  leicht 
abgeleitet  werden.  Denn  wenn  ÄF  die  Normale  a  auf  die 
Tangente  der  Kurve  im  Punkte  li  i^t  und  d^  dei  W^inkel 
zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Tangenten  i^f,  so  isl; 
äa^BI'.di}).  Ebenso  ist  dß^ RP'.d^  etc ,  so  daas  wir  in 
dem  Düferential  der  die  Brennpunktsdi stanzen  der  Tangente 
verbindenden  Relation  für  jedes  da  den  entsprechenden  Ab- 
schnitt der  Tangente  zwischen  dem  Pusspunkt  dei  Biennpunkts- 
normale  und  dem  Berührungspunkt  "substituieren  können.  So 
leiten  wir  aus  aßy--^h^ä  die  Gleichung 
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IV.  Mptrisclie  Eigenschaften  der  Kurven,  14t 
da     dß     dy     dd  _ 


BP     nP[      li^  _  HF"'  _ 
AT^BP^CF''     DP"' 
oder 

cot  0  +  cot.  ö'  +  cot  6"  -  cot  9"'  =  0 

für  B  =  ÄltF,  dem  Neigungswinkel  der  Tangente  zum  Breuu- 
strahl  AR  etc. 

145.  Das  Beispiel  der  Kegelschnitte  fulirt  au  der  Er- 
wartung, dass  sich  einfache  Relationen  unter  den  Ent- 
fernungen einea  Punktes  der  Kurve  von  den  Brenn- 
punkten ergehen  müssten.  Eine  allgemeine  Theorie  solcher 
Relationen  ist  nicht  ersichtlich,  aber  man  kann  leicht  be- 
sondere Kurven  finden,  für  welche  sie  existieren;  es  ist  nur 
nötig,  irgend  eine  Relation  zwischen  den  Entfernungen  eines 
veränderlichen  Punktes  von  festen  Punkten  zu  schreiben  und 
den  Ort  aufzusuchen,  für  welchen  sie  erfüllt  ist.  Jede  in 
Funktion  der  Koordinaten  ausgedrückte  Entfernung  enthält 
eine  Quadratwurzel  und  wenn,  wie  gewöhnlich  geschieht,  die 
von  Wurzein  befreite  Gleichung  von  der  Form 

ist,  BO  sind  die  beiden  durch  9^  =  0  dargestellten  nicht  reellen 
Geraden  Tangenten  der  Kurve  und  der  feste  Punkt  F,  den 
sie  bestimmen,  ist  ein  Brennpunkt. 

In  dieser  Weise  können  die  Relationen 

p     -f  mp' «-  d,      Iq  -f  mp'  -\-  uq"  =-•  0, 
pp'--=(/^,      ap^  +  hg^'  -j-n^'^^d",  etc. 

untersucht  werden.  Die  erste  derselben  giebt  eine  Ellipse 
oder  Hyperbel  für  m  =  +  l,  einen  Kreis  für  ^^=0,  in  andern 
Fällen  ein  Cartesisehes  Oval;  die  zweite  im  allgemeinen  eine 
Kurve  vierter  Ordnung  mit  den  Punkten  /,  J  als  Doppel- 
punkten oder  eine  bicirkulare  Kurve  viei-ter  Ordnung;  insbe- 
sondere aber  für  l  +  m±n^-0  eine  durch  die  Punkte  /,  J 
gehende   oder   cirkulare  Kurve   dritter  Ordnung.      Die   dritte 
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Ort  des  Doppelbrennpunktes  cirkularei:  KiavTHiibüEchel.  14G.      \(yl 

giebt  eine  Casainische  Kurve  (Art.  55);  die  vierte  im  allgemeinen 
eine   Kurve   vierter   Ordnung   und   in   der   speciellen   Voraus- 


wo  die  linke  Seite  der  (rleichung  durch  pip'  teilbar  ist,  eine 
Kurve  dritter  Ordnung.  Wir  verschieben  die  weitere  Unter- 
suchung dieses  Gegenstandes  bis  zur  specielleren  Behandlung 
dieser  Kurven. 

Aus  einer  die  Brennpunktsdistanzen  verbindenden  Relation 
kann  immer  eine  solche  zwischen  den  Winkeln  der  Brenn- 
strahlen gegen  die  Taugente  abgeleitet  werden;  denn  man  be- 
weist, wie  in  Art.  95,  dass  jedes  d^  gleich  eosöfi^s  ist  für  fl 
als  den  Winkel  zwischen  Brenustrahl  und  Tangente.  So  folgt  aus 

p  -|- ?«()'  =  (? 
die  Relation 

cos  ö  +  m  cos  0'  =  0  etc. 
Aus  dem  im  letzten  Artikel  für  da  etc,  gegebenen  Werte 
er  giebt  sich  auch 

Itd<i~Qd^  etc. 
für  R  als  den  Krümmungsradius.     Ho  folgt  z.  B,  aus  der  Be- 
dingung, dass 

lK  +  mß  +  ... 
einer  Konstanten  gleich  sei,  dass  auch 

eine  Konstante  ist. 

146.  Wenn  wir  durch  N  die  Zahl  von  Bedingungen  be- 
zeichnen, welche  zur  Bestimmung  einer  Kurve  von  gegebener 
Ordnung  nötig  ist  (Art.  27),  so  bringt  die  Voraussetzung,  dass 
eine  solche  Kurve  cirkular  sei,  d.  h.  dass  sie  durch  die 
Punkte  I,  J  geht,  und  dass  man  von  ihr  N—'i  andere 
Punkte  kenne,  mit  sich,  dass  der  Ort  ihres  Doppelbrenn- 
punktes  oder  des  Schnittes  ihrer  Tangenten  in  /  und  J  ein 
Kreis  ist.  Denn  es  giebt  nur  eine  durch  iVPunkte  bestimmte 
Kurve  ihrer  Ordnung,  wenn  zu  den  obigen  Bedingungen  ein 
zu  /  benachbarter  Punkt,  d.  h.  die  Tangeute  FT  in  /  hinzu- 
gefügt wird,  und  es  ist  somit  dann  auch  die  Tangeute  in 
J  bestimuit.      Der  Punkt  F  ist  also  der  Schnittpunkt  der  ent- 
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sprechenden  Strahlen  von  zwei  [irojektivisehen  Büscheln  („Kegel- 
schnitte" Art.  298),  weil  jedem  Strahl  des  einen  ein  und  nur 
ein  Strahl  des  andern  entspricht  und  umgekehrt;  sein  Ort  ist 
also  ein  Kegelschnitt,  welcher  J,  J,  d.  h.  die  Scheitel  der 
Büschel  enthält,  und  somit  ein  Kreis.  Dieser  Kegelschnitt 
zerfällt  überdies  in  die  Gerade  IJ  und  eine  andere  Gerade, 
wenn  der  Strahl  IJ,  der  beiden  Büscheln  gemeinschaftlich 
ist,  sich  selbst  entspricht.  Dies  ist  im  gegenwärtigen  Beispiel 
für  v=-2  der  Fall,  weil  IJ  einen  durch  I  und  J  gehenden 
Kegelschnitt  nicht  berühren  kann,  ohne  dass  dieser  in  zwei 
Gerade  zerfällt;  es  ergiebt  sich  dann  der  Satz,  dass  die  Centra 
der  durch  zwei  feste  Punkte  gehenden  Kreise  in  einer  Geraden 
liegen.  Wenn  v  grösser  ist  als  zwei,  so  ist  der  Ort  im  all- 
gemeinen ein  Kreis. 

147.  Wenn  für  eine  Kun'e  von  bestimmter  Klasse  N—  1 
Taugenten  gegeben  sind,  so  wird  dieselbe  durch  eine  Tangente 
FI,  die  man  hinzufügt,  vollkommen  bestimmt,  die  Schlüsse 
des  letzten  Artikels  sind  anwendbar  und  der  Ort  des  Brenn- 
punkts ist  ein  Kreis,  wenn  die  Bedingungen  von  solcher  Art 
sind,  dass  an  die  durch  sie  bestimmte  Kurve  vom  Punkte  J 
nur  eine  Tangente  gezogen  werden  kann.  Dies  findet  statt, 
wenn  unter  den  gegebenen  Bedingungen  Vielfachheit  der 
Linie  IJ  als  Tangente  im  Grade  (v  — 1)  ist,  da  dann  von 
jedem  Punkte  dieser  Linie  aus  nur  eine  weitere  Tangente  an 
die  Kurve  geht.  Wir  sahen  in  Art.  41,  dass  ein  vielfacher 
Punkt  vom  Grade  Je  mit  ^-/c  (k  + 1)  Doppelpunkten  äquivalent 
war  und  schliessen,  dass  die  Bestimmung  der  Geraden  IJ  als 
einer  (v  —  1)  fachen  Tangente  mit  der  Angabe  von  -|-v(i'--l} 
Tangenten  äquivalent  ist.     Lidern  man  dann  bemerkt,  dass 

N--lv(v~l)^2v 
ist,  sieht  man,  dass  für  eine  Kurve  v'^'^  Klasse  bei  (2v  —  1) 
gegebenen  Tangenten  und  der  unendlicli  fernen  Gera- 
den als  einer  {v—  1)  fachen  Tangente  der  Ort  des  Brenn- 
punktes —  es  giebt  in  diesem  Falle  nur  einen  —  ein 
Kreis  ist.  Darnach  ist  für  die  Parabeln  zu  drei  festen  Tan- 
genten der  Ort  der  Brennpunkte   ein  Kreis.     Er  ist  auch  ein 
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Kreis  für  die  Kurven  dritter  Klaase  mit  fünf  festen  Tangenten 
und  der  imendiieh  fernen  Geraden  als  Doppeitangente. 

Von  diesem  System  ist  das  Kusammengesetzte  ein  specieller 
Fall,  welches  von  der  Richtung  der  einen  unter  fünf  Geraden 
und  von  der  Parabel,  welche  die  andern  vier  berühren,  gebildet 
wird,  und  der  Brennpunkt  der  Parabel  ist  der  Brennpunkt 
des  zusammengesetzten  Systems.  So  erhält  man  den  Satz^), 
dass  die  Brennpunkte  der  fünf  Parabeln  in  einem  Kreise  liegen, 
welche  durch  je  vier  von  fünf  Geraden  bestimmt  sind  (vergl. 
„Kegelschnitte"  Art  284,  2). 
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Fünftes  Kapitel. 
Kurven  dritter  Ordiuiug. 


148.  Es  ist  in  Art.  42  bewiesen  worden,  dass  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt,  aber  dann  keinen  andern 
vielfachen  Punkt  haben  kann  und  damit  die  fundamentale 
Teilung  dieser  Kurven  in  solche  ohne  Doppelpunkt,  solche 
mit  einem  Doppelpunkt,  dessen  beide  Tangenten  verschieden 
sind,  und  solche  mit  einem  Kückkehr-  odev  stationären 
Punkt,  gegeben.  Die  Plüekersehen  Zahlen  (Art.  81)  ffiv  diese 
drei  Fälle  sind  respektive 

3     0     0     6    0     9 

3     1     0     4    0    3 

3  0  13  0  1 
Diese  KuiTen  sind  also  respektive  von  der  sechsten,  vierten 
oder  dritten  Klasse,  d.  h.  von  einem  willkürliehen  Punkte  aus 
können  sechs,  vier  oder  drei  Tangenten  a,n  dieselben  gezogen 
werden;  liegt  der  fragliche  Punkt  in  der  Kurve,  so  zählt  ihre 
Tangente  in  ihm  für  zwei  unter  diesen  Tangenten  (Art.  79) 
und  die  Zahl  der  ausser  ihr  von  ihm  an  die  Kurve  gehenden 
Tar^enten  ist  also  vier,  zwei  oder  eins;  ist  derselbe  ein  In- 
flexionspuBkt  der  Kurve,  so  zählt  die  zugehörige  stationäre 
Tangente  für  drei  unter  den  von  ihm  ausgehenden  Kurven- 
Tangenten  und  die  Zahl  der  vou  ihr  verseliiedencn  wird  noch 
um  eine  Einheit  mehr  vermindert. 

Die  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  zerfallen 
(Art.  38)  natnrgemäss  weiter  in  solche,  bei  denen  die  Tan- 
genten im  Doppelpunkt  reell,  und  solche,  bei  denen  sie  nicht 
reell    sind,    also    mit    Knotenpunkt    und    mit    isoliertem 
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Punkt  respektive.  Wir  werden  später  sehen,  dass  eine  analoge 
TJntereinteilung  für  die  Kurven  dritter  Ordnung  ohne  singii- 
lären  Pimkt  existiert;  aber  für  jetzt  brechen  wir  die  Diskussion 
der  Einteilung  der  Kurven  dritter  Ordnung  hier  ab,  weil  die 
Kenntnis  einiger  allgemeinen  Eigenschaften  dieser  Kurven  für 
das  Verständnis  derselben  von  wesentlichem  Vorteil  ist.  Wir 
verschieben  ebenso  die  Diskussion  der  allgemeinen  Gleichung 
und  die  Untersuchung  ihrer  Invarianten  und  beginnen  damit, 
die  Anwendung  früher  entwickelter  allgemeiner  Sätze  über  die 
algebraischen  Kurven  auf  den  Fall  der  Kurven  dritter  Ordnung 
zu  zeigen;  zunächst  entsprechend  dem  ersten  Abschnitt  des 
II.  Kapitels  in  Bezug  auf  die  Durchschnitte  der  Kurven. 

I.  Abschnitt. 

Durehsehnitt  einer  gegebenen  Kurve  dritter  Ordnung 
mit  andern  Kurven. 

149.  Wir  haben  in  Art.  9  bewiesen,  dass  alle  Kurven 
dritter  Ordnung,  welche  durch  acht  Punkte  einer  ge- 
gebenen Kurve  dieser  Art  gehen,  einen  neunten  festen 
Punkt  derselben  enthalten.  Dies  ist  ein  Fundamentals  atz, 
der  zu  dem  grossem  Teil  der  Eigenschaften  der  Kurven  drit- 
ter Ordnung  leitet. 

Wenn  insbesondere  Kwei  gerade  Linien  von  den  Gleichungen 
^  =  0,     B  =  0 
eine  Kurve  dritter  Ordnung  in  Punkten 

Ä,  A',  A";     B,  B',  B" 
respektive  schneiden  und  wenn  die  Geraden 

AB,    A'B',    A"B", 
deren  Gleichungen  wir  durch 

D  =  0,     U-^O,     F^O 
dargestellt  denken  wollen,  die  Kurve  ferner  in  den  Punkten 
G,  C,  G"    respektive    schneiden,   so   geht  die   Gerade   (7=0, 
welche  zwei  dieser  Punkte  G,  C  verbindet,  auch  durch  den 
dritten.     Denn  die  Geraden 

Z)=0,     E=-0,     F=0 
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bilden   eine  Kurve   dritter  Ordnung   durch  diese  neun  Punkte 
und  die  Geraden 

^  =  0,     B  =  0,     C=0 
eine  zweite,  welche  durch  acht  von  denselben  geht  und  daher 
auch  den  neunten  C"  enthält,  der,  weil  er  nicht  in  den  schon 
je  drei  Punkte  der  Kurve  enthaltenden  Geraden  ^  =  0,  B  =  0 
liegen  kann,  in  der  Geraden  C=0  Hegen  muss. 

Weil  die  gegebene  Kurve  dritter  Ordnung  durch  die  Durch- 
schnitte der  Orfcer 

ASC^O,     DEF-0 
geht,  so  muss  ihre  Gleichung  in  der  Form 

I)EF~?cÄBC=0 
darstellbar  sein. 

150.  Setzen  wir  voraus,  dass  die  Geraden  ^  =  0,  B  =  0 
zusammenfallen,  so  folgt  als  Specialfall  des  vorigen  der  Satz: 
Wenn  eine  gerade  Linie  J=0  die  Kurve  in  drei  Punkten 
A,  A',  A"  sehneidet,  so  schneiden  die  Tangenten  der  Kurve 
in  diesen  Punkten, 

D  =  0,     E^O,    F=0 
die    Kurve    respektive    in    drei   weitern   Punkten   0,   G\   C", 
welche  in   einer   geraden  Linie   6'=0  liegen.     Die  Gleichung 
der  Kurve  kann  in  die  Form 

DEF-M^C^O 
gesetzt  werden. 

Der  Punkt  C,  in  welchem  die  Tangente  im  Punkte  A  die 
Kurve  schneidet,  wird  der  Tangentialpunkt  von  A  genannt 
und  die  gerade  Linie  C—0,  in  welcher  die  Tangenti aipunkte 
von  drei  Punkten  (A,  A',  A")  einer  Geraden  liegen,  heisst  die 
Begleiterin  (Satellite)  der  Geraden  (^  =  0).  Wir  werden 
später  zeigen,  wie  aus  der  Gleichung 

J=0  oder  i.^x^  +  ..  =  0 
die  Gleichung  C  — 0  gebildet  werden  kann;  eine  Gerade  hat 
stets  eine  reelle  Begleiterin,  nämlich  auch  dann,  wenn  sie  die 
Kurve  nicht  in  drei  reellen,  sondern  in  zwei  nicht  reellen 
Punkten  und  einem  reellen  Punkte  schneidet;  die  Tangenten 
in  den  ersten  beiden  erscheinen  in  der  Form 
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P±iQ-0 
und   das  Produkt  ihrer  Gleichungen  ist  reell,   die  Gleiehung 
der  Kurve  kann  in  der  Form 

geschrieben  werden. 

Zwei  besondere  Fälle  unseres  Satzes  sind  bemerkenswert. 
Wenn  zuerst  die  Linie  A  =  0  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene  ist,  so  sind  die  Tangenten  der  Kurve 

D  =  0,  E^O,  F  =  Q 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  derselben  die  Asymptoten  der 
Kurve;  jede  derselben  schneidet  die  Kurve  in  einem  weitem 
Punkte  und  wir  lernen,  dass  diese  drei  Punkte  in  einer  Geraden 
liegen,  der  Begleiterin  der  unendlich  fernen  Geraden. 
In  diesem  Falle  ist  die  Gleichung  der  Kurve  auf  die  Form 

DEF^hC 
reduzierbar,  welche  aussagt,  dass  das  Produkt  der  senkrechten 
Entfernungen   eines   Kurvenpnnktes   von   den  Asymptoten   zu 
seiner  Entferaung  von  der  Geraden  C— 0  in  einem  konstanten 
Verhältnis  ist. 

Wenn  zweitens  die  Punkte  Ä,  Ä'  Inflexionspunkte  sind, 
so  fallen  ihre  respektiven  Tangentialp unkte  mit  ihnen  selbst 
zusammen  und  die  begleitende  Gerade  (7=0  ist  somit  von 
^  =  0  nicht  verschieden,  d.  h.  der  dritte  Punkt  derselben 
in  der  Kurve  A"  ist  auch  ein  Inflexionspunkt.  (Vergl. 
Art.  126,  Beisp.  3.)     Uie  Gleichung  der  Kurve  ist  auf  die  Form 

reduzierbar,  für  A  =  0  als  die   Gleichung  der  durch   die   In- 
flexionspunkte  gehenden  Geraden  und 

D  =  0,     J5  =  0,     i^=0 
als   die  respektiven  Gleichungen   der  drei  Tangenten  in  den- 
selben. 

151.  Der  Satz  des  vorigen  Artikels  lautet,  wenn  man  von 
der  Linie  C=0  anstatt  von  ji  =  0  aasgeht,  so:  Für  drei  in 
einer  Geraden  liegende  Punkte  C,  C,  G"  einer  Kurve  dritter 
Ordnung  geht  die  Verbindungslinie  des  Berührungspunktes  A 
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einer  der  Tangenten  der  Kurve  aus  dem  ersten  C  mit  dem 
Berührungspunkt  Ä'  einer  der  Tangenten  aus  dem  zweiten  C 
immer  auch  durcli  den  Berührnugspunkt  einer  der  Tangenten 
aus  dem  dritten  Punkte  C".  Weil  nur  eine  Tangente  in  einem 
Punkte  an  eine  Kurve  gezogen  werden  kann,  so  entspricht 
jeder  Lage  von  j1  =  0  nur  eine  Lage  von  C=^0;  weil  aber  im 
Falle  der  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  singulären  Punkt  vier 
Tangenten  von  einem  Punkte  der  Kurve  aus  an  dieselbe  gehen, 
30  entsprechen  einer  Lage  von  6'  ~  0  sechzehn  Lagen  von 
A^Ö.  Die  zwölf  Berührungspunkte  liegen  in  den 
sechzehn  Linien  ^  =  0,  nitmlich  drei  in  jeder  und  durch 
jeden  Berahrungspunkt  gehen  vier  derselben. 

Betrachten  wir  specielier  den  Fall,  wo  (7^0  die  Kurve 
berührt,  wo  also  zwei  der  Punkte,  sagen  wir  C,  C\  zusammen- 
fallen, so  sehen  wir,  dass  die  gerade  Linie,  welche  einen  der 
Berührungspunkte  A!\  der  Taugenten  von  C"  mit  einem  der 
Berührungspunkte  A^  der  Tangenten  von  C  verbindet,  auch 
durch  einen  der  andern  Berührungspunkte  A^  der  Tangenten 
von  C  gehen  muss;  und  in  gleicher  Art  die  Gerade  A'\A.^ 
durch  A^.  So  dass  der  Satz  gilt:  Die  vier  Berührungs- 
punkte J^,  A^,  A^,  A^  der  von  einem  Punkte  C  in 
der  Kurve  ausgehenden  Tangenten  derselben  sind 
die  Ecken  eines  Vierecks,  dessen  drei  Gegenseiten- 
Schnittpunkte  oder  Diagonalpunkte  auch  in  der  Kurve 
liegen;  und  die  Tangenten  der  Kurve  in  diesen  Funkten 
so  wie  die  Tangente  derselben  in  C  schneiden  sie 
sämtlich  in  demselben  Punkte  G". 

152.  Wir  kommen  auf  den  Fall  zurück,  wo  G=C>  die 
Kurve  nicht  berührt  und  nehmen  an,  dass  die  Berührungs- 
punkte der  von  C  ausgehenden  Tangenten  A^,  A^,  A^,  A^ 
und  die  der  von  C  ausgehenden  ^'^,  A\^,  -4'^,  A! ^  seien.  Gehen 
wir  dann  von  zwei  Punkten  der  ersten  Gruppe  aus,  z,  B,  von 
A^^  A^^  so  erhellt,  indem  wir  die  Punkte  der  zweiten  Gruppe 
in  einer  bestimmten  Art  in  Paare  trennen,  z.  B.  A!^,  A'.^  und 
-4'^,  A'^  und  dann  das  Paar  A^,  A^  zuerst  mit  A\^  A!^  ver- 
binden, dass  die  Linien  A-^Al^^  A^Al^  sich  in  einem  Punkte 
der  Kurve  und  die  Linien  AiA'^,  A^A\  sich  in  einem  andern 
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Punkte  der  Kurve  sehneiden;  und  ferner,  wenn  wir  A^,  A^ 
mit  A!^,  A!^  verbinden,  dass  A^A\^  A^A'^^  in  einem  dritten 
und  A^  A'^  und  A^  A\  in  einem  vierten  Punkte  der  Kurve 
zusammenlaufen,  —  nämlich  so,  dass  die  vier  neuen  Punkte 
die  Berührungspunkte  der  von  C"  ausgehenden  Tangenten  der 
Kurve  sind.  Wenn  wir  dann  zwei  Punkte  als  korrespondierend 
bezeichnen,  deren  Tangenten  sich  in  der  Kurve  schneiden,  ao 
ist  klar,  dass  jede  zwei  der  Punkte  A,,  A^,  A^,  A^  und  ebenso 
jede  zwei  der  Punkte  Ä\,  A'^,  A'^,  A'^  korrespondierend  sind. 
Von  den  zwei  Punkten  .A^,  A^  aus  können  aber  insbesondere 
die  Punkte  A\,  A'^  oder  A'g,  A'^  als  korrespondierende 
Punkte  derselben  Art  mit  A^^  A^  bezeichnet  werden,  auf 
Grund  der  Eigenschaft,  dass  aus  Kwei  Paaren  derselben  Art 
durch  Verbindung  jedes  Punktes  des  einen  mit  jedem  des  andern 
ein  Vieraeit  entsteht,  dessen  zwei  neue  Ecken  gleichfalls  Punkte 
der  Kurve  und  zwar  selbst  korrespondierende  Punkte  von  der 
nämlichen  Art  mit  den  gegebenen  Paaren  sind.  Es  folgt  daraus, 
dass  drei  Arten  korrespondierender  Punkte  existieren, 
nämlich  die  von  der  Art  A^A^  oder  A^A^,  der  Art  Aj^A^  oder 
Aj^A^  und  der  Art  Aj^Ä^  oder  A^A^-,  und  dass  wir  aus  einem  Paare 
A^A^  das  ganze  System  der  entsprechenden  Punkte  derselben 
Art  erhalten,  indem  wir  einen  veränderlichen  Punkt  K  der 
Kurve  immer  mit  A-^  und  A^  durch  gerade  Linien  verbinden, 
die  dann  die  Kurve  ausserdem  in  korrespondierenden  Punkten 
derselben  Art  A^A^  durchschneiden. 

Da  diese  Theorie  zum  grössten  Teil  von  Maclaurin 
herrührt^),  so  mag  sie  als  Maelanrins  Theorie  der  kor- 
respondierenden Punkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
benannt  werden. 

153.  Sind  dann,  immer  für  den  Fall,  wo  C'  =  0  die  Kurve 
nicht  berührt, 

Tangenten  durch  die  Punkte  C,  C,  C"  respektive,  so  sahen 
wir,  dass  die  Gleichung  der  Kurve  immei-  in  die  Form 

I>,E,F^-A^^C-0 
gebracht  werden  kann.     Sind  ferner 
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ein  anderes  Paar  der  durch  C,  C  gehenden  Tangenten,  so  dass 
ihre  Beriihrungssehne  durch  den  Berührungspunkt  von  F^  =  0 
geht,  ao  kann  die  Gleichung  auch  in  die  Form 

gesetzt  werden;  daraus  folgt  aber  die  Identität 
(Ai'i  -  -Ds  F.,)  F,  =  (^1^  -  A^^)  C, 
deren  rechte  Seite  gleich  Null  gesetzt  drei  gerade  Linien  dar- 
stellt und  deren  linke  Seite  daher  dieselben  drei  Geraden  aus- 
drücken  muss.     Infolge    dessen   muss  einer  der  Faktoren  von 

mit  C'^0  übereinstimmen,  welches  durch  die  Punkte 

geht;  der  andre  Faktor,  welcher  die  Verbindungslinie  von 
A-^'s  J^it  A-^i  darstellt,  muss  mit  Aj^±A2  =  0  überein- 
stimmen, wenn  i^'^  =  0  mit  A^  +  A^^O  sich  deckt.  Wir  sehen, 
däes  die  letztera  beiden  Geraden  und  die  Sehnen  A^  =  0, 
A^  =  0  ein  harmonisches  Büschel  bilden,  dessen  Scheitel  der 
Berührungspunkt  von  F—  0  ist. 

Wir  werden  später  diesen  Satz  auf  den  Fall  anwenden, 
wo  die  Punkte  C,  C  die  imaginäjren  Kreispunkte  /,  J  im 
Unendlichen  sind;  die  Punkte  A-^ai  ^a-^i  ^^°^  Awm  Brenn- 
punkte und  7^^  =  0  ist  eine  Tangente  parallel  der  einzigen 
reellen  Asymptote  der  Kurve. 

Wenn  die  Punkte  <7,  C  zusammenfallen,  so  bilden  die 
Gerade  von  G  nach  dem  Berührungspunkt  von  j^|=0,  Fj=0 
selbst  und  die  beiden  Sehnen  -ij  — 0,  ^1^  =  0  ein  harmonisches 
Büschel. 

154.  Daraus  ergiebt  sich  ein  anderer  Satz  von  Maclaiirinr 
Jede  Gerade  durch  einen  Punkt  A  in  der  Kurve  dritter 
Ordnung  wird  harmonisch  geteilt  in  den  Punkten  ß,  y 
der  Kurve,  die  sie  ausserdem  enthält,  und  in  den  zwei 
Punkten  ö,  6',  in  denen  sio  ein  Paar  der  Sehnen  schnei- 
det, welche  die  Berührungspunkte  der  von  A  an  die 
Kurve  gehenden  Tangenten  verbinden.  Denn  wenn  die 
Gerade  die  Tangente  C  =  0  im  Punkte  JE  schneidet,  so  ist, 
weil  sie  ^,  =0  und  A  =  0  in  A  trifft  nach  Art.  137 
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tlA^  Sß^  Sf      SA  ^  SE 
oder 

und  da  nach  dem  letzten  Artikel  S§'  ein  harmonisches  Mittel 
zwischen  fÜÄ  und  SE  ist,  so  ist  es  auch  ein  solches  zwischen 
8ß  und  Sy. 

Wenn  die  Kurve  einen  Doppelpunkt  hat,  so  können  nur 
zwei  Tangenten  von  einem  ihrer  Punkte  an  die  Kurve  gezogen 
werden;  aber  der  eben  bewiesene  Satz  behält  seine  Greltung, 
wenn  wir  für  die  zweite  der  Sehnen  die  gerade  Linie  sub- 
stituieren, welche  den  Doppelpunkt  mit  dem  dritten  Schnitt- 
punkte der  ersten  Sehne  mit  der  Kurve  verbindet. 

155.  Wir  fügen  eine  weitere  Anwendung  des  Satzes  hinzu, 
dass  alle  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  durch  acht  feste 
Punkte  einer  solchen  Kurve  gehen,  einen  neunten  festen  Punkt 
derselben  enthalten.  Wenn  durch  vier  feste  Punkte  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  ein  Kegelschnitt  beschrieben 
wird,  so  geht  die  gerade  Verbindungslinie  der  zwei 
übrigen  Schnittpunkte  derselben  mit  der  Kurve  durch 
einen  festen  Punkt  derselben.  Denken  wir  einen  Kegel- 
schnitt durch  die  Gruppe  (a)  der  vier  Punkte  und  sei  (ß) 
die  Gruppe  von  zwei  Punkten,  in  denen  er  die  Kurve  ferner 
schneidet,  (^')  aber  die  entsprechende  Gruppe  der  letztern  für 
einen  andern  die  (k)  enthaltenden  Kegelschnitt.  Dann  bilden 
der  erste  Kegelschnitt  und  die  gerade  Verbindungslinie  der 
Punkte  j3'  ein  System  dritter  Ordnung  durch  die  acht  Punkte 
«,  ß,  ß';  und  der  zweite  Kegelschnitt  und  die  gerade  Verbin- 
dungslinie der  ß  ein  zweites  System  derselben  Art  durch  die- 
selben acht  Punkte;  es  muss  also  der  neunte  Durch  Schnitts  punkt 
mit  der  Kurve  beiden  Systemen  gemein  sein,  d.  h.  die  Verbin- 
dungslinien der  Punkte  ß  und  der  Punkte  ß'  respektive  schnei- 
den die  Kttrve  in  dem  nämlichen  Punkt. 

Das  Gleiche  zeigt  die  Verbindung  der  Gleichungen 

lcaxbxC^  =  dxexfx   und   VaJ>x  =  äxej:, 

in  denen  ax....fx  homogene  Polynome   ersten  Grades  in  den 
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Veränderlichen  Xi,  %,  x^  vertreten;  denn  sie  giebt  l^f^^hc^. 
Die  Kurve  dritter  Ordnung  erscheint  ala  der  Ort  der  Durch- 
sehnitts punkte  der  Kegelschnitte  eines  Büschels  mit  den  ent- 
sprechenden Strahlen  eines  zu  ihm  projektivischen  Strahlen- 
bflschels,  ebenso  entsteht  die  Kurve  dritter  Klasse  aus  einer 
Kegelschuittschar  und  einer  zu  ihr  projebti vischen  geraden 
Punktreihe. 

Ich  habe  diesen  Punkt,  den  Scheitel  des  Strahlbüschels, 
fi'iiher  den  Gegenpunkt  des  Systems  der  vier  Punkte, 
der  Grundpunkte  des  Kegels  chnittbü  seh  eis ,  genannt;  wegen 
der  Übereinstimmung  mit  der  Nomenklatur  von  Sylvesters 
Theorie  der  Eeste,  die  jetzt  entwickelt  werden  soll,  soll  er 
der  beigeordnete  Rest  des  Systems  der  vier  Punkte  heissen. 
Man  konstruiert  diesen  Punkt  leicht,  indem  man  unter  den 
durch  die  vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitten  eines  der  Li- 
nieupaare  benutzt;  wenn  die  geraden  Verbindungslinien  der 
Punkte  12  und  34  respektive  die  Kurve  dritter  Ordnung  in 
den  Punkten  5  und  6  schneiden,  so  sehneidet  die  Gerade  56 
die  Kurve  ausserdem  in  dem  gesuchten  Punkt.  Die  Konstruk- 
tion ist  also'  in  drei  verschiedenen  Wegen  ausführbar,  ent- 
sprechend den  drei  paarweisen  Gruppierungen  der  vier  Punkte, 

Aus  dem  Satze  folgt  offenbar  als  Specialfall,  dass  durch 
vier  Punkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  vier  Kegelschnitte 
möglich  sind,  die  die  Kurve  ausserdem  berühren,  nämlich  die- 
jenigen, vrelche  durch  die  Berührungspunkte  der  vier  vom  bei- 
geordneten Rest  der  Gruppe  ausgehenden  Tangenten  hindurch- 
gehen, 

136  Wir  wollen  die  gefundene  Regel  für  die  Konstruktion 
des  beigeordneten  Restpunktes  auf  die  Grappe  von  vier  auf 
einander  folgenden  Punkten  der  Gruppe  anwenden.  Dann  ist 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  1,  2  eine  Tangente  und  der 
Punkt  5,  in  welchem  sie  die  Kurve  ferner  schneidet,  ist  der 
Tangentialpunkt  des  Punktes  1;  ferner  ist  der  weitere  Schnitt- 
punkt 6  der  Geraden  34  mit  der  Kurve  der  auf  5  folgende 
Punkt  der  Kurve;  der  gesuchte  beigeordnete  Rest  ist  daher 
der  Punkt,  wo  die  Tangente  im  Tangentialpunkt  5  von  1  die 
KniTe  femer  schneidet,  d.  h.  er  ist  der  Tangentialpunkt  des 
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Tangentialpnnktes  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  der  zweite 
Tangentialpunkt. 

Wenn  also  z.  B.  gefordert  wird,  einen  Kegelschnitt  zn 
bestimmen,  der  durch  vier  auf  einander  folgende  Punkte 
der  Kurve  geht,  d.  h.  in  einem  gegebenen  Punkte  eine  vier- 
punktige  Berührung  mit  ihr  hat,  während  er  sie  zugleich  an 
anderer  Stelle  einfach,  d.  h.  zweipunktig  berührt,  so  folgt,  dass 
dieser  letztere  Berührungspunkt  ein  Berührungspunkt  einer  der 
Tangenten  sein  muss,  welche  vom  zweiten  Tangentialpunkt 
des  ersten  an  die  Kurve  gehen;  da  einer  von  diesen  der  Tan- 
gentialpunkt des  ersten  ist  und  für  diesen  der  fragliche  Kegel- 
schnitt offenbar  in  zwei  gerade  Linien  degeneiiert,  so  geben 
nur  die  drei  andern  eigentliche  Lösungen  des  Problems. 

Man  konstruiert  ferner  einen  Kegelschnitt  durch  fünf 
auf  einander  folgende  Punkte  der  Kurve  oder  in  fünf- 
punktiger  Berührung  mit  ihr  in  einem  Punkte  1,  indem  man 
den  sechsten  Schnittpunkt  desselben  mit  der  Kurve  bestimmt, 
nämlich  den  dritten  Schnittpunkt  der  Kurve  mit  der  geraden 
Verbindungslinie  des  Punktes  1  mit  seinem  zweiten  Tangen- 
tialpunkt. 

Wenn  dieser  letzte  Punkt  mit  dem  Punkt  1  zusammen- 
fallen soll,  so  muss  die  Verbindungslinie  von  1  mit  seinem 
zweiten  Tangentialpunkt  die  Kurve  in  1  berühren,  d.  h.  der 
erste  und  der  zweite  Tangentialpunkt  müssen  zusammenfallen; 
da  nun  ein  Punkt,  dessen  Tangentialpunkt  mit  üim  zusam- 
menfällt, notwendig  ein  Inflesionspunkt  ist,  so  folgt:  Es 
giebt  in  einer  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  singulä- 
ren  Punkt  siebenundzwanzig  Punkte,  in  deren  jedem 
ein  Kegelschnitt  mit  sechspunktiger  Berührung  mit 
der  Kurve  konstruiert  werden  kann,  nämlich  die  Be- 
rührungspunkte der  neun  mal  drei  Tangenten,  welche 
an  die  Kurve  von  ihren  Inflexionspunkten  aus.  noch 
gezogen  werden  können. 

157.  Der  bisher  angewendete  Fuudamentalsatz  des  Art.  29 
ist  in  Art.  33  verallgemeinert  worden  und  wird  in  der  dort 
gewonnenen  Gestalt  auf  unser«  Fall  bezogen,  indem  wirj3  =  3 
setzen:   Jede  Kurve   der  Ordnung  n,   welche   durch   (3«— 1) 
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feste  Punkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  geht,  enthält  ausser- 
dem einen  festen  Punkt  derselben.  Es  ist  dazu  zu  bemerken, 
daas  für  m=  1  und  «  —  2  nur  eine  Kurve  «',*"'  Ordnung  durch 
bezeichnete  (3n— 1)  Punkte  möglich  ist  und  daher  der  Satz 
die  Bedeutung  verliert,  die  er  für  alle  Fälle  bat,  wo  «>2  ist. 
Wenn  in  dieseu  Fällen  durch  3w  willkürlich  gewählte  Punkte 
einer  Knrve  dritter  Ordnung  eine  Kurve  n^'  Ordnimg  gelegt 
werden  sollte,  so  würde  dieselbe  (vergi.  Art.  33)  im  allge- 
meinen keine  eigentliche  Kurve  ihrer  Ordnung  sein,  sondern 
zusammengesetzt  aus  der  Kurve  dritter  Ordnung  selbst  und 
einer  Kurve  von  der  Ordnung  {w  —  3). 

158.  Wenn  von  den  3{m  +  n)  Durehschuittspunkten 
einer  Kurve  der  Ordnung  (m  +  n)  mit  einer  Kurve  drit- 
ter Ordnung  Sm  in  einer  Kurve  m""  Ordnung  U,,,  lie- 
gen, so  sind  die  übrigen  3«  in  einer  Kurve  der  w'™ 
Ordnung  erhalten.  Denn  nach  der  soeben  gemachten  Be- 
merkung kann  durch  (3n— 1)  von  diesen  Punkten  eine  Kurve 
j^ter  Ordnung  U^  stets  beschrieben  werden,  und  diese  bildet 
mit  Um  zusammen  ein  System  der  Ordnung  (m  +  n),  welches 
nach  dem  vorigen  Artikel  durch  den  letzten  Punkt  gehen  muss, 
der,  weil  er  nicht  in  f/„,  liegen  kann,  als  welche  die  Kurve 
dritter  Ordnung  bereits  in  3™  Punkten  schneidet,  notwendig 
in   Un  liegen  muss. 

159.  Wir  wollen  nun  mit  Sylvester  von  zwei  Systemen 
von  Punkten,  welche  zusammen  den  vollständigen  Durchschnitt 
der  Kurve  dritter  Ordnung  mit  einer  algebraischen  Kurve  bilden, 
immer  das  eine  System  als  den  Kest  des  andern  Systems 
bezeichnen.  Da  die  Gesamtzahl  der  Schnittpunkte  ein  Viel- 
faches von  3  sein  muss,  so  muss  die  Zahl  der  Punkte  des 
Systems  a  durch  3 j)  -f  1 ,  die  der  Punkte  des  Systems  ß  durch 
3g  — 1  ausdrüekbar  sein  und  umgekehrt,  und  jenes  System 
kann  als  ein  positives,  dieses  als  ein  negatives  bezeichnet  wer- 
den, so  dass  der  Best  eines  positiven  Systems  ein  negatives 
System  ist  und  umgekehrt.  Das  einfachste  positive  System 
besteht  aus  einem  Punkt  und  entspricht  dem  p  =  0 ;  das  ein- 
fachste negative  System  bilden  zwei  Punkte  enfcsprechendg  =  l; 
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das  eine  eracbeint  als  Rest  des  andern,  wenn  die  drei  Punkte 
in  gerader  Linie  sind.  Weil  durch  ein  gegebenes  System  von 
Punkten  «  eine  Unendlichkeit  von  Kurven  verschiedener  Ord- 
nungen beschrieben  werden  kann,  so  ist  deutlich,  dasa  ein 
solches  System  a  unendlich  viele  Reste  ß,  ß',  ^", ...hat.  Zwei 
Systeme  ß,  ß'  sollen  beigeordnete  Reste  beissen,  wenn  sie 
beide  demselben  System  a  als  Reste  entsprechen.  So  können 
im  Falle  des  Art.  155  unendlich  viele  Kegelschnitte  durch  ein 
System  von  vier  Punkten  k  in  der  Kurve  dritter  Ordnung  ge- 
legt werden,  welche  die  Kurve  ferner  in  Punktepaaren  ß,  ß\... 
schneiden,  von  denen  jedes  ein  Rest  von  u  ist  und  die  daher 
alle  einander  beigeordnete  Reste  sind.  Wenn  ferner  die  Ver- 
bindungslinie des  Paares  ß  die  Kurve  überdies  im  Punkte  k' 
schneidet,  so  wird  dieser  ebenso  wie  die  vier  ursprünglichen 
Punkte  ein  Rest  der  Gruppe  ß  sein  und  der  Punkt  «'  ist  da- 
her, wie  wir  ihn  sclion  bezeichneten,  beigeordneter  Rest  des 
Systems  a.  Es  ist  offenbar,  dasa  zwei  beigeordnete  Restsysteme 
entweder  zugleich  positiv  oder  zugleich  negativ  sind.  Mit  die- 
ser Terminologie  lautet  der  Satz  des  Art.  157:  Zwei  Punkte 
der  Kurve  dritter  Ordnung  müssen  zusammenfallen, 
wenn  sie  beigeordnete  Reste  sind.  In  der  That  zeigten 
wir  dort,  dass,  wenn  durch  dieselben  (3^  —  1)  Punkte  k  eine 
Kurve  D^,  gelegt  wird,  welche  die  Kurve  dritter  Orduimg  im 
Restpunkt  ß  schneidet,  und  eine  andere  Kurve  derselben  j?"" 
Ordnung,  die  den  Restpunkt  ß'  bestimmt,  diese  beigeordneten 
Reste  ß^  ß',  welche  auf  beiden  Wegen  entstehen,  in  demselben 
Punkt  vereinigt  sind. 

160,  Wenn  zwei  Restsysteme  ß,  ß'  einander  bei- 
geordnet sind,  so  ist  jedes  System  «',  welches  für  das 
eine  ein  Rest  ist,  auch  ein  Rest  für  das  andere.  Den- 
ken wir  durch  ein  System  «  zwei  Kurven  Up,  Uq  beaehrieben, 
welche  die  Kurve  dritter  Ordnung  ferner  in  Punktsystemen  ß,  ß' 
schneiden,  so  dasa  diese  beigeordnete  Reste  sind;  so  wird  be- 
hauptet, dass  die  a'  Punkte,  in  denen  eine  durch  das  Syatem  ß' 
gehende  Kurve  J7r  die  Kurve  dritter  Ordnung  ferner  schneidet, 
mit  dem  System  ß  zusammen  den  vollständigen  Durchschnitt 
einer  Kurve  mit  der  gegebenen  Kurve  dritter  Ordnung  bilden. 
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Denn  da  die  Systeme  «  nnd  ß  zusammen  den  Durchschnitt 
einer  Kurve  Up  mit  ihr  bilden,  iind  ebenso  a',  ß'  den  einer 
einer  andern  Kurve  Ifr,  so  repräsentieren  alle  vier  vereinigt 
den  Durchschnitt  der  Kurve  dritter  Ordnung  mit  einer  Kurve 
von  der  Ordnung  p  +  r;  da  nun  die  vereinigten  Systeme  a,  ß' 
den  Schnitt  mit  der  Kurve  Oj  von  der  Ordnung  q  darstellen,  so 
müssen  (Art.  158)  die  vereinigten  Systeme  ß',  ß  den  Schnitt 
der  Kurve  dritter  Ordnung  mit  einer  Kurve  von  der  p-\-r  —  q 
repräsentieren. 

Infolgedessen  sind  auch  zwei  Systeme,  welche  als 
beigeordnete  Reste  desselben  dritten  auftreten,  bei- 
geordnete Reste  zu  einander.  Wenn  ß  und  ß'  beigeord- 
nete Reste  sind  und  also  einen  gemeinsamen  Rest  a  haben, 
und  wenn  ß'  und  ß"  den  gemeinsamen  Rest  «'  besitzen,  dann 
ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  «  auch  ein  Rest  von  ß"  und  a' 
von  ß,  d.  h.  wenn  ß,  ß"  beigeordnete  Reste  mit  ß'  sind,  so 
sind  sie  es  zu  einander,  denn  a,  a'  sind  gemeinschaftliche 
Reste  von  ß,  ß". 

161.  Wir  können  nun  von  dem  Satze  des  Art.  155  einen 
Beweis  geben,  welcher  zu  Sylvesters  Erweiterung  des  Satzes 
natürlich  leitet.  Ein  durch  vier  Punkte  «  der  Kurve  dritter 
Ordnung  gehender  Kegelschnitt  schneidet  die  Kurve  noch  in 
zwei  Punkten  ß,  welche  einen  Rest  des  Systems  a  bilden;  die 
durch  die  beiden  Punkte  ß  gehende  Gerade  schneidet  die  Kurve 
noch  in  einem  Punkte  «',  welcher  Rest  zu  ß  und  daher  bei- 
geordneter Rest  zu  ß  ist.  Wiederholen  wir  dasselbe  Verfahren 
mit  einem  andern  Kegelschnitt,  so  kommen  wir  au  einem 
Punkte  a",  welcher  ebenfalls  beigeordneter  Rest  zu  «  und  da- 
her zu  a'  ist;  somit  fallen  a',  a"  nach  Art,  159  zusammen. 

Die  Schlüsse  dieses  Beweises  bleiben  aber  offenbar  giltig, 
wenn  wir  anstatt  von  der  Gruppe  von  vier  Punkten  von  irgend 
einem  positiven  System  von  (3j?  +  1)  Punkten  P  ausgehen;  eine 
durch  diese  Punkte  geführte  Kurve  von  der  Ordnung  (p  +  1) 
sehneidet  die  Kurve  dritter  Ordnung  in  zwei  weiteren  Punkten 
und  die  Verbindungslinie  der  letztern  thut  dies  in  einem  drit- 
ten Punkte,  welcher  beigeordneter  Rest  zu  P  und  unveränder- 
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lieb  iat,  welches  aiicli  die  Kurve  der  Ordnung  {p-\- 1)  sei.  Wir 
können  aber  femer  au  dem  beigeordneten  Restpunbt  der  Gruppe 
P  anstafcb  in  zwei  Schritten  in  irgend  einer  geraden  Zahl  von 
Schritten  gelangen;,  wir  legen  durch  die  (3j9+l)  Punkte  P 
eine  Kurve  Up+r  und  erhalten  als  Rest  das  negative  System 
iV  von  (3r— ))  Punkten;  wir  beschreiben  durch  J\'"  eine  Kurve 
U,-+e  und  erhalten  einen  Eest  F'  von  (3s +1)  Punkten.  Aus 
P'  leiten  wir  in  gleicher  Weise  einen  Rest  von  (3^  —  1)  Punk- 
ten ab,  etc.  Wenn  wir  dann  bei  irgend  einem  negativen  Rest- 
systeme von  (3(  — 1)  Punkten  angekommen  eine  Kurve  üi  der 
Ordnung  i  durch  dasselbe  legen,  so  erhalten  wir  als  Rest 
einen  einzigen  Punkt.  Dass  dieser  Punkt  in  allen  Fällen 
derselbe  ist,  durch  welche  Stufen  der  Reatbildnng  man  auch 
zu  ihm  gelangt  sei,  ist  die  Erweiterung,  welche  Sylvester 
dem  Satze  des  Art.  155  gegeben  hat.  In  der  That,  das  Sy- 
stem iV  ist  em  Rest  Ton  P;  P'  ist  ein  Rest  von  N  und  bei- 
geordneter Rest  von  P;  N'  ist  ein  Rest  zu  P',  also  beigeord- 
net zu  JV  und  daher  auch  Rest  zu  P,  und  so  foi^t.  Jedes 
positive  System  in  der  Reihe  ist  Rest  zu  jedem  negativen 
System  und  beigeordneter  Rest  zu  jedem  positiven  System. 
Der  Punkt,  zu  welchem  wir  zuletzt  gelangen,  ist  beigeord- 
neter Rest  zu  dem  ursprünglichen  positiven  System  und  muss 
mit  dem  auf  irgend  einem  andern  Wege  erhaltenen  beigeord- 
neten Reste  desselben  Systems  identisch  sein. 

Wenn  wir  z.  B.  durch  vier  Punkte  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  beschreiben,  die  die  Kurve  in  fünf  andern  Punkten 
schneidet,  diirch  diese  fünf  eine  andere  Kurve  dritter  Ordnung, 
welche  einen  Rest  von  vier  Punkten  giebt,  durch  diese  sodann 
eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  einem  Rest  von  acht  Punk- 
ten und  durch  diese  endlich  eine  neue  Kurve  dritter  Ordnung, 
welche  die  Originalknrve  in  einem  weitern  Punkte  schneidet, 
so  ist  dieser  letztere  Punkt  notwendig  derselbe,  wie  der  nach 
dem  Verfahren  des  Art.  155  aus  den  ursprünglichen  vier  Punk- 
ten konstruierte  Gegenpunkt. 

Und  wir  können  endlich  ebenso  von  irgend  einem  nega- 
tiven Systeme  N  von,(33— 1)  Punkten  beginnend  nach  einer 
ungeraden  ^ahl   von  Operationen   zu   einem   einzigen   Punkt 
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kommen,  welcher  der  Best  des  Originalsystems  und  von  der 
besondern  Weise  der  Bestbildung  unabhängig  ist. 

162.  Die  entwickelten  Priiicipien  erlauben  uns,  durch  li- 
neare Konstruktionen  den  Punkt  zu  finden,  welcher  der  Beat 
oder  der  beigeordnete  Best  zu  einem  gegebenen  negativen 
oder  positiven  System  ist.  Wenn  k.  B.  verlangt  wäre,  den 
Restpunkt  zu  acht  gegebenen  Punkten  der  Kurve  zu  finden, 
so  verbinden  wir  dieselben  auf  irgend  eine  Weise  in  Paaren 
durch  vier  Gerade  und  erhalten  ein  System  vierter  Ordnung 
und  vier  neue  Schnittpunkte  desselben  mit  der  Kurve,  welche 
einen  Rest  zu  den  gegebenen  bilden;  verbinden  wir  diese 
abermals  in  Paaren,  so  erbalten  wir  eine  Gruppe  von  zwei 
Punkten  als  beigeordneten  Best  der  acht  gegebenen;  der 
Punkt,  wo  die  Verbindungslinie  der  letztem  die  Kurve  zum 
dritten  mal  schneidet,  ist  der  verlangte  Resfcpuukt. 

Oder  wir  können  irgend  vier  der  gegebenen  Punkte  durch 
ihren  beigeordneten  Rest  ersetzen,  den  wir  wie  in  Art.  155 
konstruieren,  und  das  Problem  ist  so  auf  die  Aufsuchung  des 
Restes  zu  einem  System  von  fünf  Punkten  zurückgeführt;  er- 
setzen wir  dann  irgend  vier  von  diesen  durch  ihren  beigeord- 
neten Rest,  so  ist  die  Aufgabe  auf  die  Konstruktion  des  Bestes 
zu  einem  System  von  zwei  Punkten  reduziert.  Auf  jedem  die- 
ser Wege  erkennt  maji,  dass  der  beigeordnete  Best  eines 
Systems  von  acht  auf  einander  folgenden  Punkten 
in  einem  gegebenen  Punkte  der  Kurve  dritter  Ord- 
nung der  dritte  Tangentialpunkt  dieses  Punktes  ist; 
sowie  dass  der  Rest  eines  Systems  von  zweimal  vier  auf  ein- 
ander folgenden  Punkten  in  der  Verbiodungalinie  der  zweiten 
Tangential  punkte  der  beiden  gegebenen  Punkte  liegt. 

Bei  der  entwickelten  linearen  Konstruktion  des  neun- 
ten Punktes,  welchen  alle  die  durch  acht  gegebene  Punkte 
gehenden  Kurven  dritter  Ordnung  enthalten,  ist  vorausgesetzt, 
dass  eine  dieser  Kurven  durch  die  acht  Punkte  gegeben  ist; 
und  die  Aufgabe  ist  dadurch  von  der  verschieden,  welche  ver- 
langt, dass  jener  neunte  Punkt  konstruiert  werde,  wenn  nur 
die  acht  Punkte  bekannt  sind.     Hart  hat  gezeigt    dass  auch 
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im  letatem  Fall  dieser  Punkt  linear  konstituiert  werden  kann, 
wenn  auch  durch  ein  komplizierteres  Verfahren.^') 

163.  Wir  schliessen  diesen  Abschnitt  mit  einigen  Bemer- 
kungen über  Systeme  von  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  ge- 
wisse Punkte  gemein  haben.  Zuerst,  wenn  acht  Punkte  der 
Kurve  gegeben  sind,  oder  acht  lineare  Relationen  zwischen 
den  Koefficienten  der  allgemeinen  Gleichung  in  Punktkoordi- 
naten, so  können  dieselben  alle  bis  auf  einen  eliminiert  und 
die  Gleichung  damit  auf  die  l'oiin  gebracht  werden 

Wenn  sodann  sieben  Punkte  oder  sieben  lineare  Eelationen  ge- 
geben sind,   so  kann  die  allgemeine  Gleichung  auf  die  Form 

ü+}cr+lW=0 
gebracht  werden,  in  welcher 

e;=o,  7=0,  W=0 
drei  Kurven  dritter  Ordnung  bezeichnen,  die  die  sieben  Bedin- 
gungen erfüllen,  und  die  beiden  Konstanten  k,  Z,  welche  zur 
Disposition  sind,  die  Erfüllung  von  zwei  andern  Bedingungen 
erlauben.  Die  vorige  Gleichung  repräsentiert  ein  Büschel, 
die  letzte  ein  Bündel  oder  Netz  von  Kurven  dritter  Ord- 
nung, eine  einfach  oder  zweifach  unendliche  Reihe  von  solchen 
Kurven,  d.  i.  ein  lineares  Gebilde  erster  oder  zweiter  Stufe  aus 
aolchen,  entsprechend  den  Wert -Kombinationen  der  Konstan- 
ten, Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  durch  sechs  ge- 
gebene Punkte  gehenden  Kurven  dritter  Ordnung  (lineares  Ge- 
bilde dritter  Stufe)  ist  ebenso 

U  +  JcV+lW+mS-^O. 
Wir  können  für  U,  V,  ...Systeme  von  drei  Geraden  setzen,  von 
denen  jede  durch  zwei  der  gegebenen  Punkte  geht;  sind  also 

A,   B,  C,  B,  E,  F 
die  sechs  Punkte  und  repräsentiert  ah  =  0  die  Gleichung   der 
geraden  Verbindungslinie   A   und   B^   so   ist   eine  Form   der 
Gleichung  der  Kurve  dritter  Ordnung  durch  jene 

ah  .cd  .ef-\-k  .ac  .he  .df-\- 1  .ad  .hf  .ce-\-m  .(xe  .id  .cf  =Ü. 
Weil   diese  Gleichung   drei   unbestimmte   Konstauten   enthält, 
so  muas  jedes  andere  System  dritter  Ordnung  durch   die  ge- 
gebenen sechs  Punkte,  z.  B.  die  Verbindung  der  drei  Geraden 
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AF,  BC,  DE, 
durch  sie  ausdrückbar  sein,  und  die  vorige  Gleichung  würde 
also  an  Allgeiueinheit  nicht  gewinnen,  wenn  man  ihr  ein  Glied 
n.af.bc.de  hinzufügen  wollte,  weil  dieses  selbst  gleich  der 
Summe  der  mit  gewissen  Faktoren  respektive  multiplizierten 
vorigen  vier  Glieder  sein  muas. 

In  derselben  Art,  wie  die  Doppelverhaltnisgleichheit  der 
Punkte  eines  Kegelschnitts  aus  der  Gleichung 

ab.cd  =  k.ac.hd 
abgeleitet  wird  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  288),  können  wir 
aus  der  soeben  geschriebenen  Gleichung  das  folgende  Gesetz 
als  die  Ausdehnung  des  ei'wähnten  auf  Kurven  dritter  Ord- 
nung ableiten:  Wenn  sechs  Punkte  einer  Kurve  dritter 
Ordnung  mit  einem  siebenten  Punkte  derselben  durch 
gerade  Linien  verbunden  werden,  so  besteht  zwischen 
den  durch  die  Schnittpunkte 

A,  £,  ü,  B,  E,  F 
seiner  Strahlen   in  irgend   einer  Geraden  bestimmten 
Segmenten  die  Relation 

AB.CB.EF+Jc.AG.SE.DF+l.AB.BF.CE 
+  m.AE.BD.CF^O, 
in  welcher  Je,  l,  m  für  jede  besondere  Kurve  dritter  Ordnung 
durch  die  sechs  Punkte  vollkommen  bestimmte  Konstanten 
sind.  Der  Satz  umfasst  zahlreiche  besondere  Fälle,  welche 
mau  leicht  in  analoger  Weise  wie  in  der  „Anal.  Geom.  ä. 
Kegelschu."  Art.  295  ableiten  kann  durch  specielle  Voraus- 
setzungen ober  die  Lage  der  Transversale,  etc. 

164.  Eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
entsteht,  wie  in  Art.  150  die  allgemeine  aus  einem  Kegel- 
schu ittbüsehel  und  einem  zu  ihm  projektivisehenStrahl- 
büschel  unter  der  speciellen  Annahme,  dass  ein  Grundpunkt 
des  Kegel  Schnittbüschels  mit  dem  Scheitel  des  Strahlenbfischels 
zusammenfällt.  Insofern  aber  ein  Kegelschnittbüschel,  wenn 
er  aus  Linienpaaren  durch  einen  Pimkt  besteht,  nichts  anderes 
ist  als  eine  Involution  im  Strahlenbüschei,  entspringt  die 
Erzeugung  der  Kurven  dritter  Ordnung  aus  solchen 
Involutionen,   welche   zu  vorzugsweis  bequemen  Konstruk- 
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tionen  führt.  Mit  a^  und  d^  als  Symbolen  für  homogene 
lineare  Polynome  in  den  Veränderlichen  3;„  x^,  x^  und  für  7c,  l 
als  Konstante  bezeichnet 

(a,  +  *oy(«.  +  W.)-0 
ein  Linienpaar  durch  den  Schnittpunkt  von  a,r  =  0  mit  <^x=^ 
und  für  X  als  einen  veränderlichen  Parameter 

«^  «'.r  +  ^  K  +  Äo;'^)  (flj  +  Id^  ^  0 
eine  Involution  im  Strahl enbüschel;  dann  ist  für  ör^O,  ö'.„  =  0 
als  die  den  beiden  Paaren  entsprechenden  Strahlen 

ein  zu  dieser  Involution  projektivisehes  Strahlbüschel  und  als 
der  Ort  der  Schnittpunkte  zweier  Strahlen  mit  den  entsprechen- 
den Paaren  ergiebt  sich  die  Kurve  dritter  Ordnung  mit  Düp- 
pelpunkt im  Scheitel  der  Involution 

dxdxb'^  —  (ik  -f  ^a'i)  («i:  +  Id^  hx  ^  0. 
Diese  führt  zu  den  Gleichungen  von  zwei  projektiv! sehen  In- 
volutionen 

a^«':^  +  '!.(«»  +  Ä«y  (öix  + 1  a'^)  -  0, 
h  &'«  +  Jl  {hv  +  W  h\)  {h^  +  V  b'.r)  =  0 
und  ihrem  Erzeugnis 

chd^  (h  +  ^^h\)  {K  +  l'V:,)  -  hj>\  (ß„  +  ^ß'.)  («.  +  /«'.)  =  0, 
einer  Kurve  vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in  den 
Scheiteln  beider  Involutionen.  Wenn  aber  der  Verbindungs- 
stvahl  der  Scheitel  zu  entsprechenden  Paaren  beider  Involu- 
tionen gehört  —  oder  wenn  er  im  vorigen  Falle  im  einfachen 
Büschel  dem  Paar  der  Involution  entspricht  — ,  so  ist  er  ein 
Teil  des  Erzeugnisses  und  der  Best  im  jetzigen  Falle  eine 
allgemeine  Kurve  dritter  Ordnung,  im  vorigen  speeiellen 
offenbar  ein  Kegelschnitt. 

Wir  sahen  in  Art.  41,  dass  die  Angabe  eines  Doppel- 
punktes äquivalent  war  mit  drei  Bedingungen.  Sind  also  ausser 
dem  Doppelpunkt  fünf  andere  Pankte  gegeben,  so  würde  eine 
einzige  weitere  Bedingung  die  Kurve  bestimmen  und  dieselbe 
kann  daher  in  der  Form 
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dargestellt  werden,  wo  S=0,  S'=0  zwei  besondere  Kurven 
des  Systems  sind.     Wir  können  sie  in  die  Form 

(oabcd)  oe  —  k .  (oabce)  od  =  0 
setzen,  wenn  (oahcd)  die  linke  Seite  der  Gleichung  des  durch 
den  Doppelpunkt  0  und  die  vier  Punkte  Ä,  B,  C,  D  gehen- 
den Kegelschnittes  repräsentiert. 

Ebenso  kann  die  Gleichung  einer  Kurve  dritter  Ordnvmg 
durch  den  Doppelpunkt  0  und  vier  andere  Punkte  A,  B,  6',  D 
in  der  Form  geschrieben  werden 

oa.ob  .cä-'rli.ob  .oc.ad-{-l.oc.oa.hcl  —  i)\ 
und   es  besteht  die  nämliche  Relation  wie  im  letzten  Artikel 
zwischen  den  Abschnitten,  welche  in  irgend  einer  Transversale 
durch  die  Strahlen  gebildet  werden,  die  einen  beliebigen  Punkt 
der  Kurve  mit  diesen  gegebenen  Punkten  verbinden. 

1G5.  Indem  wir  das  Doppel  Verhältnis  eines  Büschels  mit- 
telst der  senkrechten  Entfernungen  seines  Scheitels  von  den 
Seiten  eines  Vierecks  ausdrücken,  dessen  Ecken  einzeln  in  den 
vier  Strahlen  desselben  liegen  (vergl.  „Kegelschn."  Art.  288), 
können  wir  den  Ort  des  gemeinsamen  Scheitels  zweier  Büschel 
finden,  deren  Doppel  Verhältnis  dasselbe  ist  und  deren  Strah- 
len durch  feste  Punkte  gehen,  sofern  zwei  von  diesen  beiden 
Büscheln  gemein  sind.  Denn  wenn  ai^O  die  Gleichung  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  A.  und  B  bedeutet,  so  erhalten 
wir  eine  Gleichung  von  der  Form 

ao.bp      eo.dp      ^  ,         ,        ,  , 

— i  =  _^^.,4     oder    ao.op.ca  =  ab.co.dp. 
ao.po      cd.op 

Wenft  0  und  P  die  beiden  nicht  reellen  Kreispunkte  im  un- 
endlichen sind,  so  giebt  uns  dies  (vergl.  a.  a.  0.  Art.  420)  den 
Ort  des  gemeinsamen  Scheitels  zweier  Dreiecke  von  gegebenen 
Basen  und  gleichen  Winkeln  an  der  Spitze  und  wir  seheUj 
dass  dieser  Ort  eine  durch  die  besagten  Kreispunkte 
gehende  Kurve  dritter  Ordnung  ist.  Eine  solche  Kurve 
ist  der  Ort  der  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  einer 
Schar  („Kegelschnitte"  Art.  310,  9);  denn  die  Paare  der  Tan- 
genten, die  von  jedem  der  Kreispunkte  an  die  einem  festen 
Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitte  geben,  bilden  eine  In- 
volution  und  die  beiden  so  um  die  Kreispunkte  entstehenden 
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Involutionen  haben  die  imendlich  ferne  Gerade  entsprechend 
gemein,  weil  sie  die  Parabel  der  Schar  berührt.  Die  Brenn- 
punkte eines  Kegelschnitts  haben  in  unserer  Kurve  denselben 
Tangentialpunkt;  der  Tangentialpuiikt  der  imaginären  Kreis- 
puükte  ist  der  Brennpunkt  der  der  Schar  angehörigen  Parabel. 
Wenn  statt  dessen  die  Differenz  der  Winkel  an  der  Spitze 
gegeben  wäre,  so  wäre  dies  nach  der  angeführten  Stelle  durch 
das  Verhältnis  von  zwei  Doppel  Verhältnissen  ausdriiekbar  und 
leitet  zu  einer  Gleichui^  von  der  Form 

äo.bp  _      CO. dp 

ap.bo  cp.do 

welche    eine   Kurve    vierter    Ordnung   darstellt,    die    die 
beiden  Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  hat. 

II.  Abschnitt, 
Pole  und  Polaren. 

166.  Die  früher  entwickelten  Sätze  über  Pole  und  Polaren 
sind  zunächst  für  den  bestimmten  Fall  der  Kurven  dritter  Ord- 
nung zu  wiederholen  und  anzuwenden.  Jeder  Punkt  0  hat  in 
Bezug  auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  eine  gerade  Polare  oder 
Polarlinie  und  eine  konische  Polare  oder  einen  Polarkegel- 
sclmitt;  ihre  Gleichungen  sind  respektive 

du'   ,      dU'   ,     du'      .         ,dU  ,    jdU  ,    .dU      -- 
da^      "  dy'         de'         '         dx  dy  dz 

oder  ,  rrr  j  TT 

_     du'      ^         ,    ^    ,dU      ^ 

Zx,  -^-r  =  U     und    J-X/  -^ U, 

dXi  dxi        ' 

oder  endlich 

•Lxiü'i^O,     Ta/dJi-^O. 
Wenn   man   die   Gleichung   des  Polarkegelschnitts    nach   den 
Potenzen  der  Variabein  ordnet,  so  ist  sie 

a'x^+b'y^  +  ds^+2f'pz  +  2g' sx  +  2h' xy  -  0 

oder  _  -fj,  „ 

TV  iiXiXi^O, 

wenn  a',  b\  ...  respektive  ü'it  die  zweiten  Diiferentialquotien- 
ten  in  den  gestrichenen  Variabein  bezeichnen. 

Der  Polarkegelschnitt  ist  der  Ort  der  Pole  aller  der  ge- 
raden Linien,   welche   durch   den  Pol   gehen,   und   es  besitzt 
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daher  jede  gerade  Linie  in  Bezug  auf  eine  Kurve  dritter  Ord- 
nung ohne  Doppelpunkt  vier  Pole,  nämlich  die  Durchsehnitts- 
punkte  der  Polarkegelschnitte  von  irgend  zweien  ihrer  Punkte. 

Der  Polarkegel  schnitt  geht  durch  die  Berührungspunkte 
der  sechs  Tangenten,  welche  im  allgemeinen  von  0  an  die 
Kurve  gezogen  werden  können.  Im  Falle  der  Kurve  dritter 
Ordnung  mit  Doppelpunkt  geht  er  durch  den  Doppelpunkt 
und  schneidet  die  Kurve  nur  in  vier  Punkten  ausserdem  und 
jede  gerade  Linie  besitzt  nur  drei  Pole,  weil  von  den  Grund- 
punkten des  Büschels  der  Polarkegelschnitte  für  die  Punkte 
der  Geraden  nur  drei  verschieden  sind  vom  Doppelpunkt  der 
Kurve.  Im  Falle  der  Kurve  mit  Bückkelirpunkt  geht  der  Po- 
lar kegeis  cbnitt  jedenfalls  durch  diesen  stationären  Punkt  und 
berührt  die  Rückkehitangente ,  er  schneidet  also  die  Kurve 
ausserdem  nur  noch  in  drei  Punkten;  es  schneiden  sieh  daher 
auch  zwei  Polarkegelschnitte  ausserdem  nur  noch  in  zwei  Punk- 
ten, den  beiden  Polen  der  Verbindungslinie  ihrer  Pole  0. 

Wenn  die  Kurve  dritter  Ordnung  in  einen  Kegelschnitt 
und  eine  Gerade  zerfallt,  so  geht  der  Polarkegelschnitt  jedes 
Punktes  0  durch  ihre  Schnittpunkte  und  eine  beliebige  Ge- 
rade besitzt  zwei  Pole;  der  Polarkegelschnitt  geht  auch  durch 
die  Durchschnifctspunkte  des  gegebenen  Kegelschnitts  mit  der 
in  Bezug  auf  ihn  genommenen  Polare  von  0.  Denn  man  sieht 
leicht,  dass  der  Vollzug  der  Operation  A  oder 

a/,  j — f-a^a  j — i-^\  -T— 
a.i\         =  dx^         ■*  dxs 

an   dem  Produkte  LS  einer  linearen  und  einer  quadratischen 

homogenen  Punktion  von  drei  Variabehx  das  Resultat 

Fig.3o.  L'S  +  LA8 

giebt.    Wenn  die  Kurve  in 

drei  gerade  Linien  zerfällt, 

so  geht  jeder  Polarkegel- 
schnitt durch  die  Ecken 
des  von  denselben  gebil- 
deten Dreiecks  und  eine 
gerade  Linie  hat  nur  einen 
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Pol,     In  diesem  Falle  sind  die  Gleiciniiigen  der  Po la.r geraden 
und  des  Polarkegelschnitts  i 


und 
oder 

x^x\x'^  +  x^xf^x\  +  XsX\x\=-0 

x\x2X^  +  3f^XgX^  +  ^gX^X.^  =  0, 

i:+Ä^Ä=""^^S+S 

-0. 

Die  gegebene  Gleichung  der  Polarlinie  führt  sogleich  zu  einer 
geometrischen  Konstruktion  derselben,  denn  aus  Art,  60,  2  der 
„Anal.  Geora.  d.  Kegelschn,"  folgt,  dasa  für  x'.,  als  den  Punkt 
E  der  E'ignr  die  Linie  EjEgEg  die  durch  die  besagte  Gleichung 
dargestellte  Gerade  ist.  Die  Tangente  des  Polarkegelschnitts  im 
Punkte  x^  =  Xi^  =  0  ist  nach  Art.  56  a.  a.  0.  durch  -f  -f  -p  =  0 

ausgedrückt  und  wird  dalier  als  die  Verbindungslinie  des  Punk- 
tes A^  mit  dem  Üurchschnittspunkt  E^  der  Polarlinie  mit  der 
Gegenseite  Aj^Ä^  erhalten. 

167.  Wenn  eine  durch  den  Pol  0  gezogene  Gerade  die 
Kurve  dritter  Ordnung  in  Punkten  A,  B,  C  schneidet,  so  wird 
ihr  Schnittpunkt  F  mit  der  Polarlinie  von  0  nach  Art.  134 
durch  die  Gleichung 

OF      OA^OB^  OC 
bestimmt.    Wenn  eine  zweite  gerade  Linie  aus  0  in  der  Kurve 
die  Punkte  A'^  B',  C'  giebt,  so  ist  auch  ihr  Punkt  P'  in  der 
Polarlinie  damit  gegeben  und  also  diese  selbst  bestimmt  und 
muEs  die  nämliche  bleiben  für  alle  durch  die  sechs  Punkte 

A,  B,  C,  A',  B',  C 
gehenden   Kurven   dritter   Ordnung.     Wir  können   daher   die 
Polarlinie  0  in  Bezug  auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  linear 
konstruieren,  wenn  wir  die  Schnittpunkte 

A,  B,  C,  A',  B>,  C 
zweier  von  0  ausgehenden  Geraden  mit  der  Kurve  als  bekannt 
voraussetzen;  denn  sie  ist  die  Polare  von  0  in  Bezug  auf  das 
durch  die  Geraden 

AA\  BB\   CC 
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gebildete  Dreieck.  Die  im  Art.  1 35  gegebenen  metrisclieü  Re- 
lationen zeigen  auch,  dass  mit  den  Punkten  A,  B,  C  die  zwei 
Punkte  des  Polarkegelschnitts  in  ihrer  Verbindungslinie  be- 
stimmt sind,  und  dass  daher  durch  drei  vom  Pol  0  ausgehende 
Gerade  und  die  Gruppen  ihrer  Schnittpunkte 

A,  B,  C;  A\  B',  C;  A",  B",  G" 
mit  der  Kurve  dieselbe  bestimmt  und  somit  für  alle  durch 
diese  neun  Punkte  gehenden  Kurven  dritter  Ordnung  dieselbe 
ist.  Da  die  Punkte  .4,  A',  A"  als  Punkte  einer  Geraden  ge- 
wählt werden  können,  so  ist  das  Problem  der  Konstruktion 
des  Polarkegelschnitts  in  Bezug  auf  eine  Kurve  dritter  Ord- 
nung reduziert  auf  das  seiner  Konstruktion  für  das  aus  einer 
Geraden  L  und  den  durch  die  übrigen  sechs  Punkte  gehenden 
Kegelschnitt  S  gebildete  System.  Wegen  der  Relation  von 
pag.  184  geht  dieser  letzte  Polarkegelschnitt  durch  die 
Schnittpunkte  von  L  und  S,  sowie  durch  die  Schnittpunkte 
von  S  mit  der  Polare  von  0  in  Bezug  auf  S,  und  die  Polare 
von  0  in  Bezug  auf  ihn  ist  bekannt. 

Wir  behandeln  speciell  die  Fälle  1)  wo  0  ein  Punkt  der 
Kurve  dritter  Ordnimg  und  2)  wo  0  ein  Punkt  ihrer  Hesse- 
schen Kurve  ist. 

168.  Wenn  wir  aus  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten 
0,  0'  der  Kurve  dritter  Ordnung  die  beiden  Reihen  von  Tan- 
genten an  dieselbe 

OA,  OB,  OC,  OD;  O'A,  O'B,  O'G,  O'D 
ziehen,  so  schneidet  jede  Tangente  OA  die  nächstfolgende  Tan- 
gente O'A  in  ihrem  Berührungspunkt  A.    Nun  liegen  die  vier 
Berührungspunkte  A,  B,  C,  D  im  Polarkegelsehnitt  des  Punk- 
tes 0,  welcher  die  Kurve  dritter  Ordnung  in  diesem  Punkte  0 
berührt  (Art,  64),  A.  h.  die  sechs  Punkte 
0,  0',  A,  B,  C,  B 
liegen  in  demselben  Kegelschnitt  und  das  Doppelverhiilinis  des 
Büscheis 

0 .  ABGV 
ist  somit  dasselbe  wie  das  des  Büschels 
O'.ABCD. 
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Weil  endlich  dies  Verhältnis  dasselbe  bleibt,  wenn  wir  von 
einem  Punkte  der  Kurve  zum  nächstfolgenden  Punkte  dersel- 
ben gehen,  so  erkennen  wir,  dass  das  Doppelverhältnis 
des  Büschels  konstant  ist,  welches  die  von  irgend 
einem  Punkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  an  sie 
gehenden  Tangenten  mit  einander  bilden.''^)  Zu  einem 
algebraischen  Beweis  dieses  Satzes  gelangen  wir  später  da- 
durch, dass  das  Doppel  Verhältnis  des  Bücheis  von  vier  durch 
eine  homogene  bi quadratische  Gleichung  zwischen  zwei  Varia- 
bein ausgedrßctten  Geraden  in  Funktion  des  Verhältnisses  der 
Invarianten  S^  und  T^  der  biquadratischen  Form  ausgedn'ickt 
werden  kann  und  dass  diese  absolute  Invariante  des  Büschels 
in  dem  Falle,  wo  dasselbe  von  den  vier  Tangenten  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  aus  einem  ihrer  Punkte  gebildet  ist,  als  Punk- 
tion einer  absoluten  Invai'iante  der  kubischen  Form  erscheint, 
die  sie  ausdrückt,  also  unveränderlich  bleibt  für  alle  Lagen 
des  Punktes  in  der  Kurve.  Diese  absolute  Invariante  ist 
eine  numerische  Charakteristik  der  Kurve,  weiche 
durch  Projektion  und  durch  lineare  Transformation 
nicht  verändert  wird.  Es  wird  in  der  Algebra  nachgewie- 
sen, dass  man  durch  den  Wert  dieser  Invariante  diejenigen 
biquadratisehen  Gleiehui^en,  welche  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre Wurzeln  haben,  von  denen  unterscheiden  kann,  deren 
Wurzeln  sämtlich  reell  oder  imaginär  sind;  man  sieht  daraus, 
dass,  wenn  für  irgend  einen  Punkt  einer  Kurve  dritter  Ord- 
nung von  den  vier  von  ihm  ausgehenden  Tangenten  derselben 
zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind,  notwendig  für  alle  Punkte 
derselben  Kurve  das  Gleiche  stattfindet;  und  ebenso,  dass  jene 
vier  Tangenten  für  alle  Punkte  der  Kurve  entweder  sämtlich 
reell  oder  sämtlich  imaginär  sind,  wenn  sie  in  irgend  einem 
ihrer  Punkte  sämtlich  reell  oder  sämtlich  imaginär  sind.  Dar- 
auf gründet  sich  eine  fundamentale  Einteilung  der  Kur- 
ven dritter  Ordnung  ohne  singulären  Punkt  in  zwei 
Klassen;  die  einen,  in  welchen  von  jedem  Punkte  der  Kurve 
aus  zwei  und  nur  zwei  reelle  Tangenten  der  Kurve  an  dieselbe 
gehen,  die  andern,  in  welchen  die  vier  Tangenten  aus  einem 
Punkte  entweder  sämtlich  reell  oder  sämtlich  nicht  reell  sind, 
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Diese  Bemerkung  wird  in  dem  Abschnitt  über  die  Klassifika- 
tion der  Kurven  dritter  Ordnung  ihre  weitere  Ausführung  fin- 
den, und  es  wird  sieh  dabei  ergeben,  dase  im  zweiten  Falle 
die  Kurve  dritter  Ordnung  immer  aus  zwei  getrennten 
Teilen  besteht,  in  deren  einem  die  Punkte  mit  vier  reellen 
Tangenten  und  in  deren  anderem  die  Punkte  mit  vier  nicht 
reellen  Tangenten  liegen. 

169.  Aus  dem  Satze  des  Art.  168  folgt,  dass  für  0,  P 
als  zwei  beliebige  Punkte  der  Kurve  dritter  Ordnung  stets  ein 
Kegelschnitt  existiert,  der  sie  mit  denjenigen  vier  Punkten  ver- 
bindet, in  denen  die  vier  Tangenten  aus  dem  ersten  je  ihre  ent- 
sprechenden aus  dem  zweiten  durchschneiden.  Da  das  Doppel- 
verhältnis von  vier  Punkten  durch  die  Vertauschungen  von 
ABCD  in  BADC,  CDAB,  DCBA  nicht  geändert  wird,  so 
können  die  Sirahlen  des  zweiten  Büschels  nach  einander  in  jeder 
von  diesen  vier  Ordnungen  mit  denen  des  ersten  Buscheis  in 
der  Ordnung  ABCD  kombiniert  werden  und  die  sechzehn 
Durchschnittspunkte  der  ersten  Reihe  von  Tangenten 
mit  der  zweiten  liegen  somit  in  vier  Kegelschnitten, 
welche  sämtlich  die  Punkte  0  und  P  enthalten.  Ist 
die  Kurve  oirkular,  d.  h.  geht  sie  durch  die  nicht  reellen 
KreJspunkte  I,  Jim  Unendlichen,  so  ergiebt  sich,  indem  man 
diese  für  die  Punkte  0  und  P  wählt,  dass  die  sechzehn 
Brennpunkte  einer  cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung 
in  vier  Kreisen,  zu  je  vier  in  einem  derselben,  ge- 
legen sind  ~  ein  von  Hart'')  auf  anderm  Wege  erhaltener 
Satz,  der  den  Verfasser  auf  den  Hauptsatz  des  vorigen  Arti- 
kels führte. 

170.  Wenn  0  ein  Punkt  der  Kurve  ist,  so  wird  jede 
durch  ihn  gehende  Sehne  in  der  Kurve  und  im  Polar- 
kegelschnitt von  0  in  Bezug  auf  dieselbe  harmonisch 
geteilt.  Denn  wir  sahen,  dass  die  Durch schnittspunkte  der 
Kurve  dritter  Ordnung  mit  der  geraden  Verbindungslinie  von 
zwei  gegebenen  Punkten  durch  die  Gleichung 

bestimmt  werden;  für  a:';  als  einen  Punkt  der  Kurve  ist  aber 
i7'  =  0  und  diese  Gleichung  durch  jt  teilbar,  und  wenn  ferner 


y  Google 


Der  Pol  als  Tnflexionspunlct  der  Kurve.  171.  189 

die  Punkte  X/  und  a^,-  durch  die  Relation  Af/=0  verbuuden 
wären,  d.  h.  wemi  der  eine  auf  dem  Polarkegel  schnitt  des  an- 
dern liegt,  so  würde  die  Ührigbleibende  quadratische  Gleichung 
die  Form 

a^AÜ'  +  ji'^P^O 

und  somit  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Wurzeln  haben, 
d,  b.  nach  Art.  123  der  „Anal,  Geoui.  d.  Zegelschii."  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  wird  durch  die  Kurve"  har- 
momacJi  getrennt.  Man  beweist  das  Nämliche  auch,  indem 
man  den  Punkt  0  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  macht 
und  den  Ort  der  harmonischen  Mittel  auf  allen  von  ihm  aus- 
gehenden Radien  vektoren  bestimmt.  Indem  man  genau  wie 
in  Art.  133  verfährt  und  ^4=0  setzt,  findet  man  unmittelbar 

2  {Bx  +  Cy)  +  Dx^  +  Exy  +  Ff=0, 
d.  h.  die  Gleichung   des   Polarkegelschnitts  für  den   Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  als  Pol. 

Man  beweist  ferner  wie  in  Art.  137,  dass  die  Tangente 
des  Polarkegelschnitts  in  seinem  Üurchschnittspunkt 
mit  irgend  einer  Sehne  aus  dem  in  der  Kurve  gelege- 
nen Pol  auch  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Tan- 
genten der  Kurve  dritter  Ordnung  in  den  beiden  Punk- 
ten dieser  Sehne  geht  und  zur  Verbindungslinie  ihres 
Schnittpunktes  mit  dem  Punkte  0  harmonisch  kon- 
jugiert ist. 

171.  Wir  untersuchen  ferner  insbesondere  den  Fall,  in 
welchem  der  Punkt  0  ein  Inflexionspunkt  der  Kurve  ist. 
In  Art.  74  wurde  gezeigt,  dass  der  Polarke  gel  schnitt  eines  In- 
flexionspunktes  in  zwei  gerade  Linien  zerfällt,  von  denen  die 
eine  die  Tangente  in  diesem  Punlite  ist. 

Das  Nämliche  ergiebt  sieh  auch  aus  der  Gleichung  für 
den  Polarkegelschnitt  des  Anfangspunktes  der  Koordinaten, 
die  wir  soeben  geschrieben  haben;  denn  damit  der  Anfangs- 
punkt ein  InÜexionspunkt  und  die  Axe  y  =  0  seine  Tangente 
sei,  muss  (vergl.  Art.  46)  nicht  nur  Ä—0,  sondern  auch  J5  =  0, 
D  =  0  sein  und  die  Gleichung  des  Polarkegelachnitts  aus  Art. 
170  wird  somit 

ij{2C+Ex  +  Fy)^0. 
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Da  der  Paktor  y  offenbar  für  das  Problem  des  Ortes  der  bar- 
mouiachen  Mittel  seine  Bedeutung  verliert,  so  ergiebt  siehj 
dass  für  alle  durch  einen  Inflexionspunkt  der  Kurve 
dritter  Ordnung  gehenden  itadicn  vektoren  der  Ort 
der  harmonischen  Mittel  eine  gerade  Linie  ist,  ein 
Satz  von  Maclaurin.^)  Und  umgekehrt;  Wenn  der  Ort 
der  harmonischen  Mittel  eine  gerade  Linie  ist,  so  ist 
der  Punkt  0  ein  Inflexionspunkt.  Denn  nach  Art.  74 
kann  der  Polarkegelschnitt  nur  in  dem  andern  Falle  in 
zwei  gerade  Linien  degenerieren,  wenn  0  ein  Doppelpunkt 
ist,  und  dieser  Fail  hat  auf  das  Problem  der  harmonischen 
Mittel  keine  Anwendung,  weil  die  durch  den  Doppelpunkt 
gehenden  Kadien  vektoren  die  Kurve  nur  in  einem  weitern 
Punkt  schneiden. 

Wir  wollen  die  soeben  gefundene  Linie  die  harmonische 
Polare  des  Inflexionspunktes  0  nennen,  um  sie  von  der  ge- 
wöhnlichen Polare  zu  unterscheiden,  welche  die  entsprechende 
Inäexionstangente  ist, 

172.  Der  Punkt  0  besitzt  in  Bezug  auf  die  harmo- 
nische Polare  Eigenschaften,  welche  analog  sind  den 
Eigenschaften  von  Pol  und  Polare  bei  den  Kegel- 
schnitten. Wenn  wir  durch  0  zwei  gerade  Linien  ziehen, 
so  schneiden  sich  die  Paare  der  Verbindungslinien  ihrer  vier 
Schnittpunkte  mit  der  Kurve  in  der  harmonischen  Polare  — 
unmittelbare  Folge  der  harmonischen  Eigenschaften  des  Vier- 
ecks, Wenn  wir  insbesondere  in  den  Schnittpunkten  eines 
durch  0  gehenden  Strahls  mit  der  Kurve  die  Tangenten  der- 
selben ziehen,  so  liegt  ihr  Schnittpunkt  in  der  harmonischen 
Polare.  Die  harmonische  Polare  geht  auch  durch  die  Be- 
rührungspunkte der  von  0  aus  an  die  Kurve  gehenden  Tan- 
genten, weil  für  OR' RH"  als  eine  harmonische  Gruppe  das 
Zusammenfallen  von  II'  mit  W  auch  das  Zusammenfallen  von 
R'  mit  R  nach  sich  zieht.  Somit  liegen  die  Borilhrungs punkte 
der  drei  von  einem  Inflexionspunkt  aus  an  die  Kurve  gehen- 
den Tangenten  in  einer  geraden  Linie.  Wenn  die  Kurve  einen 
Doppelpunkt  hat,  so  folgt  genau  in  derselben  Weise,  dass  er 
in  der  harmonischen  Polare  liegen  muss. 


y  Google 


Die  neun  Inflesionspunkte  der  Kurve.  174.  191 

Man  kann  den  ersten  Satz  des  Artikels  auch  so  aus- 
sprechen: Wenn  drei  Punkte  A',  S',  C  der  Kurve  in  einer 
geraden  Linie  liegen  und  die  sie  mit  0  verbindenden  Geraden 
die  Kurve  ferner  in  A!\  B",  C"  sehneiden,  so  liegen  diese 
auch  in  einer  Geraden,  und  diese  beiden  Geraden  schneiden 
die  harmonische  Polare  in  demselben  Punkte.  Denken  wir 
insbesondere  A',  B',  C  als  zuaummenfallend ,  so  kommen  wir 
zu  dem  Satze,  dasa  die  Verbindungslinie  zweier  Iiiflexions- 
punkte  durch  einen  dritten  Inflexionspunkt  gehen  muss  und 
dass  die  Tangenten  der  Kurve  in  zweien  derselben  sieh  in  der 
harmonischen  Polare  des  dritten  schneiden. 

173.  Wenn  man  durch  einen  Inflexionspunkt  0  drei 
gerade  Linien  zieht,  die  die  Kurve  in  A^,  A^;  B^,  B^; 
(7j,  Ca  ferner  schneiden,  so  hat  jede  durch  die  sieben 
Punkte  0,  A^,  A^,  B^,  .B,,  C„  C^  gehende  Kurve  dritter 
Ordnung  im  Punkte  0  einen  Inflexionspunkt.  Denn 
die  Schnittpunkte  dieser  drei  Geraden  mit  der  harmonischen 
Polare  sind  den  Ortern  der  harmonischen  Mittel  des  Punktes  0 
für  alle  durch  diese  sieben  Punkte  gehenden  Kurven  dritter 
Ordnung  gemein  und  dieselben  enthalten  also  aile  eine  und 
dieselbe  gerade  Linie,  während  sie  im  allgemeinen  Kegel- 
schnitte wären,  nach  Art.  171  muss  daher  der  Punkt  0  für 
alle  die  bezeichneten  Kurven  ein  Inflexionspunkt  sein. 

174.  Wir  haben  im  Art  74  gesehen,  dass  die  Inflexione- 
puntte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  [/=  0  ihre  Dui-chsehnitts- 
punkte  mit  einer  Kurve  H^O  sind,  die  auch  von  der  dritten 
Ordnung  ist;  eine  Kurve  dritter  Ordnung  hat  daher  im 
allgemeinen  neun  Inflexionspunkte,  von  welchen  jedoch 
(vergi.  Beisp.  3  in  Art,  126)  nur  drei  reell  sind.  Und  da  wir 
seitdem  auch  bewiesen  haben,  dass  die  gerade  Verbindungs- 
linie von  zwei  Inflexionspunkten  durch  einen  dritten  Inflexions- 
punkt derselben  Kurve  gehen  muss,  so  ergiebt  sich,  dass  man 
durch  jeden  Inflexionspunkt  vier  gerade  Linien  ziehen  kann, 
welche  die  übrigen  acht  Inflexionspunkte  enthalten.  Als 
einen  Specialfall  zu  dem  Satze  des  letzten  Artikels  erhalten 
wir  dann  den  Satz:  Jede  Kurve  dritter  Ordnung,  welche 
durch    die    neun   Inflexionspunkte    einer    solchen 
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Kurve   geht,   bat    diese   Punkte   selbst   zu   Inflexions- 
punkteo.^'') 

175.  Die  Zahl   der  geraden  Linien,   von   denen  jode  drei 
Inflexionspunkte  enthält,  ist 

=  1  (4x9)=- 12, 
weil  je  vier  von  ihnen  sämtliche  Inflexioiis punkte  enthalten;  wir 
können  auch  daraus  schliessen  (vergl.  Art.  126),  dass  die  In- 
flexionsp unkte  nicht  sämtlich  reell  sein  können,  weil  durch  neun 
reelle  Punkte  nur  zehn  Gerade  geben  können,  welche  sie  zu  je 
dreien  enthalten,  aber  nicht  eine  grössere  Anzahl  von  Geraden. 
Der  Versuch,  ein  Schema  dieser  Linien  zu  bilden,  führt 
auf  folgendes,  von  welchen  jedes  andere  nur  durch  die  BeKeich- 
nung  abweichen  kann: 

123,    456,     789, 

147,     258,     369, 

159,     267,    348, 

168,  249,  357, 
und  dessen  Beziehung  zu  den  Gliedern  in  der  Entwiekelung 
der  daneben  stehenden  Determinante  leicht  erkannt  wird;  die 
sechs  letzten  Gruppen  des  Schemas  .sind  diese  selbst,  die  sechs 
ersten  die  Gruppen  der  Elemente  einer  Zeile  oder  Reihe.  Es 
folgt  daraus,  dass  jede  Kurve  dritter  Ordnung  durch  irgend 
sieben  dieser  Punkte  einen  derselben  ihrerseits  zum  Inflesions- 
pankt  haben  muss;  denn  irgend  sieben  der  Punkte  liegen  nach 
der  Tabelle  in  drei  Geraden,  z.  B.  die  ersten  sieben  in  147, 
267,  357,  welche  sich  in  einem  Punkte  der  Kurve  schneiden, 
und  es  ist  somit  nach  dem  letzten  Artikel  dieser  gemeinschaft- 
liche Punkt  7  ein  Inflexionspunkt  für  alle  diese  Kurven.  Aus 
der  Übersiebt  dieser  Geraden  geht  hervor,  dass  sie  in  vier 
Reihen  von  drei  Gei'aden  geordnet  werden  können,  von  denen 
jede  Reihe  sämtliche  Punkte  enthalt;  oder  dass,  wenn  wir  die 
Gleichung 

U  +  IH-Q 
bilden,  drei  Werte  von  X  existieren,  für  welche  die  Gleichung 
sieh  auf  die  Gleichung  eines  Systems  von  drei  geraden  Linien 
reduziert.    Einen  direkten  Beweis  davon  geben  wir  im  letzten 
Abschnitt  dieses  Kapitels. 
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176,  Wir  betrachten  ferner  den  Fall,  wo  der  Pimkt  x'i 
m  der  Hessesclien  Kurve  liegt  und  somit  sein  Polarkegel- 
schnitt in  zwei  gerade  Linien  zerfällt.  In  Art;  70  wurde  als 
allgemeines  Gesetz  bewiesen,  dass  immer,  wenn  die  erste  Po- 
lare eines  Punktes  A  einen  Doppelpunkt  B  bat,  der  Polar- 
kegelschnitt von  B  einen  Doppelpunkt  A  besitzt.  Im  Falle 
der  Kurven  dritter  Ordnung  ist  die  erste  Polare  eben  der 
Polarkegelschnitt  und  der  Satz  lautet:  Wenn  der  Polar- 
kegelschnitt von  A  in  zwei  gerade  Linien  zerfällt, 
die  sich  in  B  schneiden,  so  zerfällt  auch  der  Polar- 
kegelschnitt von  B  in  zwei  Gerade,  die  sich  in  A 
schneiden.  In  der  That,  wenn  der  Polarkegelschnitt  von  a/^  in 
zwei  gerade  Linien  zerfällt,  ao  genügen  die  drei  Koordinaten  Xi 
des  Durchs chnittspiinbtes  der  letztem  den  drei  Gleickangen,  wel- 
che durch  Differentiation  der  Gleichung  des  Polarkegelschnitts 
entstehen.     Den  äquivalenten  Formen  der  letzten  (Art.  165) 

I  x'i  Ui  =  0    oder    I  ü'nXi  x^^O 
entspringen  die  äquivalenten  Formen  der  fragliehen  Differentiale 

f^'u«i+  ^'n'h+  U\sXg^O, 

U',sx,+  ü'3^x^+  U',sXs=0, 

ü\gX^+  (7'aaiKg+  Ü'.^Xg=0. 
Dieselben  zeigen  sich  als  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Xi  und 
die  x'i  und  beweisen  daher,  dass  die  Beziehung  zwischen  die- 
sen Punkten  eine  gegenseitige  ist.  Aber  A  und  B  sind  offen- 
bar Punkte  der  Hesseschen  Kurve,  und  zwar  als  ent- 
sprechende Punkte  derselben  zu  bezeichnen;  wir  werden 
jetzt  zeigen,  dass  sie  dies  auch  in  dem  in  Art.  152  erklärten 
Sinne  sind,  d.  h.  dass  die  Tangenten  der  Hessesclien 
Kurve  in  A  und  B  sich  in  einem  andern  Punkte  die- 
ser Kurve  begegnen.  Wir  werden  später  sehen,  dass  es 
drei  Kurven  dritter  Ordnung  giebt,  welche  dieselbe  Kurve  zu 
ihrer  Hessesehen  Kurve  haben  und  dass  für  jede  dieser  drei 
die  Korrespondenz  der  Punkte  A  und  B  in  ihr  eine  andere 
von   den   drei  Arten   der  Korrespondenz   ist,   welche    wir    in 


y  Google 


J94  V.  Kurven  dritter  Ordnung.  IT.  177. 

Art,  152  flg.  kennen  gelernt  haben.  Hier  ergiebt  sich  ztmäehsfc, 
dass  im  Falle  der  Kurven  dritter  Ordnung  die  Steinersehe 
(Art  70)  und  die  Hessesche  Kurve  derselben  in  einer  Kurve 
vereinigt  sind. 

177.  Die  Gleichung  des  Polarkegelsehnitts  eines  durch  die 
Koordinaten  yi  bestimmten  Punktes 

zeigt,  dass  das  System  der  Polarkegelschnitte  aller  Punkte  der 
Ebene  in  Bezug  auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  ein  solches 
System  (Netz)  von  Kegelschnitten  bildet,  wie  es  in  Art.  360  flg. 
der  „Anah  Geom.  d.  Kegeischn."  diskutiert  worden  ist,  näm- 
lich ein  System,  dessen  Gleichung  zwei  unbestimmte  Para- 
meter linear  enthält.  Die  Gleichung  der  Polare  des  Punktes 
A  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  des  Systems  ist 

+  «'s  (^la^/i  +  f/23a/,  +  U^^x\)  =  0 
und  wird  also  durch  die  Koordinaten  des  Punktes  B  erfiillt; 
die  Polare  jedes  der  Punkte  A,  B  geht  somit  durch  den  an- 
dern Punkt  und  die  Hessesche  Kurve  der  Kurve  dritter 
Ordnung  ist  somit  zugleich  die  Jacobisehe  Kurve  (a,  a.  0. 
Art.  360)  des  Systems  der  Polarkegelschnitte.  Weil  A  und  H 
in  Bezug  auf  jeden  Kegelschnitt  des  Systems  konjugierte  Pole 
sind,  so  werden  sie  in  ihrer  Verbindungslinie  von  allen  den  be- 
sagten Kegelschnitten  harmonisch  getrennt,  d.  h.  diese  Punkte- 
paare bilden  eine  Involution,  deren  Doppelpunkte  in  A.  und  ß 
liegen.  Somit  können  auch  die  beiden  Punkte,  in  welchen 
diese  Gerade  je  einen  Kegelschnitt  des  Systems  schneidet, 
nur  in  A  oder  in  B  zusammenfallen;  und  somit  kann  für  das 
Zerfallen  in  zwei  gerade  Linien,  die  sich  in  AB  durchschnei- 
den, nur  entweder  A  oder  B  der  Schnittpunkt  derselben  sein, 
wenn  nicht  AB  selbst  eine  dieser  Linien  ist.  Die  Hessesche 
Kurve  einer  Kurve  dritter  Ordnung  ist  selbst  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  und  wird  also  von  der  geraden  Linie  AB  in  drei 
Punkten,  d.  h.  noch  in  einem^  dritten  Punkte  G  ausser  A  und  ß 
geschnitten.  Jeder  Punkt  der  Hesseschen  Kurve  ist,  wie  wir 
(i^esehen,  der  Durchschnitt  von  zwei  Geraden,  in  welche  ein 
gewisser  Polarkegelschnitt  des  Systems  zerfällt,   und  es  folgt 
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somit  aus  dem  soeben  bewiesenen,  dass  von  den  zwei  Geraden 
dieser  Art,  welche  sich  in  C  durchsehneiden,  AB  selbst  die 
eine  sein  muss.  Damit  entspringt  aus  dem  System  der  Punkte, 
deren  Ort  die  Hessesche  Kurve  ist,  ein  System  von  Geraden, 
nämlich  der  Paare  von  Linien,  welche  die  Polarkegelschnitte 
der  Funkte  der  Hesseschen  Kurve  sind.  Jede  Linie  des  Sy- 
stems schneidet  die  Hess e sehe  Kurvein  drei  Punkten,  von  denen 
zwei  entsprecheü<ie  Punkte  der  He  SS  eschen  Kurve  sind  und  deren 
dritter  C,  den  Durchs chnittap unkt  der  Geraden  mit  ihrer  konju- 
gierten, wir  als  den  ergänzenden  Punkt  bezeichnen  können. 

178.  Die  von  dem  System  der  eben  erwähnten  Geraden 
umhaute  Kurve  ist  von  Cayley  studiert  worden  und  Gre- 
mona  hat  sie  deshalb  als  die  Cayley  sehe  Kurve  der  Kurve 
dritter  Ordnung  bezeichnet.'^  Sie  ist  von  der  dritten  Klasse, 
weil  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  nicht  mehr 
als  drei  von  jenen  Geraden  gehen  können.  Ein  Punkt  M 
nämlich,  dessen  Polarkegelschnitt  durch  P  geht,  liegt  nach 
Art.  61  notwendig  in  der  Polarlinie  von  P  und,  damit  der 
Po iarke gelschnitt  in  gerade  Linien  zerfalle,  muss  M  in  der 
Hesseschen  Kurve  liegen;  es  giebt  daher  immer  nur  drei 
Punkte  M,  deren  Polarkegelsehnitt  sieh  auf  ein  Paar  von 
geraden  Linien  reduziert,  von  denen  die  eine  durch  P  geht. 
Da  die  Kurve  keine  Doppeltangente  und  keine  stationäre  Tan- 
gente besitzen  kann,  so  ist  sie  von  der  sechsten  Ordnung. 
Jede  Linie  des  Systems  verbindet  ein  Paar  entsprechende 
Punkte  der  Hesseschen  Kurve  (Art.  177);  die  Cayleysche 
Kurve  kann  daher  eben  so  gut  betrachtet  werden  als  die  En- 
veloppe  der  geraden  Linien,  in  welche  die  Polarkegelschnitte 
der  Punkte  der  Hessesehen  Kurve  zerfallen,  wie  als  die  En- 
veloppe  der  Geraden,  welche  die  korrespondierenden  Punkte 
der  Hesseschen  Kurve  verbinden.  Im  Falle  der  Kurven 
.  höherer  Ordnung  jedoch  ist  die  Enveloppe  der  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Punkte  A,  B  (Art.  70)  von  der 
Enveloppe  der  geraden  Linien  verschieden,  in  welche  Polar- 
kegelschnitte zerfallen  können. 

Man  sieht  daraus  z.  B,,  dass  die  Brennpunktskurve  einer 
Kegelschnittschar  im  Art.  J65  zur  Enveloppe  der  Äsen  dieser 
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Schar  in  der  Beziehung  der  Hesse  sehen  zur  Gay  iey  sehen  Kurve 
steht;  die  unendlich  ferne  Gerade  gehört  zu  den  Tangenten 
der  Enveloppe. 

Die  Cayleysche  Kurve  kann  auch  als  die  Enveloppe  der 
Geraden  betrachtet  werden  (Art.  177),  welche  vom  System  der 
Polarkegelschnitte  in  Involution  geschnitten  werden.  Es  ist 
aus  Art.  337  der  „Kegelschnitte"  ersichtlich,  wie  die  Glei- 
chung dieser  Enveloppe  gebildet  werden  kann  und  dass  sie 
von  der  dritten  Klasse  ist  (vergl.  a,  a.  0.  Art,  361). 

179.  Wir  suchen  ferner  die  vier  Pole  einer  Tangente  der 
Hesseschen  Kurve  mit  Berührungspunkt  A  in  Bezug  auf  die 
Kurve  dritter  Ordnung;  sie  sind  offenhar  die  Durehschnitts- 
punkte  des  Folarkegelschnitta  von  A  mit  dem  Polarkegel  schnitt 
des  nächstfolgenden  Punktes  A'  der  Hessesehen  Kurve.  Der 
Polarkegelschnitt  von  A  ist  das  Paar  der  geraden  Linien  BL, 
BN  und  der  Polarkegelschnitt  von  A'  ist  ein  demselben  nächst- 
benachbartes  Linienpaar;  nun  schneidet  BL  die  nächstfolgende 
Gerade  zu  BN  im  Punkte  B  und  BN  die  nächstfo^ende  Ge- 
rade zu  BL  in  demselben  Punkte  und  BL,  BN  schneiden 
die  ihnen  respektive  zunächst  folgenden  Geraden  in  den  Be- 
rührungspunkten derselben  mit  ihrer  Enveloppe;  d.  h.  die  ge- 
suchten vier  Pole  sind  der  zweifach  zählende  Punkt  B  und 
die  Berühnmgspuukte  der  Cayleyschen  Kurve  mit  den  Ge- 
raden BL,  BN. 

Insbesondere  ist  also  die  Polarlinie  eines  Punktes 
der  Hesseechen  Kurve  in  Bezug  auf  die  Kurve  dritter 
Ordnung  die  Tangente  der  Hesaeschen  Kurve  im  kor- 
respondierenden Punkt.  Man  kann  aus  dem  eben  Ent- 
wickelten direkt  zeigen,  dass  die  Cayleyaehe  Kurve  von  der 
sechsten  Ordnung  ist  (Art.  178),  denn  die  Gleichung  des 
Ortes  der  Pole  der  Tangenten  der  Hesseschen  Kurve  in  Be- 
zug auf  die  Kurve  dritter  Ordnung  wird  gefunden,  indem  man 
die  Bedingung  ausdrückt,  dass 

die  Hesseache  Kurve  bei-ührt.  Diese  Bedingung  enthält  die 
Grössen  f/,  im  sechsten  Grade  und  der  fragliche  Ort  ist  somit 
von   der  zwölften   Ordnung;    und  weil   nach   dem   Bewiesenen 
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die  Hessesche  Kurve  zweifach  zählend  dem  Orte  angehört, 
also  auch  als  zweifach  auftretender  Faktor  seiner  Gleiclnmg 
angehört,  so  ist  der  Rest,  den  die  Cayleysche  Kurve  reprä- 
sentiert, von  der  Ordnung  sechs. 

180.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarlmien  in  Bezug  auf 
eine  Kurve  U=0  eine  andere  Kurve  V—O  berühren,  schnei- 
det die  erste  Kurve  notwendig  in  ihren  Berührungspunkten 
mit  denjenigen  Tajigenten,  die  sie  mit  der  zweiten  gemein- 
schaftlieh hat,  weil  die  Polarlinie  eines  Punktes  von  U~0 
die  Tangente  von  C/=0  in  diesem  Punkte  ist  und  nach  der 
Voraussetzung  für  einen  Punkt  des  Ortes  die  Polarlinie  auch 
V=0  berührt.  Wir  sahen  aber  soeben,  dass  für  (7  =  0  als 
eine  Kurve  dritter  Ordnung  mid  V=^0  als  ihre  Hessesche 
Kurve  der  Ort  aus  der  Oayleyschen  und  der  zweifach  zäh- 
lenden Hesseschen  Kurve  zusammengesetzt  ist.  Die  Kurve 
dritter  Ordnung  und  die  Hessesche  Kurve  haben  als  je  von 
der  sechsten  Klasse  sechsunddreissig  gemeinschaftliche  Tan- 
genten und  wir  sehen  nun,  dass  dieselben  aus  den  achtzehn 
Tangenten  von  (7  =  0  in  den  Schnittpunkten  dieser  Kurve  mit 
der  Cajleyschen  Kurve  und  aus  den  Tangenten  von  l/  =  0 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Hosseschen  Kurve  bestehen, 
wobei  die  letzten,  d.  i.  die  neun  stationären  Tangenten,  je 
für  zwei  zu  zählen  sind.  Und  in  der  That  haben  wir  schon 
in  Art.  46  bemerkt,  dass  jede  stationäre  Tangente  einer  Kurve 
als  eine  Doppeltangente  derselben  zu  betrachten  sei,  weil  sie 
sowohl  den  ersten  mit  dem  zweiten,  als  den  zweiten  mit  dem 
dritten  Punkt  verbindet;  bei  Zählung  der  gemeinschaftlichen 
Punkte  oder  Tangenten  zweier  Kurven  zählt  em  Ruckkehr- 
punkt wie  ein  Doppelpunkt  und  respektive  eine  stationäre 
wie  eine  Doppeltangente  für  zwei  (vergl.  Art  47) 

Der  Polarkegel  schnitt  eines  Inflexionspunktes  A  besteht 
nach  Art.  171  aus  der  Inüexionstangente  selbst  und  der  har- 
monischen Polare  von  A,  und  der  dem  Punkte  A  korrespon- 
dierende Punkt  B  ist  daher  der  Durchs chnittsp unkt  der  In- 
flexionstangente  mit  der  harmonischen  Polare.  Und  die  Tan- 
gente der  Hesseschen  Kurve  in  B  ist  die  Polare  von  A  in 
Bezug  auf  die  Kurve  dritter  Ordnung,  d.  h.  die  Inflexionstan- 
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gente  selbst.  Somit  sind  die  neun  Punkte,  wo  die  Inflexions- 
tangenten  die  Hessesehe  Kurve  berühren,  diejenigen  Punkte, 
wo  jede  Inßexionstangente  die  entsprechende  harmonische  Po- 
lare schneidet. 

Es  kann  aus  dem  Bewiesenen  geschlossen,  wird  aber  spar 
ter  unabhängig  gezeigt  werden,  dass  das  Problem,  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  zu  finden,  von  welcher  eine  gegebene  Kurve 
dritter  Ordnung  die  Hessesehe  Kurve  ist,  drei  Lösungen  hat. 
Denn  weil  die  Inflexionapunkte  beiden  Kurven  gemein  sind 
(Art.  174),  so  kennt  man  neun  Punkte  der  fraglichen  Kurve 
dritter  Ordnung,  welche  für  acht  Bedingungen  zählen,  und 
dieselbe  wäre  somit  durch  die  Kenntnis  der  Tangente  in 
einem  dieser  Punkte  A  vollständig  bestimmt.  Was  aher  so- 
eben bewiesen  wurde,  zeigt,  dass  diese  Tangente  jede  von 
den  drei  Tangenten  sein  kann,  welche  von  A  an  die  Kurve 
gelegt  werden  können  (Art.  172). 

181.  Die  Tangenten  der  Hesseschen  Kurve  in  kor- 
respondierenden Punktenj4,-B  schneiden  sieh  in  einem 
Punkte  derselben  Kurve.    Wenn  die  Linien  -ßi,  BN  den 
Fig.  31.  Polarkegelschnitt  von  Ä 

und  die  Linien  AR,  AN 
denPolarkegela  chnitt  von 
B  bilden,  so  sind  die 
Punkte  L,  M,  N,  B  die 
vier  Pole  der  Linie  AB 
und  die  gemeinschaft- 
lichen Punkte  sämtlicher 
den  Punkten  von  AB  ent- 
sprechenden Polarkegel- 
schnitte.  Wenn  also  die- 


(T  zwei  gerade  Linien  zer- 
fallen soll,  ao  können  diese  nur  die  Geraden  LR,  MN  sein 
und  der  Durchschnittspiankt  ß  derselben  ist  also  ein  Punkt 
der  Hesseachen  Kurve  und  der  korrespondierende  zu  dem 
dritten  Schnittpunkt  C  der  geraden  Linie  AB  mit  derselben. 
Aber  die  Tangente  der  Hesseschen  Kurve   in  B  ist  die  Po- 
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lare  von  Ä  in  Bezog  auf  die  KuiTe  dritter  Ordnung,  welche 
nach  Art.  60  aneli  seine  Polare  in  Bezug  auf  den  Polarkegel- 
schnitt  von  Ä,  d.  h.  das  Linienpaar  BL,  BN  ist,  d.  h.  diese 
Tangente  ist  nach  den  harmoniselieo  Eigenschaften  dea  voll- 
ständigen Vierecks  die  Linie  BD;  und  in  gleicher  Art  ist  die 
Tangente  in  Ä  die  Linie  AD. 

Wenn  die  Hessesche  Kurve  und  ein  Punkt  A  in  ihr  ge- 
geben sind,  so  gestattet  das  Problem,  den  entsprechenden 
Punkt  B  zu  finden,  drei  Lösungen  (vergl.  Art,  152);  denn 
weim  wir  die  Tangente  in  A  ziehen,  welche  die  Kurve  über- 
dies in  D  sehneidet,  so  kann  B  der  Berührungspunkt  einer 
der  drei  von  AD  verschiedenen  Tangenten  sein,  welche  von 
D  aus  an  die  Kurve  gehen.  Diese  drei  Lösungen  entsprechen 
den  drei  verschiedenen  Kurven  dritter  Ordnung,  für  welche  die 
gegebene  Kurve  die  Hessesche  Kurve  sein  kann, 

182,  DieBerührungapunkte  derOayleyschenKurve 
mit  den  vier  geraden  Linien  Bi,  BN,  AB,  AN  liegen 
in  einer  Geraden.  Die  Pole  von  AD  in  Bezug  auf  die  Kurve 
dritter  Ordnung  sind  die  Durch achnittspunkte  der  Polarkegel- 
schnitte von  A  und  D,  d.  h.  des  Paares  BL,  BN  mit  dem  aus 
AB  und  einer  durch  C  gehenden  konjugierten  Geraden  Ca  be- 
stehenden Paare;  die  vier  Pole  sind  daher  der  zweifach  zäh- 
lende Punkt  B  und  die  beiden  Punkte,  in  welchen  Ca  die  Ge- 
raden BL,  BN  schneidet.  Da  aber  AD  eine  Tangente  der 
Hesaeschen  Kurve  ist,  so  folgt  aus  Art  179,  dass  die  letzten 
beiden  Pole  die  Berührungspunkte  der  Geraden  BL,  BN 
mit  ihrer  Enveloppe  sind.  Und  in  gleicher  Weise  liegen  die 
Berührungspunkte  von  AB,  AN  in  derselben  geraden  Linie. 
Da  diese  gerade  Linie  selbst  eine  Tangente  der  Cayleyschen 
Kurve  ist,  so  sind  ihre  sechs  Schnittpunkte  mit  derselben  da- 
mit vollständig  nachgewiesen.  Mit  andern  Worten:  Jede  Tan- 
gente der  Cayleyschen  Kiu-ve  ist  die  eine  von  einem  Paar 
von  Geraden,  das  einen  Po  larke  gel  schnitt  repräsentiert,  und 
dessen  andere  Linie  zwei  entsprechende  Punkte  der  Hesse- 
schen Kurve  mit  einander  verbindet;  die  vier  geraden  Linien, 
welche  die  Po larkegel schnitte  dieser  zwei  Punkte  bilden,  gehen 
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respektive   durch   die  vier  Punkte,   in  welchen  die   gegebene 
Tangente  die  Cayleyache  Kurve  noch  weiter  schneidet. 

Um  femer  den  Berührungspunkt  einer  gegebenen  Tan- 
gente mit  der  Cayleyschen  Kurve  zu  bestimmen,  verbinden 
wir  den  ergänzenden  Punkt  in  der  gegebenen  Tangente  mit 
dem  korrespondierenden  Punkt  der  Hesseschen  Kurve  und  be- 
stimmen zu  dieser  Geradon  die  konjugierte;  sie  schneidet  die 
gegebene  Tangente  in  dem  verlangten  Punkte.  Aber  wii-  kön- 
nen sofort  eine  noch  einfachere  Regel  ableiten.  Denn  da  die 
beiden  letzterwähnten  Linien  einen  Polarkegelschnitt  bilden 
und  jeder  Polarkegeischuitt  die  Verbindungslinie  korrespon- 
dierender Punkte  harmonisch  teilt,  so  haben  wir  nur  die  drei 
Punkte  zu  nehmen,  in  welchen  die  gegebene  Tangente  die 
Hessesche  Kurve  schneidet,  nämlich  die  beiden  korrespon- 
dierenden Punkte  und  den  ergänzenden  Punkt,  und  den  dem 
letztem  in  Bezug  auf  die  beiden  erstem  harmonisch  konju- 
gierten Punkt  zu  bestimmen. 

183.  Wir  wollen  die  vorstehend  entwickelten  Regeln  auf 
den  Fall  anwenden,  wo  Ä  ein  Inflexionapunkfc  ist  und  B  der 
kori'espondierende  Punkt,  somit  der  Durchschnittspunkt  der 
Inflesionstangente  mit  der  harmonischen  Polare.  Dann  ist  der 
Polarkegelschnitt  von  B  ein  durch  A  gehendes  Linienpaar  und 
der  von  A  besteht  aus  der  Tnflexionstangente  und  der  harmo- 
nischen Polare.  Um  die  Punkte  zu  finden,  in  welchen  diese 
vier  Linien  die  Cayleyache  Kurve  berühren,  nehmen  wir  den 
Punkt,  in  welchem  die  Linie  A£  die  Heasesehe  Kurve  zum 
dritten  mal  achneidet,  d,  h.  den  Punkt  i»,  weil  AB  die  Hesae- 
ache  Kurve  berührt,  und  die  durch  B  gehende  zu  AB  kon- 
jugierte Linie,  in  welcher  die  vier  Berührungspunkte  liegen, 
ist  die  harmoniache  Polare.  Somit  ist  der  Berührungspunkt 
der  Inflexionstangenfce  mit  der  Cayleyschen  Kurve  ihr  Durch- 
schnittspunkt mit  der  harmonischen  Polare  oder  (Art.  180)  die 
Cayleysche  und  die  Hessesche  Kurve  berühren  einander, 
und  haben  die  neun  Inflexionstangenten  zu  ihren  gemeinschaft- 
liehen Tangenten,  Die  Cayleysche  Kurve  als  eine  Kurve  drit- 
ter Klasse  ohne  Singularität  hat  neun  liückk ehrpunkte  und  die 
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oben  entwickelte  Konstruktion  zeigt,  daas  die  harmonischen 
Polaren  die  neun  cnt^spiocbenden  Köekkebrtangentcn  sind. 

184.  Es  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Tangente  der 
Heaseschen  Kmve  m  ugend  emem  Punkte  Ä  diese  Kurve 
ferner  in  dem  Puiil"ie  /)  sehneidet,  wo  sie  die  Polare  von  A 
in  Bezug  auf  die  Kurve  dritter  Ordnung  trifft.  Wir  achlies- 
sen  daraus,  daes  die  Tangente  einer  Kurve  dritter  Ordnung  in 
irgend  einem  Punkte  A  diese  Kurve  überdies  in  dem  Punkte 
schneidet,  wo  sie  die  Polare  von  Ä  in  Bezug  auf  eine  Kurve 
trifft,  die  die  gegebene  zu  ihrer  Hesaeschen  Kurve  hat.  Da 
eine  solche  Kurve  dritter  Ordnung  durch  die  Inflexionspunkto 
der  gegebenen  Kurve  geht,  so  ist  ihre  Gleichung  von  der  Forni 

aü  +  ßM=0 
und  die  Gleichung  der  Polare  eines  beliebigen  Punlctes  a:,-  in 
Bezug  auf  sie  ist 

/     du'  äir  dü'\ 

,  J    äW  ^      dB'         dir\     ^ 

So  ergiebt  sich,  dass  der  weitere  Dnrchfichnittspnnkt  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  mit  einer  ihrer  Tangenten  durch  Kom- 
bination der  Gleichungen  —  wir  bezeichnen  die  Differentiale 
durch  Indiees  — 

x^  H\  +  x^H\-\-  x^R\=  0, 
bestimmt  istj  in  andern  Worten,  dass  der  Tangentialpunkt 
eines  Punktes  x'i  in  der  Kurve  dritter  Ordnung  der  Dureh- 
schnittapunlit  der  Tangente  der  Kurve  mit  der  Polare  dessel- 
ben Punktes  in  Bezug  auf  die  Hesseache  Kurve  ist;  wir  kön- 
nen auch  direkt  die  Koordinaten  Xi  des  Tangentialp unktos  in 
Funktion  der  cdi  auadrücken,  denn  sie  sind  offenbar  den  De- 
termina.nten 

U.H^-üsH^,     U^B.-U.Ss,     U^S^-Ü^H, 
proportional,  welche  Funktionen  vierten  Grades  in  den  x'i  sind. 

185.  Die  Polarlinien  der  Punkte  einer  gegebenen  Geraden 

i,x,  +  i,x^  +  Ux,  =  0 
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umhülleii  einen  Kegelschnitt,  den  wir  als  den  Polarkegel- 
sohnitt  der  Geraden  bezeichnen  können.  Die  Gleichung  der 
Polare  eines  Punktes  a/,-  kann  in  der  Form 

geschrieben  werden,  und  das  Problem,  die  Enveloppe  dieser 
Linie  unter  der  Bedingung 

zu  finden,  ist  identisch  (Art.  96)  mit  dem  der  Aufstellung  der 
Bedingung,  unter  welcher  eine  gerade  Linie  einen  Kegelschnitt 
berührt.  Die  Gleichung  der  fraglichen  Enveloppe  ist  daher 
ü,,g,H  u,,g/+ u,3  V+ 2xr,3l,|,+ 2U3Jg|,  + 2TIi,|,|,  =  0, 
wenn  wir  den  U,t  dieselbe  Bedeutung  beilegen  wie  den  An; 
in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  nämlich,  dass 

V^^-V^^V^^-IJ^^'',     Üss-E^sBfJn-t,/,     u    s    w 
sind;  also  Funktionen  zweiten  Grade'^  in  den  Koordinaten  i 
Es  ist   offenbar,   dass  der  Polarkegelschuitt  emei  Linie  auth 
als  der  Ort  derjenigen  Punkte  hätte  definieit  weiden  konneu, 
deren  Polai-kegelsehnitte  die  gegebene  Linie  beruhien 

Wenn  die  Methode  des  Art.  88  zui  Bestimmung  die&ei 
Enveioppe  angewendet  wird,  so  hängt  die  Losung  ^on  den 
Gleichungen 

ab,  welche  nach  Art.  324  der  „Anal.  Geom.  d.  Kegelschn,"  die 
Gleichungen  sind,  durch  die  der  Pol  der  gegebenen  Geraden 
in  Bezug  auf 

bestimmt  wird.  Der  Polarkegelschnitt  einer  geraden 
Linie  ist  also  auch  der  Ort  der  Pole  dieser  Geraden  in 
Bezug  auf  die  Polarkegeiechnitte  aller  ihrer  Punkte, 
wie  auch  aus  geometrischen  Betrachtungen  geschlossen  werden 
konnte. 

186.  Weil  die  Polarlinie  eines  Punktes  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  dieselbe  ist,  wie  die 
in  Bezug  auf  das  Dreieck  der  Tangenten  der  Kurve  in  ihren 
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Schnittpunkten  mit  diesen  geraden  Linien,  so  ist  auch  der 
Polarkegel  schnitt  der  Linie  der  nämliche  in  Bezug  auf  dies 
Dreieck  wie  in  Bezug  auf  die  Kurve.  Wenn  die  fraglichen 
drei  Tangenten  durch 

iTj^a^g  3^3  =  0 

dargestellt  sind,  so  wird  der  Polarkegelschnitt  einer  Linie 
(Art.  166)  als  die  Enveloppe  von 

uater  der  Bedingung 

gi^'.  +  la^;', +  1^3/3^0 
gefunden;  und  diese  ist  (vergl.  „Kegeischn."  Art.  157) 

a^.)* +(£rt)* +{?,«,)* -0. 

Man  sieht  daraus,  dass  für  P,  Q,  R  als  die  Schnittpunkte  der 
Kurve  dritter  Ordnung  mit  der  gegebenen  Geraden  und  für 
ABC  als  das  von  den  entapreehenden  Tangenten  der  Kurve 
gebildete  Dreieck  der 
Polarke  gelschnitt  der 
geraden  Linie  die  Sei- 
ten dieses  Dreiecks  in 
den  Punkten  D,  E,  F 
berührt,     welche     den  />^  «Xf»  "--^ 

Punkten   P,    Q,   E   in  j>f^=-^^::^ _.^Ä 

Bezug  auf  die  Paare 
BC,  CA,  AB  respek- 
tive harmonisch  kon- 
jugiert sind.  Dass  der 
Polarkegelschnitt  durch  die  Tangenten  der  Kurve  dritter  Ord- 
nung in  P,  Q,  B  berührt  wird,  ist  a  priori  offenbar,  weil  die- 
selben besondere  Lagen  der  Linie  sind,  deren  Enveloppe  ge- 
sucht wird. 

187.  Es  folgt  aus  der  Definition,  dass  die  von  einem 
Punkte  a.us  an  den  Polarkegelschnitt  einer  Geraden  gehenden 
Tangenten  die  Polaren  der  beiden  Punkte  sind,  in  deneu  der 
Polarkegelschnitt  des  Punktes  die  gerade  Linie  schneidet.  Der 
Polarkegelschnitt  eiaes  Punktes  sehneidet  somit  eine  gegebene 
gerade  Linie   in  reellen  oder  nicht  reellen  Punkten,  je  nach- 
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dem  der  Punkt  ausser-  oder  innerhalb  des  Polarkegelachnitts 
der  Geraden  Hegt,  weil  ein  Punkt  als  ausserhalb  eines  Kegel- 
schnitts gelegen  bezeichnet  wird,  so  lange  von  ihm  zwei  reelle 
Taaigenten  an  denselben  gehen.  Wir  haben  schon  früher  be- 
merkt, dass  für  einen  Punkt  des  Polarkegelschnitts  einer  ge- 
raden Linie  der  Polarkegelsehnitt  diese  gerade  Linie  berührt. 
Da  nun  speciell  der  Polarkegelsehnitt  eines  Doppelpunk- 
tes das  Tai^entenpaar  der  KuiTe  in  demselben  ist,  so  liegt 
für  den  Polarkegelsehnitt  jeder  beliebigen  Geraden  in  Bezug 
auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  Knotenpunkt  der  Knoten- 
punkt ausserhalb,  für  den  in  Bezug  auf  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  mit  konjugiertem  oder  isoliertem  Punkt  innerhalb: 
hat  die  Kurve  aber  einen  Rückkehrpunkt,  so  geht  der  Polar- 
kegelsehnitt jeder  Geraden  durch  denselben  hindurch. 

188.  Aus  den  vorhergehenden  Definitionen  und  aus  Art.  136 
folgt,  dass  für  .die  gegebene  Linie  als  die  unendlich  entfernte 
Gerade  der  Ebeue  der  Polarkegelsehnitt  zu  erklären  ist  als  die 
Enveloppe  der  Durchmesser  der  Kurve  dritter  Ordnung, 
als  der  Ort  der  Centra  der  Diametralkegelschnitte  der- 
selben und  als  der  Ort  derjenigen  Punkte,  deren  Polar- 
kegelsehnitt eine  Parabel  ist.  Seine  Gleichung  wird  ge- 
funden, indem  man  in  der  Formel  des  Art.  185  ^^  und  ^^ 
gleich  Null  setzt,  und  ist  somit 

U^g^O    oder    ü,^U,^~ü,^''=0. 
Und    man   sieht   aus   Art.  186,   dass  dies   die   Gleichung   der 
Ellipse  ist,  welche   die  drei  Seiten  des  Dreiecks  der  Asymp- 
toten in  ihren  Mittelpunkten  berührt. 

189.  Wenn  die  gegebene  Gerade  die  Kurve  dritter  Ord- 
nung berührt,  so  fallt  sie,  weil  sie  selbst  die  Polare  des  Be- 
rührungspunktes ist,  mit  einer  der  Lagen  der  umhüllenden 
Linie  des  Art.  185  zusammen  und  berührt  also  den  Polarkegel- 
sehnitt; und  eine  gerade  Linie  kann  ihren  Polarkegelsehnitt  in 
Bezug  auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  singulären  Pimkt 
nur  in  dieser  Voraussetzung  berühren.  Deshalb  kann  hiervon 
zur  Bildung  der  Gleichung  der  Kurve  dritter  Ordnung  in  Li- 
lüenkoordinaten  Gebrauch  gemacht  werden.    Weil  U,^,  Ug^,  ... 
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Funktionen  zweiten  Grades  in  den  Koordinaten  sind,  so  kann 
die  Gleichung 

des  PolarkegelscHnitts  in  der  Form 

geschrieben  werden,  wo  u'^^,  ...  Funktionen  vom  zweiten 
Grade  in  den  |;  sind;  und  die  Bedingung,  unter  welcher  der- 
selbe die  gerade  Linie  ^^  berührt,  ist 

(U'asTJ'as  -  U'as^  I^H  . . .  =  0, 
vom  sechsten  Grade  in  den  §,■,  die  Bedingung  der  Berüh- 
rung der  Geraden  mit  der  Kurve  dritter  Ordnung. 

Wenn  die  gegebene  Gerade  die  Cayleysche  Kurve  be- 
rührt, so  geht,  weil  sie  mit  einer  andern  geraden  Linie  zu- 
sammen den  Polarkegelschnitt  eines  gewissen  Punktes  bildet, 
der  Polarkegelschnitt  jedes  ihrer  Punkte  durch  diesen  Pnntt 
und  die  Enveloppe  des  Art.  18.5  reduziert  sich  folglieh  auf 
einen  Punkt. 

190.  Indem  wir  zur  Betra.chtung  von  zwei  Kurven  drit- 
ter Ordnung  ü=^0,  F=0  vorgehen,  erörtern  wir  zuerst  das 
Problem  der  Bestimmung  eines  Punktes,  der  in  Bezug  auf 
beide  dieselbe  Linie  zur  Polare  hat  oder,  was  dasselbe  ist, 
dessen  Polare  in  Bezug  auf  alle  die  Kurven  dritter  Ordnung 
U+IV^O  dieselbe  ist.     Damit 

x^U^  +  x^U^  +  x^Us^-O 
und 

x^Vi  +  x^r^  +  x^V^-^O 
dieselbe  gerade  Linie  darstellen,  müssen  wir  haben 

P;    _     Pj    _     Dg 

^1        ^        ^s 
oder 

nnd  wir  ersehen  aus  der  ersten  Form  dieser  Gleichungen,  dass 
die  drei  Gleichungen  in  der  zweiten  Form  zwei  Gleichungen 
äquivalent'  sind,  und  daas  die  Kurven  vierter  Ordnung,  welche 
die  Gleichungen  der  zweiten  Form  repräsentieren,  gemeinsame 
Punkte  besitzen  müssen.    Es  sind  aber  nicht  alle  ihre  Durch- 
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sehnittsp unkte  ihnen  gemeineam,  weil  alle  die  Werte,  welche 
Zähler  und  Nenner  irgend  eines  der  drei  Brüche  verschwinden 
machen,  zweien  der  res« itier enden  Gleichungen  genügen,  aber 
nicht  der  dritten  Gleichung.  Rechnen  wir  also  von  den  sech- 
zehn gemeinsamen  Punkten  zweier  Kurven  dritter  Ordnung, 
z.  B.  den  durch  die  ersten  heiden  Gleichungen  dargestellten, 
die  der  dritten  nicht  auch  angehÖrigen  ab,  nämlich  die  vier 
den  Kegelschnitten  D^  =  0,  V^  —  0  gemeinsamen,  so  bleiben  die 
zwölf  Punkte  übrig,  welche  allen  gemeinsam  sind  und  das 
vorgelegte  Problem  lösen.  Wir  wollen  bemerken,  dass  allge- 
mein für  Ui  als  Funktionen  m*^"  und  die  Vi  als  Punktionen 
w*""  Grades  in  den  Koordinaten  das  System 
Dl :  7j  =  i7^ :  F,  =  O3 :  V^ 
drei  Kurven  der  Ordnung  {m-\-n)  darstellt,  welche 

m''  -\- mit -\- n^ 
gemeinschaftliche  Punkte  haben. 

191.  Weil  die  Diskriminante  einer  kubischen  Form  vom 
zwölften  Grade  in  den  Koeffieienten  derselben  ist  (Art.  69),  so 
gieht  es  im  allgemeinen  zwölf  Werte  von  l,  für  welche  die 
Diskriminante  von 

f/  +  ;iI/  =  0 
verschwindet,  weil  die  Bestimmungsgleichung  für  ^  durch  Sub- 
stitution von  a-\-Xa'  für  jeden  Koeffieienten  a  als  eine  Glei- 
chung zwölften  Grades  erhalten  wird  (vergh  „Anal.  Geom.  d. 
KegeJschn."  Art.  270).  Die.  Koordinaten  des  Doppelpunktes  in 
irgend  einer  durch  die  vorige  Gleichung  dargestellten  Kurve 
dritter  Ordnung  genügen  nach  Art.  69  den  drei  Gleichungen 

Und  das  System  von  Gleichungen,  welches  durch  die  Elimi- 
nation von  l  zwischen  je  zweien  derselben  entsteht,  ist  geüau 
das  des  vorigen  Artikels,  so  dass  man  den  Satz  erhält:  Durcli 
die  Durchschnittspunkte  zweier  Kurven  dritter  Ord- 
nung U^O,  r^O  gehen  zwölf  Kurven  dritter  Ord- 
nung mit  aingulärem  Punkt  und  die  Polare  eines  je- 
den der  zwölf  Punkte  ist  dieselbe  für  alle  Kurven  des 
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Büschels  U  +  XV^O.  Die  Punkte  sind  die  kritischen  Oen- 
tra  des  Büschels  genannt  worden. 

192.  Wenn  drei  Kurven  dritter  Ordnung 
[/  =  0,     7=0,     W^O 
gegeben  sind,  so  genügen  die  Koordinatea  des  Doppelpunktes 
irgend  einer  Kurve  dritter  Ordnung  in  dem  System 

—  Netz  oder  Bündel,  Gebilde  zweiter  Stufe  —  den  Gleichungen 
XU^  +  iiV,  +  vW^=-(},     iü^  +  ^V^  +  vW^-0, 

und  durch  Elimination  von  X,  ft,  v  erhalten  wir  als  den  Ort 
dieser  Doppelpunkte  die  Jacobisehe  Kurve  des  Netzes 

+  Us{V,W,-V^W;)=0. 
Wenn  die  drei  Kurven  dritter  Ordnung 

(7  =  0,     l-'^^O,     W=0 
einen' gemeinsamen  Punkt  haben,  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt 
in  ihrer  Jacobischen  Kurve;  denn  wenn  die  in  x  und  p  nie- 
drigsten Glieder  in  U,  V,  W  respektive  sind 

ax  +  by,    dx  +  Vy,     a"x  +  b"y, 
so  sind  die  in  die  Jacobische  Determinante  eintretenden  Glie- 
der unter  dem  zweiten  Grade  in  x  und  y 

a,      6,       ax  +  hy 

d,     b',      a'x  +  Vy 

a",  b'\  a"x  +  b"y 
und  ihre  Gesamtheit  versehwindet  identisch.  Daher  ist  der  Ort 
der  Doppelpunkte  aller  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkten, welche  durch  sieben  feste  Punkte  möglich  sind,  eine 
Kurve  sechster  Ordnung,  die  diese  sieben  Punkte  zu  Doppel- 
punkten hat,  weil  man 

U^O,     F=0,      W^O 
als  irgend  drei  der  durch  diese  sieben  Punkte  gehenden  Kur- 
ven dritter  Ordnung  denken  darf.    Und  die  Doppelpunkte  der 
Kurven  dritter  Ordnung  durch  acht  gegebene  Punkte  können 
als  die  gemeinsamen  Punkte  zweier  Orter  sechster  Ordnung  be- 
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stimmt  werden,  welche  im  eben  bezeichiieten  Sinne  den  ersten 
sieben  und  den  letzten  sieben  gegebenen  Punkten  entsprechen; 
da  sie  sechs  gemeinsehafilzche  Doppelpunkte  besitzen,  so  ist 
die  Anzahl  ihrer  übrigen  gemeinsamen  Punkte  =-36  —  24,  d.  h. 
zwölf,  in  Übereinstimmung  mit  dem  Resultat  des  letzten  Ar- 
tikels. 

193.  In  mauchen  Fällen  kann  die  Lage  einiger  unter  den 
zwölf  kritischen  Centren  leicht  nachgewiesen  werden.  So  ist 
es  für  das  System 

«  =  0,     v  =  0,     w  =  0 
gerade  Linien  darstellen;  denn 

x^x^Xif^O    und   uvw  =  0 
sind  Kurven  des  Systems  und  ihre  Doppelpunkte 

sind  Doppelpunkte  desselben  und  somit  sechs  von  seinen  kri- 
tischen Centren.     Wir  wollen  etwas  genauer  das  System 

untersuchen,  indem  wir  zeigen,  dass  es  ausser  den  Punkten 

x^cc^,    x^Xs,    ä:^Xj^,    UV 
nur  drei  kritische  Oentra  hat;  es  ist  dies  dieselbe  Gleichung, 
aus  welcher  für  den  Fall,  wo  w  =  0  die  unendlich   entfernte 
Gerade  ist,  und  also  v  =  0  ihre  beigeordnete  Gerade,  und  wo 

3^1  =  0,      372  =  0,       iCg^O 

die  Asymptoten  der  Kurve  sind,  von  Plücker  eine  Klassi- 
fikation der  Kurven  dritter  Ordnung  hergeleitet  worden  ist. 
Wir  können  für  irgend  eine  Lage  der  Linien 

X^^O,      iC3  =  0,       3^3  =  0,       v  =  0 

die  Formen  studieren,  welche  die  Kurve  annimmt  für  verschie- 
dene Werte  des  Parameters  i;  und  man  übersieht  leicht,  dass 
jeder  Kurve  mit  Knotenpunkt  in  der  Reihe  ein  Formenwechsel 
der  Kurven  entspricht.  So  sahen  wir  in  Art.  39,  dass  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  mit  isoliertem  Punkt  der  Grenzfall  einer  Kurve 
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ist,  die  ein  Oval  als  Teil  enthält;  imd  wenn  für  einen  gewis- 
sen Wert  der  Konstanten  die  Kurve  zwei  reelle  Äste  hat,  die 
sich  in  einem  Knotenpunkt  durchschneiden,  so  macht  das  Bei- 
spiel der  Kegelschnitte  leicht  deutlich,  dass  fflr  ein  kleines 
Wachstum  im  Werte  der  Konstanten  die  Kurve  getrennte 
Teile  in  zweien  der  durch  die  vorher  sieh  schneidenden  Aate 
gebildeten  Scheitelwinkel  und  für  eine  geringe  Abnahme  des- 
selben Wertes  getrennte  Teile  im  andern  Paar  dieser  Scheitel- 
winkel zeigen  kann.  Daraus  erhellt  die  Wichtigkeit  der  kri- 
tischen Centra  für  diese  Art  der  Untersuchung  der  Formen 
der  Kurven  dritter  Ordnung. 

194.  Weil  die  Polare  irgend  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
tt^v  -=  0  durch  den  Punkt 

M  =  0,      -0  =  0 

geht,  so  muss  jeder  Punkt,  der  dieselbe  Polare  in  Bezug  auf 

hat,  im  Polarkegelschnitt  von 

M  =  0,     v^O 
in  Bezug  auf 

liegen  und  dieser  letztere  ist  daher  a  priori  ein  Ort  der  kri- 
tischen Centra.  Um  dieselben  vollständig  zu  bestimmen, 
setzen  wir 

u  —  x^  +  x^  +  Xg,     v-^OjXj  +  a^x^  +  a^Xg, 
und  bemerken  überdies,   daes   unser  Resultat   in   passendster 
Form  erseheint,  wenn  vrir 

XXiX^Xg-^U^V 

vor  der  Differentiation  durch  «^  dividieren;  denn  wir  erhalten 
dann  durch  die  Differentiation  nach  x^,  x^j  x.^  respektive 
Xx^Xg  (x^  —  x^  —  %)  Ix^Xgjx^—  x^  —  x^  __ 

{x^  +  a^g  +  x^f  "  {x^  +  x^  +  %)^  ^ ' 

Xx^Xg  {x^—x^  —  x^ 
lx^  +  x^-\-x,f  ^' 

also 

<\x^^  a^x^        _        a^Xg 

und  die  Form  der  Gleichungen  zeigt,  dass  das  Problem  auf 
die  Auffindung  der  kritischen  Centra  eines  Systems  von  zwei 
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Kegelschnitten  zurückgeführt  iat  und  dass  die  drei  geforder- 
ten Punkte  die  Ecken  des  gemeinschaftlichen  sich  seihst  kon- 
jugierten Dreiecks  oder  das  genieinaame  Tripel  harmonischer 
Pole  der  Kegelschnitte 

^/  +  ^ü^  +  x^^~^x^Xg  -  2'x^x^  -  2x^x^  -  0 
sind;  wo   üherdies  der  letztere  Kegelschnitt   der  Polarkegel- 
schuitt  von  it  =  0  in  Bezug  auf 

iat,  d.  h.  inaheaondere  für  n  als  unendlich  entfernt  der  das 
Asymptoten -Dreieck  in  den  Mittelpunkten  seiner  Seiten  be- 
rührende Kegelschnitt.  Es  können  zwei  kritische  Centra  zu- 
sammenfallen, wenn  dieser  Kegelschnitt  von  dem  andern 

berührt  wird,  d.  h.  der  Ort  solcher  kritischer  Doppelcentra  für 
ein  veränderliches  v  ist  der  Polarkegelschnitt  von  ^^  =  0  für 

Die  Bedingung  der  Berührung  dieser  beiden  Kegelschnitte  ist 
aber  nach  der  gewöhnlichen  Kegel 

(og  ttj  +  013  «1  +  «1  Og)*  =  27  Oj^a^^  a^\ 
oder  unter  Ersetzung  der  oi,-  durch  die  i, 

dies  ist  die  Tangentialgleichung  der  Enveloppe  der  begleiten- 
den Geraden  von  m-=0  fflr  das  Zusammenfallen  von  zwei  kri- 
tischen Centren;  sie  entspricht  (vergl.  das  Beispiel  des  Art.  90) 
der  Gleichung  in  Punktkoordinaten 

195.  Ein  beliebiger  Punkt  der  Kurve 
kXiX^X.f  +  u^v  --^  0 
kann  als  Durchschnitt  von  x^  =  dv  mit 
Qi.XjX^  +  u^-=0 
bestimmt  werden.     Für  if  =  0  als  die  unendlich  entfernte  Ge- 
rade bezeichnet  die  letzte  Gleichung  ein  System  von  Hyper- 
beln, welche 

a;,  =0,     x.  =  0 
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zu  Asymptoten  haben,  und  nacb  einer  bekannten  Eigenachaft 
der  Hyperbel  haben  somit  die  durch  diese  Hyperbeln  in  einer 
geraden  Linie  x^^Qv  bestimmten  Segmente  einen  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt,  nämlich  den  Berührungspunkt  dieser 
Linie  mit  einer  der  Hyperbeln  des  Systems.  Wenn  die  gerade 
Linie  cc^^Bv  die  Kurve  dritter  Ordnung  berülirt  oder  durch 
einen  ihr  angehÖrigen  Doppelpunkt  geht,  so  muss  sie  die  Hy- 
perbel berühren  und  im  letztern  Falle  ist  das  kritische  Ceu- 
trum  eben  der  Berührungepunkt.  Wenn  man  also  eines  der 
kritischen  Centra  mit  den  im  Endlichen  liegenden  Schnitt- 
punkten der  Asymptoten  mit  der  Kurve  durch  gerade  Linien 
verbindet,  so  sind  die  übrigen  kritischen  Centren  die  Mittel- 
punkte der  Sehnen,  welche  die  Kurve  dritter  Ordnung  in  die- 
sen Linien  bestimmt. 


in.  Abschnitt. 
Klaasifikation,  der  Kurven  dritter  Ordnuag. 
196.  Wir  wollen  zuerst  zeigen,  dass  die  Gleichung  jeder 
Kurve  dritter  Ordnung  in  die  Form 

x^x^^  =  aa\"  +  3 hx^^x^ -f-  3 cx^x^^  +  dx^^ 
gebracht  werden  kann.  Jede  reelle  Kurve  dritter  Ordnung  hat 
einen  reellen  Inflexionspunkt,  weil  die  nicht  reellen  in  Paaren 
auftreten  müssen  und  die  Gesamtzahl  der  Infl ex ions punkte  in 
allen  Fällen  ungeraiJe  ist,  nämlich  nach  Art.  148  neun,  drei 
oder  eins.  Denken  wir  nun  die  Gerade  x^  —  0  als  Tangente 
im  Inflexionspunkt  und  «j^  —  0  als  eine  andere  durch  diesen 
Punkt  gehende  Gerade,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Kurve 
nach  Art.  51,  VH  die  Form  an 

Xgq>^  axi^, 
in  welcher  <p  eine  Funktion  zweiten  Grades  ist,  setzen  wir 

Xs,^+2ix^x^+2mx^x^  +  px^''-\-2qx,x^  +  rx^\ 
Indem   wir  dann  die  Fundamentallinie  x^  so  verändern,   dasa 
das  neue  x^  die  Gerade 

x^  +  lXs  +  mx^^O 
des  ersten  Systems  ist,  bewirken  wir  das  Verschwinden  der- 
jenigen Glieder  von  9,  die  x^  nur  im  ersten  Grade  enthalten, 
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und  die  Gleicliuiig  iiiminb  die  voraus  gesetzte  Form  an.  Die 
geometrische  Bedeutung  der  ausgeführten  Transformation  ist, 
dass  wir  für  a'i  =  0,  wie  gesagt,  die  Tangente  in  einem  reellen 
Inflexionspunkt  -"^1=0,  x^^^O  und  für  a'a  =  0  die  harmonische 
Polare  (Art,  171)  dieses  Inflesionspunktes  wählen;  denn  wenn 
wir  untersuchen ,  wo  eine  durch  den  Inflexionspunkt  gehende 
Gerade  die  durch  die  obige  Gleichung  dargestellte  Kurve 
schneidet,  so  erhalten  wir  durch  die  Substitution  x.^=^Xx^  für 
x^  Werte,  welche  die  Form  +ji3;i  haben  und  damit  zeigen, 
dass  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  in  Be- 
zug auf  den  Inflexionspunkt  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der 
Linie  fla  =  0  harmonisch  konjugiert  sind. 

197.  Bei  der  Klassifikation  von  Kurven  können  diejeni- 
gen Unterscheidungen  als  fundamental  betrachtet  werden, 
welche  unzei&toibai  ■äind  dunh  Projektion,  oder  mit 
andern  Worten,  wekhe  nicht  nur  Kurven,  sondern  Kegel  der- 
selben Ordnung  von  einandei  unterscheiden.  Unter  den  Kur- 
ven zweiter  Oidnung  giebt  es  solche  Unterschiede  nicht,  weil 
nur  eine  Art  von  Kegeln  zweiten  Grades  existiert.  Um  zu 
erkennen,  oh  solche  Unteischiede  für  die  Kurven  dritter  Ord- 
nung existieren,  reicht  es  hm,  die  Form  ihrer  Gleichung,  in 
welche  nach  dem  Beweis  des  letzten  Artikels  die  Gleichung 
jeder  aolchen  Kurve  ubergetuhit  werden  kann,  darauf  zu  un- 
tersuchen, ob  und  welche  durch  Projektion  unzerstörbare  Ver- 
schiedenheiten zwischen  den  duich  sie  dargestellten  Kurven 
existieren.  Und  da  es  sich  nui  um  Verschiedenheiten  han- 
deln soll,  welche  duich  Piojektion  unzerstörbar  sind,  so  kön- 
nen wir  die  Gerade  j  =0  im  Unendlichen  voraussetzen  und 
die  Form 

oder 

j/^  =  ax^  +  36«'  +  3c  +  d 

diskutieren  als  eine  solche,  welche  eine  Projektion  jeder  ge- 
gebenen Kurve  dritter  Ordnung  darstellt.  Wir  bemerken,  dass 
für  einen  im  Unendlichen  gelegenen  Inflexionspunkt  ein  System 
durch  ihn  gehender  Sehnen  zum  System  paralleler  Ordinaten 
und  seine  harmonische  Polare  zu  einem  dieselben  halbierenden 
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Durchmesser  wird,  wie  denn  in  der  That  die  obige  Gleiclmng 
für  jeden  Wert  von  x  zwei  gleiche  imd  entgegengesetzte  Werte 
von  i/  liefert. 

Die  vorige  Gleichung  ist  früher  in  Art.  39  zum  Teil  dis- 
Initierfc  worden  und  aus  dem  dort  Gesagten  erhellt,  dass  die 
durch  sie  dargestellten  Kurven  in  folgende  fünf  Hauptklas- 
sen  geteilt  werden  können:  Die  rechte  Seite  der  Gleichung 
kann  in  drei  ungleiche  Faktoren  zerlegbar  sein  und  diese  Fak- 
toren können  I)  alle  reell  sein.  Die  Kurve  besteht  dann  aus 
emem  Oval  und  einem  unendlichen  Ast  (Art.  39).  Oder  II) 
zwei  Faktoren  sind  nicht  reell  und  der  dritte  Faktor  allein  ist 
reell;  das  Oval  verschwindet  und  der  unendliche  Ast  bleibt 
allein  übrig. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  ist  zerlegbar  in  zwei  gleiche 
Faktoren  und  einen  dritten  davon  verschiedenen  Faktor,  also 
von  der  Form  (x  —  «y  (x  —  ß).  Dem  entspringen  die  Fälle  III), 
f<ß,  das  Oval  ist  auf  einen  isolierten  oder  konjugierten  Punkt 
reduziert;  und  IV"|  ß>/3,  die  Kurve  hat  einen  Knotenpunkt,  das 
Oval  und  der  unendliche  Ast  bilden  eine  kontinuierliche  sich 
selbst  durchschneidende  Kurve. 

Die  Faktoren  der  rechten  Seite  sind  sämtlich  gleich  V)  und 
die  Kurve  hat  einen  stationären  oder  Rückkehrpunkt  (Art.  39). 

Newton  hat  den  in  diesem  Artikel  betrachteten  Kurven 
den  Namen  divergierende  Parabeln  gegeben  und  sein  soeben 
begründeter  Satz^^)  über  dieselben  sprach  aus,  dass  jede 
Kurve  dritter  Ordnung  in  eine  der  fünf  divergieren- 
den Parabeln  projiciert  werden  kann. 

198.  Anstatt  wie  im  letzten  Artikel  vorauszusetzen,  dass 
die  stationäre  Tangente  in  unendlicher  Ferne  projiciert  sei, 
können  wir  auch  die  harmonische  Polare  so  projiciert  voraus- 
setzen; der  Inflexionspunkt  wird  dann  ein  Centrum  und  jede 
durch  ihn  gehende  Sehne  wird  in  ihm  halbiert.  Vertauschen 
wir  in  der  Gleichung  des  Art.  196  die  Variabein  Xg  und  x^ 
und  setzen  wir  dann  x^^l  und  ebenso  wie  dort 


t  Gleichung  für  diesen  Fall 
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y  =--  ax^  +  3  hx^y  +  Sca;/  +  dy^^ 
die  Gleichung  einer  Centralkurve  (Art.  132).  Wie  im  vorigen 
Artikel  erkenneDL  wir  daraus  die  Existenz  von  fünf  Arten  der 
Central  kurven  nach  der  Natur  der  Faktoren  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  und  begründen  so  die  von  Ghasles^^)  ge- 
gebene Ergänzung  des  Newtonsehen  Satzes,  dass  nämlich 
jede  Kurve  dritter  Ordnung  in  eine  der  fünf  Centrai- 
kurven  dieser  Ordnung  projiciert  werden  kann, 

199,  Entsprechend  diesen  fünf  Arten  der  Kurven  dritter 
Ordnung  giebt  es  fünf  wesentlich  verschiedene  Arten 
von  Kegeln  dritter  Ordnung,  Ein  Kegel  von  irgend  einer 
Ordnung  kann  zwei  verschiedene  Formen  seines  Mantels  dar- 
bieten, nämlich  1)  einen  Mantel,  welcher  eine  koncentrische 
Kugel  in  zwei  geschlossenen  Kurven  so  schneidet,  dass  jedem 
Punkte  der  einen  Kurve  ein  Punkt  der  andern  Kurve  diame- 
tral gegenüber  liegt  --  wie  eben  der  Kegel  zweiter  Ordnung 
es  zeigt;  und  2)  einen  Mantel,  welcher  eine  koncentrische 
Kugel  in  einer  geschlossenen  Kurve  schneidet,  so  dass  jedem 
Punkte  der  Kurve  ein  anderer  Punkt  der  Kurve  diametral 
gegenüber  liegt  —  die  Ebene  bietet  das  Beispiel  eines  solchen 
Kegels.  Der  Parabel  I)  des  Art.  197  entspricht  ein  Kegel, 
welcher  einen  Mantel  der  ersten  und  einen  Mantel  der  zwei- 
ten Art  vereinigt,  der  der  Parabel  II)  entsprechende  zeigt  nur 
den  Mantel  der  zweiten  Art.  Die  Singularitäten  des  Knoten- 
punktes, des  isolierten  und  des  stationären  Punktes  übertra- 
gen sich  natürlich  auf  die  Kegel. 

Die  eben  besprochene  Klassifikation  der  Kegel  dritter  Ord- 
nung kann  leicht  weiter  fortgesetzt  werden,  wenn  man  will. 
Bei  den  Kegeln  zweiter  Ordnung  giebt  es  nicht  allein  nur  eine 
Art,  sondern  mit  einigen  Einschränkungen  können  auch  je  zwei 
gegebene  Kurven  zweiter  Ordnung  als  Schnitte  eines  und  des- 
selben Kegels  angesehen  werden.  Dies  ist  nicht  der  Fall  bei 
Kurven  dritter  Ordnung;  wir  haben  in  Art.  168  gesehen,  dass 
jede  Kurve  dritter  Ordnung  eine  gewisse  numerische  Charak- 
teristik hat,  das  Doppel  Verhältnis  der  vier  Tangenten,  welche 
von  irgend  einem  Punkte  der  Kurve  an  dieselbe  gehen,  und 
welches   durch   das  Verhältnis  der  Invarianten  S^:T^  der  bi- 


y  Google 


Untersuchung  der  Figur  der  Kurve.  SOO.  215 

quadratischen  Form  ausgedrückt  wird,  welche  diese  Tangenten 
bestimmt.  Weil  diese  Cbarakteristils:  durch  Projektion  unver- 
ändert bleibt,  so  können  zwei  Kurven  dritter  Ordnung,  für 
welche  sie  nicht  denselben  Wert  hat,  nicht  aus  demselben 
Kegel  geschnitten  werden;  und  der  fragliche  Parameter  kann 
somit  als  eine  Charakteristik  nicht  nur  der  Kurve,  sondern 
auch  des  Kegels  dritter  Ordnung  betrachtet  werden,  ans  wel- 
chem jene  geschnitten  ist.  Die  fünf  Arten  von  Kegeln  dritter 
Ordnung,  welche  wir  aufgezählt  haben,  können  daher  nach  dem 
Werte  dieses  Parameters  beliebig  weiter  eingeteilt  werden.  Man 
hat  solche  üntereinteilungen  gemacht,  aber  es  kann  ihre  wei- 
tere Besprechung  hier  erspart  werden.  Im  letzten  Abschnitt 
dieses  Kapitels  werden  jedoch  die  Fälle  5=0,  2'=0  diskutiert 
werden  und  es  ist  dafür  hiermit  festgestellt,  dass  dieselben 
Familien  nicht  nur  von  Kurven,  sondern  von  Kegelflächen 
dritter  Ordnung  repräsentieren. 

200.  Wir  wollen  nun  etwas  genauer  als  in  Art.  39  die 
Figur  der  Kurve  dritter  Ordnung  untersuchen,  welche 
die  in  Art.  197  betrachtete  Grleichung  ausdrückt;  dazu  erscheint 
es  zweckmässig,  den  Koordinatenanfang  in  die  Mitte  des  Dureh- 
messers des  Ovals  zu  -legen,  so  dass  die  Gleichung  in  der  Form 

af^{x^  —  m^)(x-n) 
geschrieben  werden  kann,   mit  n>m.     Durch  Differentiation 
finden  wir,  daas  die  den  Maximalwerten  von  y  entsprechenden 
Werte    von  x  —    für  Punkte,    deren  Tangente    der  Äxe    der  x 
parallel  ist  —  durch  die  Gleichung 

äx^  —  2nx  —  m^  =  0 
bestimmt  sind,  also 

Wenn  wir  der  Wurvel  das  negative  Zeichen  geben,  so  er- 
halten wir  den  dem  höchsten  Punkte  des  Ovals  entsprechen- 
den Wert  der  Abscisse  und  wir  sehen  aus  dem  negativen  Zei- 
chen desselben,  dass  das  Oval  nicht  wie  die  Ellipse  in  Bezug 
auf  beide  Axen  symmetrisch  ist;  sein  höchster  Punkt  liegt  auf 
derjenigen  Seite  der  Axe,  auf  der  sich  der  unendliche  Ast  nicht 
befindet.    Das  Oval  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ase  der 
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X,  nicht  in  Bezug  auf  die  Äxe  der  «/,  es  steigt  steiler  auf  im 
der  einen  und  weniger  steil  an  der  andern  Seite  derselben.  Je 
grösser  n  für  einen  gegebenen  Wert  Ton  m  ist,  d.  h.  je  grösser 
im  Verhältnis  die  Distanz  zwischen  dem  Oval  und  dem  unend- 
lichen Aste  wird,  desto  mehr  nähert  sieh  das  Oval  der  ellip- 
tischen zweifach  symmetrischen  Form,  während  anderseits  seine 
Abweichung  von  dieser  am  grössten  ist,  wenn  es  sich  mit  dem 
unbegrenzten  Teil  aus  am  mensch  lies  st,  d.  h.  wenn  die  Kurve 
einen  Knotenpunkt  hat;  dann  hat  die  Ordinate  des  höchsten 
Punktes  ihren  Fnsspunkt  in  einem  Drittel  der  Axe. 

Wenn  wir  der  Wurzel  das  positive  Zeichen  beilegen,  so 

liegt   der  entsprechende  Wert  von  as  zwischen  m  und  n  und 

der  zugehönge  Wert  von  y   ist   nicht  reell.     Dazu  zeigt  die 

Form  der  G-leicbung,  dass  der  Berührungspunkt  der  Kurve  mit 

der  unendlich  fernen  Geraden  in  der  Geraden  »^  =  0  —  nicht 

Yie  33  ^^  ^^^  ^^^  Parabel  y^—px  in   der  Ge- 

/         raden  j/=0  —  gelegen  ist;  die  unendlichen 

^_.,^_^^_/     /'     Aste  der  Kurve  dritter  Ordnung  nähern 

z'  ^y         sich  fortwährend  dem  Parallelismue  mit 

1 '..".)  ■   (■ der  Axe  y  und  es  muss  daher  in  endlicher 

\^^^__^^  X.,^  Entfernung  auf  jeder  Seite  des  Durehmes- 
^,  \  sers  ein  Infiexxonspunkt  liegen,  in  welchem 
die  Kurve  aus  der  Konkavität  gegen  die 
Axe  X  in  die  Konvexität  übergeht.  Daher  der  Name  „diver- 
gierende Parabel".  Die  Form  der  Kurve  ist  dann  durch  das 
Oval  in  Verbindung  mit  dem  in  der  Figur  rechts  liegenden 
unendlichen  Ast  bezeichnet. 

Wenn  aber  in  der  Gleichung  +ot^  statt  —m"  steht,  so 
giebt  es  kein  Oval  und  der  unendliche  Ast  ist  entweder  von 
der  rechte  oder  von  der  links  in  der  Figur  angezeigten  Form, 
d.  b.  es  giebt  oder  es  giebt  nicht  Punkte,  für  welche  y  ein 
Maximum  ist  und  in  welchen  die  Tangente  der  Äxe  x  parallel 
geht,  natürlich  je  nachdem  Sm^~-^n^  ist.  Und  es  existiert 
überdies  der  Übergangsfall  3m^^n^,  in  welchem  an  jeder 
Seite  der  Axe  x  ein  Infi exionsp unkt  mit  zu  ihr  paralleler 
Tangente  liegt. 
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Die  Figuren  der  mit  siEgulärem  Punkt  begabten  Formen 
dürften  eine  weitere  als  die  schon  im  Art.  39  gegebene  Er* 
läuter img  nicht  nötig  machen. 

201.  Wir  kehren  zu  dem  Falle  zurück,  in  welchem  die 
Kurve  ein  Oval  hat.  Es  ist  offenbar,  dass  im  allgemeinen 
eine  gerade  Linie  eine  geschlossene  Figur  in  einer  geraden 
Zahl  reeller  Punkte  sehneiden  muss,  und  dass  daher  jede  ge- 
rade Linie,  die  das  Oval  der  Kurve  dritter  Ordnung  einmal 
trifft,  es  noch  zum  zweiten  mal  und  nicht  Öfter  schneiden 
muss;  denn  eine  Linie,  die  nach  dem  Innern  des  Ovals  ein- 
trat, U1U88  dasselbe  beim  Austritt  wieder  durchsetzen  und  sie 
kann  das  Oval  der  Kurve  dritter  Ordnung  nicht  viermal  schnei- 
den. Jede  solche  Gerade  muss  daher  überdies  den  unbegrenz- 
ten Teil  der  Kurve  einfach  schneiden.  Es  folgt  auch,  dass 
keine  Tangente  der  Kurve  das  Oval  ferner  schneiden  kann  und 
daher,  dass  keiner  der  Inflexionsp unkte  im  Oval  liegen  kann. 
Die  Ansicht  der  Figur  lehrt,  dass  von  jedem  ausserhalb  des 
Ovals  gelegenen  Punkt  zwei  Tangenten  an  dasselbe  gehen. 

Das  Oval  erseheint  soujit  als  eine  stetige  Reihe  von  Punk- 
ten, aus  deren  keinem,  ausser  der  Tangente  im  Punkte  selbst, 
eine  reelle  Tangente  an  die  Kurve  gezogen  werden  kann;  es 
ist  daher  jede  Kurve  dritter  Ordnung,  die  ein  Oval  enthält, 
von  der  im  Art.  168  bezeichneten  Klasse,  wo  die  vier  Tangen- 
ten von  jedem  Punkte  der  Kurve  an  dieselbe  entweder  sämt- 
lich reell  oder  sämtlich  nicht  reell  sind.  Die  Tangenten  aus 
den  Punkten  des  Ovals  sind  samthch  nicht  reell,  die  Tangen- 
ten aus  jedem  Punkte  des  unendlichen  Astes  sind  sämtlich 
reell,  zwei  gehören  dem  Oval  und  zwei  andere  dem  unend- 
lichen Aste  selbst  an.  In  der  That,  jede  Tangente  in  einem 
Punkte  des  unendlichen  Astes  muss  denselben  weiterhin  schnei- 
den, weil  der  dritte  ihr  und  der  Kurve  gemeinsame  Punkt  nicht 
in  de'in  Oval  liegen  kann. 

202.  Das  eben  Gesagte  kann  dazu  dienen,  die  wesentliche 
Eigenschaft  der  Unikur salkurven  oder  Kurven  vom  Geschlecht 
Null  zu  erläutern  (Art.  44).  Die  Koordinaten  eines  Punktes 
in  einer  solchen  Kurve  können  rational  als  Punktionen  eines 
Parameters  ausgedrückt  werden,  so  dass  wir  alle  Punkte  der 
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Kurve  in  einer  stetigen  Folge  mit  stets  reellen  Koordinaten 
erhalten,  indem  wir  diesen  Parameter  in  stetiger  Folge  alle 
Werte  vom  negativ 'Unendlichen  his  zum  positiv  Unendlichen 
durchlaufen  lassen.  Im  gegenwärtigen  Beispiel  ist  es  im  Ge- 
genteil geometrisch  evident,  dass  wir  von  irgend  einem  Punkte 
im  Oval  aus  stetig  fortschreitend  zu  ihm  selbst  zurückkommen, 
ohne  durch  irgend  einen  Punkt  des  unendlichen  Astes  zu 
gehen;  und  es  ist  algebraisch  unmöglich,  die  Koordinaten  ir- 
gend eines  Punktes  in  Funktion  eines  Parameters  anders  als 
mit  Hilfe  einer  Wurzelgrösse  auszudrücken.    Wir  können  z.  B. 

Wir  nennen  dämm  die  betrachtete  Kurve  eine  zweiteilige 
Kurve,  nämlich  aus  zwei  getrennten  stetigen  Punttreihen  be- 
stehend. 

Eine  Kurve  der  zweiten  im  Art.  197  betrachteten  Art  hat 
kein  Oval  und  ist  einteilig,  weil  alle  reellen  Punkte  der 
Kurve  in  einer  stetigen  Reihe  einander  folgen;  aber  die  Kurve 
ist  nicht  aus  diesem  tirunde  unikursal  oder  vom  Geschlecht 
Null,  denn  die  Koordinaten  eines  Punktes  können  nicht  ratio- 
nal in  Funktion  eines  Parameters  ausgedrückt  werden;  eine 
einteilige  Kurve  ist  etwa  ebenso  wenig  notwendig  unikursal, 
wie  eine  Gleichung,  die  nur  eine  reelle  Würze!  hat,  notwendig 
eine  lineare  Gleichung  ist.  Eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit 
Knotenpunkt  anderseits  ist  unikursal  und  einteilig,  alle  Punkte 
der  Kurve  folgen  einander  in  einer  bestimmten  Ordnung  in 
einiaeher  Reihe,  Die  Kurve  kann  aber  auch  als  aus  einer 
Schleife  und  einem  durch  dieselbe  in  zwei  Teile  getrennten 
unendlichen  Ast  zusammengesetzt  betrachtet  werden;  dann 
zeigt  die  Begründung  des  Art.  201,  dass  in  der  Schleife  kein 
Inflesionspunkt  liegen  und  keine  Tangente  dieselbe  üherdies 
schneiden  kann.  Die  Schleife  enthält  daher  eine  fteihe-  von 
Punkten,  von  deren  keinem  eine  reelle  Tangeute  an  die  Kurve 
geht;  während  von  jedem  andern  Punkte  der  Kurve  aus  zwei 
reelle  Tangenten  an  die  Kurve  gehen,  von  denen  die  eine  den 
Berührungspunkt  in  der  Schleife,  die  andere  im  unendlichen 
Ast  hat.     So   sind  auch  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  iso- 
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liertem  Punkt  und  eine  solche  !uit  Eückkelirpiinkt  gleichzeitig 
einteilig  und  vom  Geschlecht  oder  Defekt  Null. 

203.  Nachdem  wir  die  Kurven  dritter  Ordnung  in  fünf 
Arten  geteilt  haben,  gehen  wir  dazu  weiter,  diese  Arten  in 
Spezies  zu  teilen  nach  der  Natur  ihrer  unendlichen  Äste.  Es 
ist  offenbar,  dasa  wir  in  jeder  Art  wenigstens  vier  Spezies 
haben  werden,  je  nachdem  die  unendlich  ferne  Gerade  die 
Kurve  sehneidet  a)  in  drei  reellen  und  verschiedenen  Punkten, 
b)  in  einem  reellen  Punkte  und  zwei  nicht  reellen,  c)  in  einem 
reellen  und  zwei  zusammenfallenden  Punkten,  d)  in  drei  zu- 
sammenfallenden Punkten.  Wir  niüaaen  aber  überdies  für  die 
Kurven  dritter  Ordnung  mit  einem  singulären  Punkt  bei  c) 
unterscheiden,  ob  die  unendlich  ferne  Gerade  eine  eigentliche 
Tangente  der  Kurve  ist  oder  ob  sie  durch  den  Doppelpunkt 
derselben  geht;  und  im  Falle  der  Kurven  mit  Knoten  oder 
Rückkehrpunkt  bei  d),  ob  die  unendlich  ferne  Gerade  Tan- 
gente in  einem  Inflexionspunkt  oder  ob  sie  Tangeute  im  Rück- 
kehrpunbt  oder  eine  der  Tangenten  im  Doppelpunkt  ist.  Wei- 
ter iat  es  im  Falle  der  zweiteiligen  Kurve  dritter  Ordnung  oder 
der  mit  einem  isolierten  Punkt  versehenen  von  Wichtigkeit, 
bei  a)  und  e)  zu  unterscheiden,  ob  die  drei  Punkte  der  Kurve 
in  der  unendlich  fernen  Geraden  sämtlich  zum  unendlichen 
Ast,  oder  ob  zwei  von  ihnen  zum  Oval  oder  der  Schleife  ge- 
hören, und  uur  der  dritte  zu  dem  unendlichen  Aste.  Die  so 
in  den  Formen  der  Kurve  auftretenden  Unterschiede  sind  so 
gross,  dass  die  beiden  Fälle  wohl  als  verschiedene  Spezies  zu 
fassen  aind.  Aber  ^amit  sind  auch  die  Verschiedenheiten  auf- 
gezählt, welche  im  folgenden  als  Gründe  für  die  Unteraehei- 
dung  der  Spezies  benutzt  worden  sind. 

Die  einzigen  andern  Verschiedenheiten,  welche  ähnliche 
Ansprüche  zu  einer  solchen  Geltung  haben  dürften,  betreffen 
die  Frage,  ob  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  sämtlich 
gewöhnliche  Pimkte  oder  ob  einer  ein  Inflexionspunkt  oder 
alle  drei  Inflexionspunkte  sind.  Da  aber  die  Veränderungen 
geringer  aind,  welche  durch  sie  in  den  Formen  der  Kurve 
bedingt  werden,  und  eine  geringere  Zahl  der  Spezies  höchst 
wönscbenswert  iat,  so   habe  ich  vorgezogen,   die  Kurven  nur 
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nach  den  vorerwähnten  Gesichtspunkten  zu  klassifizieren  und 
die  auf  den  letztgedachten  Umstand  zu  gründende  Unterschei- 
dung als  Varietät  statt  als  Spezies  zu  behandeln. 

Es  erhellt  übrigens,  dass  es  in  einigem  Betracht  willkür- 
lich ist,  wie  viel  Speaies  von  Kurven  dritter  Ordnung  unter- 
schieden werden  sollen,  und  dass  viel  von  dem  Gesichtspunkt 
abhängt,  unter  welchem  sie  studiert  werden, 

204.  Für  den  Fall,  wo  die  unendlich  ferne  Gerade  eine 
stationäre  Tangente  der  Kurve  ist,  haben  wir  die  Formen  der- 
selben früher  studiert  und  die  Figuren  für  andere  Fälle  kön- 
nen als  Projektionen  von  je  einer  der  Figuren  dieses  Falles 
betrachtet  werden.  Wir  wollen  mit  zweiteiligen  Kurven  be- 
ginnen und  zuerst  die  Projektion  des  Ovals  betrachten.  Wenn 
die  in  unendliche  Ferne  hinaus  projicierte  Linie  das  Oval  nicht 
schneidet,  so  bleibt  das  Oval  eine  geschlossene  Kurve,  wäh- 
rend seine  Projektion,  falls  diese  Linie  es  berührt  oder  in  zwei 
reellen  Punkten  schneidet,  dieselbe  Art  von  roher  Ähnlichkeit 
zu  einer  Parabel  oder  Hyperbel  respektive  erhält,  welche  das 
Oval  selbst  zur  Ellipse  hat,  d.  h.  dass  die  Projektion  im  erstem 
Falle  wie  die  Parabel  eine  einfache  Kurve  ist,  deren  Zweige  in 
einer  gemeinschaftlichen  Richtung  ins  Unendliche  gehen,  ohne 
der  Berührung  mit  einer  unendlichen  Geraden  zuzustreben, 
und  dass  sie  im  letztem  Falle  ein  Paar  von  Kurven  bildet, 
welche  zwei  gemeinsame  Asymptoten  haben  und  in  zweien  der 
durch  dieselben  gebildeten  Scheitelwinkel  liegen  ~  während 
sie  allerdings  in  diesem  wie  in  jenem  Falle  die  Symmetrie 
der  Kegelschnitte  nicht  besitzen.  Die  beiden  so  entstehenden 
unendlichen  Äste  wollen  wir  kurz  ein  hyperbolisches  Paar 
nennen,  weil  sie  in  der  That  nach  wie  vor  als  ein  Ganzes 
von  stetigem  Zusammenhange  bildend  anzusehen  sind.  Die 
gewöhnliche  Asymptote  einer  Kurve  hat  einen  positiven  und 
negativen  Ast  derselben  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  ihr. 
Die  Theorie  der  Projektion  lehrt  uns  die  Enden  einer  geraden 
Linie  im  positiv  Unendlichen  und  im  negativ  Unendlichen  als 
Projektion  des  nämlichen  Punktes  betrachten  und  zeigt  uns 
ebenso  die  Äste  einer  Kurve,  welche  dieselbe  Asymptote  im  po- 
sitiven und  im  negativen  Unendlichen  berühren,  als  mit  einander 
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ZEsammeD hängend.  Sowie  daa  Oval  eine  geschlossene  Kurve 
ist,  in  der  man  von  irgend  einem  ihrer  Punkte  aus  iu  steti- 
gem Laufe  durch  alle  ihre  Punkte  zur  Aus  gangssteile  zurück- 
kommt, so  gilt  dies  auch  für  alle  Projektionen  des  Ovals,  und 
die  hyperholisehea  Äste  sind  als  eine  kontinuierliche  Kurve 
zu  betrachten,  nämlich  der  Teil  des  einen  Astes,  welcher  die 
Asymptote  an  ihrem  positiven  Ende  berührt,  als  zusammen- 
hängend mit  dem  Teil  des  andern  Astes,  welcher  dieselbe 
Asymptote  an  ihrem  negativen  Ende  berührt.  Die  Asymp- 
toten selbst  sind  die  Bilder  derjenigen  Tangenten  des  Ovals, 
deren  Berührungspunkte  mit  demselben  der  ins  Unendliche 
projicierten  Geraden  angehören. 

205,  Wir  betrachten  ferner  die  Projektion  des  unendlichen 
Astes  der  Kurve  (Art.  197),  welcher  von  jeder  Geraden  ent- 
weder in  einem  reellen  Punkte  oder  in  drei  solchen  Punkten 
geschnitten  wird.  Sei  zuerst  die  ins  Unendliche  projicierte  Ge- 
rade eine  solche,  die  die  Kurve  nur  einfach  schneidet;  dann 
werden  die  Aste  der  projicierten  Kurve  anstatt  unbegrenzt  aus- 
einander zu  gehen,  der  Berührung  mit  einer  endlichen  Asymp- 
tote in  der  Weise  zustreben,  wie  dies  die  links  liegende  Kurve 
der  Pigui  zeigt  Diese  Kurve,  welche  wir 
weiterhin  kurz  als  Serpentine  bezeichnen 
wollen,  mus'.  oflenbar  drei  Inflexionspunkte  / 
haben,  denn  sie  ist  konvex  gegen  die  Äaymp-  / 
tote  im  positiv  Unendlichen  an  der  einen  l 
und  ebenso  konvex  gegen  dieselbe  Asymp-  ■■, 
tote  im  negativ  Unendlichen  an  ihrer  andern  \ 
Seite,  weil  jede  Kurve  zu  ihrer  Tangente  an  / 
beiden  Seiten  des  Berührungspunktes  konvex       /  ,1 

ist;  sie  muss  aus  der  erstem  Konvexität  in 
Konkavität  übergehen,  um  sodann  die  Asymptote  zn  durch- 
schneiden; sie  muss  sich  neuerdings  wenden,  um  sich  nicht 
ohne  Ende  von  der  Asymptote  zu  entfernen  und  zum  dritten 
Male,  um  der  andern  Seite  der  Asymptote  an  deren  negativem 
Ende  ihre  Konvexität  zuzuwenden.  Die  Punkte  der  durch  diese 
Figur  bezeichneten  Kurve  bilden  eine  stetige  Reihe,  denn  es 
wird  aus  dem  im  letzten  Art.  204  Entwickelte»  erhellen,  dass 
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die  Äste  der  Kurve  in  ihrer  Berührung  mit  der  Asymptote 
im  positiv  und  negativ  Unendlichen  als  zusammenhängend  zu 
betrachten  sind.  Der  Punkt  im  Unendlichen  der  Serpentine 
ist  als  ein  gewöhnlicher  Punkt  zu  denken.  Wenn  derselbe 
aber  ein  Inflexionspunkt  wäre,  ao  würden  die  Äste  der  Kurve 
gegen  das  positiv  und  negativ  Unendliche  hin  nicht  wie  in 
diesem  Falle  auf  eni^egen  gesetzten  Seiten  der  Asymptote  lie- 
gen, sondern  an  der  nämlichen  Seite  derselben,  wie  es  in  der 
rechts  verzeichneten  Form  der  Fall  ist.  Wir  wollen  dieselbe 
als  die  konchoidale  Form  bezeichnen. 

206.  Wir  denken  zweitens  die  ins  Unendliche  pvojicierte 
Gerade  als  eine  den  unendlichen  Äst  in  drei  gewöhnlichen 
Punkten  schneidende.  Eine  solche  Gerade  teilt  die  Kurve  in 
drei  Teile,  von  denen  der  eine  keinen  Inflexionspunkt,  der 
zweite  einen  und  der  dritte  zwei  Inflesions punkte  enthält. 
Die  Projektion  der  Kurve  zerfällt  daher  in  drei  unendliche 
Äste,  von  denen  der  eine,  den  wir  eine  einfache  Hyperbel 
wollen,  keinen  Inflexionspunkt  hat  und  seine  Asymp- 
pj^  g^  toten    nicht   durchschnei- 

det; während  der  zweite, 
welchen  wir  als  einfach 
inflektierte  Hyperbel 
bezeichnen  können,  die 
eine  Asymptote  durchsetzt 
und  somit  einen  Inflexions- 
punkt hat,  und  der  dritte, 
eine  zweifach  inflek- 
tierte Hyperbel  nach 
derselben  Redeweise,  bei- 
de Asymptoten  durchsetzt 
und  daher  zwei  Inflexio- 
nen  hat.***)  Keine  zwei  von  diesen  Teilen  bilden  ein  hyper- 
bolisches Paar,  wohl  aber  bilden  alle  drei  zusammen  eine  kon- 
tinuierliche Reihe.  So  gehen  wir  in  der  Figur  beginnend  mit 
dem  Niedersteigen  im  vertikalen  Aste  der  zweifach  inflektier- 
ten Hyperbel  durch  das  negativ  Unendliche  nach  dem  positiv 
Unendlichen   derselben  Asymptote,  durch  den   einfach  inflek- 
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tierten  Ast  ins  unendliche  der  zweiten  Asymptote,  von  da 
durch  die  einfache  Hyperbel  zum  Uneod liehen  der  dritten 
Asymptote  und  mit  der  zweifach  inflektierten  Hyperbel  zum 
Änsgangspunkt  zurilcb. 

Wenn  einer  der  unendlich  entfernten  Punkte  ein  Inflexions- 
punkt  ist,  so  wird  entweder  die  einfach  inflektierte  Hyperbel 
zur  einfachen  oder  die  doppelt  inflektierte  zur  einfach  inflek- 
tierten; wenn  alle  drei  Infi exions punkte  im  unendlichen  liegen, 
80  besteht  die  Kurve  aus  drei  einfachen  Hyperbeln. 

Kurven  dritter  Ordnung  mit  drei  hyperbolischen  Zweigen 
nannte  Newton  überschüssig  hyperbolisch,  weil  sie  einen 
solchen  Zweig  mehr  als  die  Kegelschnitte  enthalten;  die  mit 
einem  unendlichen  Ast  wie  im  letzten  Artikel  nannte  er  un- 
vollständig hyperbolisch  und  die  durch  die  unendlich  ferne 
Gerade  berührten,  welche  ausserdem  eine  endlich  angebbare 
Asymptote  haben,  parabolisch -hyperbolische  Kurven  dritter 
Ordnung. 

207.  Wir  können  nun  die  folgenden  sechs  Spezies  der 
zweiteiligen  Kurven  dritter  Ordnung  aufstellen. 

1.  Die  im  Unendlichen  projizierte  Gerade  schneidet  das 
Oval  zweifach  und  den  andern  Teil  der  Kurve  einfach;  wenn 
der  letzte  Punkt  a)  ein  gewöhn-  ''"ig.  s« 

lieber  Punkt  ist,  so  besteht  die 
Kurve  aus  einer  Serpentine  und 
einem  hyperbolischen  Paar,  wie 
in  der  Figur.  Wenn  der  letzte 
Punkt  b)  ein  Inflektionspunkt 
wäre,  so  wird  nur  die  Serpen- 
tine in  die  konchoidale  Form 
übergeführt. 

2.  Die  im  Unendlichen  pro- 
jicierte  Gerade  schneidet  die  Kurve  in  drei  reellen  Punkten, 
von  denen  keiner  dem  Oval  angehört.  Wenn  die  Punkte  a) 
sämtlich  gewohnliche  Punkte  sind,  so  ist  die  Gestalt  der 
Kurve  die  in  der  Figur  des  Art.  206  gegebene;  wenn  einer 
der  Punkte  ein  Inflexionspunkt  ist,  so  besteht  die  Kurve  ent- 
weder b)  aus   einem  Oval   mit  zwei  einfachen  Hyperbeln  und 
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einer  doppelt  infiektierten  Hyperbel  oder  c)  aus  einem  Oval 
mit  einer  einfachen  Hyperbel  und  zwei  einfacb  inflekfcierten 
Hyperbeln.  In  allen  diesen  Fällen  liegt  das  Oval  innerbalb 
des  von  den  Asymptoten  gebildeten  Dreiecks  und 
die  Kurven  können  ferner  unterschieden  werden 
nach  der  Lage  der  Hyperbeln  in  den  Winkeln, 
welche  das  Asymptoten  drei  eck  enthalten  oder  wie 
in  der  Figur  in  den  Scheitelwinkeln  derselben. 
3.  Die  im  Unendlichen  proji eierte  Gerade 
/  seimeidet  die  Kurve  in  zwei  nicht  reellen  Punkten, 
und  wir  erhalten  a)  ein  Oval  mit  einer  Serpentine 
oder  b)  mit  einem  konchoidalen  Ast  (Art.  205). 

4.  Die  unendlich  ferne  Gerade  berührt  das  Oval,  welches 
dann  eine  parabolische  Form  annimmt  und  a)  von  einer  Ser- 
pentine oder  b)  von  einem  konchoidalen  Zweige  begleitet  wird. 

5.  Die  unendlicli  ferne  Gerade  berührt  den  andern  Teil 
der  Kurve  und  das  Oval  bleibt  eine  geschlossene  Figur,  wäh- 
rend der  andere  Teil  der  Kurve  in  parabolischer  Form  ans- 
einander  geht.    Wenn  a)  der  dritte  Punkt  im  Unendlichen  ein 

j^j    jg  gewöhnlicher   ist,   so   durchsetzt  der  eine 

Zweig  die  Asymptote  und  hat  zwei  In- 
^  flexionen,  während  der  andere  Zweig  nur 
eine  InÖexion  besitzt.  Wenn  derselbe  b) 
ein  Inflexionspunkt  wäre,  ao  haben  beide 
Aste  die  Asymptote  an  derselben  Seite  und 
jeder  derselben  zeigt  nur  eine  Inflexion. 
—  6,  Die  unendlich  ferne  Gerade  schnei- 

t^et  die  Kurve  in  drei  zusammenfallenden 
Punkten,  der  Fall,  von  welchem  wir  im  Art,  200  ausgegan- 
gen sind. 

208.  Wir  kommen  nun  zur  Klassification  der  einteiligen 
Kurven  dritter  Ordnung  ohne  singulare  Punkte  und  ei'- 
kennen  zunächst,  dass  nichts  den  Spezies  1)  und  4)  des  letz- 
ten Artikels  Entsprechendes  hier  existieren  kann.  Wir  haben 
somit  nur  vier  Spezies  solcher  einteiliger  Kurven,  nämlich 
überschüssig  und  unvollständig  hyperbolische,  parabolisch- hy- 
:  und   die    divergierende  Parabel,  je   nachdem    die 
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Punkte  der  Kurve  im  Unendlichen  sämtlicli  reell  und  verschie- 
den sind,  oder  awei  nicht  reell,  zwei  zusammenfallend,  alle 
drei  zusammenfallend.  Bei  jeder  Spezies  können  dieselben  Va- 
rietäten aufgezählt  werden  wie  im  letzten  Artikel  und  die  Fi- 
guren desselben  können  sie  darstellen,  wenn  wir  das  Oval  in 
ihnen  unterdrücken.  Aber  zur  femern  Erläuterung  geben  wir 
eine  Figur  für  einen  Fall,  wo  die  begleitende  Gerade  die  Sei- 


ten  des  Asymptoten -Dreiecks  schneidet  und  wo  zwei  kritische 
Centra  (Art.  193)  im  Tnjiern  des  Dreiecks  liegen.  Wir  haben 
dann  einen  Teil  der  doppelt  inflektierten  Hyperbel  in  saekähn- 
Heher  Form  im  Innern  des  Dreiecks  und  es  ist  leicht  zu  er- 
kennen, dass  durch  eine  Ä.nderüng  im  Werte  der  Konstanten 
die  Öffnung  des  Sackes  geschlossen  und  ein  Doppelpunkt  in 
dem  einen  der  kritischen  Centra  erzeugt  werden  kann,  wäh- 
rend durch  eine  weitere  Änderung  derselben  ein  getrenntes  Oval 
entstehen  mag,  welches  zuletzt  in  den  konjugierten  Punkt  im 
andern  kritischen  Centrum  zusammenschrumpft. 

In  gleicher  Art  haben  wir  dieselben  vier  Spezies  von  Kur- 
ven dritter  Ordnung  mit  einem  isolierten  Punkt  und  dazu  eine 
fänfte,  für  welche  der  isolierte  Punkt  im  Unendlichen  ist.  Die 
Figuren  für  zweiteilige  Kurven  dritter  Ordnung  reichen  zur  Il- 
lustration dieser  Klasse  hin,  wenn  wir  das  Oval  in  einem  kon- 
jugierten Punkt  zusammengezogen  voraussetzen.  Die  Formen, 
welche  dem  Fall  des  unendlich  fernen  isolierten  Punktes  ent- 
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spreehen,  weichen  nicht  bedeutend  von  denen  ab,  fär  welche  die 
unendlich  ferne  Gerade  die  Kurve  in  einem  reelien  Punkte  und 
zwei  nicht  reellen  Punkten  schneidet. 

209,  Von  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Knotenpunkt 
haben  wir  die  folgenden  Spezies. 

1.  Die  unendlich  ferne  Gerade  achneidet  die  Schleife  in 
zwei  reelien  Punkten;  dem  entspricht  die  Verbindung  von  zwei 
einfachen  Hyperbeln  und  einer  inflektierten  Hyperbel,  wie  in 
der  liuks  stehenden  Figur.    Die  Verfolgung  der  Kurve  in  ihrem 


Gange  durch  das  Unendliche  zeigt,  dass  sie  aus  einem  konti- 
nuierlichen Zuge  besteht.  Es  entstehen  zwei  Varietäten,  je 
nachdem  der  dritte  Punkt  der  unendlich  fernen  Geraden  ein 
gewöhnlicher  oder  ein  Inflexionapunkt  iat;  im  letzten  Falle 
sind  alle  die  Hyperbeln  einfache. 

2.  Von  den  drei  reellen  Punkten  im  Unendlichen  liegt  kei- 
ner in  der  Schleife;  es  entsteht  eine  eingeachriebene ,  eine 
gemischte  und  eine  umgeschriebene  Hyperbel,  von  denen  die 
letzte  im  Innern  des  Äsymptotendreiecks  eine  Schleife  bildet. 
Zwei  Varietäten,  je  nachdem  im  Unendlichen  eine  Inflexion 
ist  oder  nicht. 

3.  Die  unendlich  ferne  Gerade  schneidet  die  Kurve  in  zwei 
nicht  reellen  Punkten;  mit  zwei  Varietäten  wie  vorher  (Fig. 42). 

4.  Die  unendlich  ferne  Gerade  berührt  die  Schleife  und 

5.  Sie  berührt  den  sich  ausbreitenden  Teil  der  Kurve. 
Die  Figuren  erklären  sich  selbst  und  wir  bemerken  nur,  dass 
im  ersten  Falje  zwei  Varietäten  entspringen,  indem  die  Kurve 
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ganz  auf  derselben  Seite   der  Asymptote  liegt,   wenn   sie  im 
Unendlichen  eine  Inilesion  hat. 


,k 


Ist  ein  Doppelpunkt  im  Unendlichen  und  giebt  es  folg- 
lich zwei  parallele  Asymptoten,  so  liegt  der  dritte  nnendlieh 
ferne  Punkt  entweder 

6.  Auf  dem  sich  ausbreitenden  Teil  oder 

7,  In  der  Schleife.  Im  ersten  Falle  ist  der  Inflexiona- 
punkt  ausserhalb  der  parallelen  Asymptoten,  im  letzten  Falle 


zwischen  denselben.  Wenn  auch  die  Inflesion  im  Unendlichen 
wäre,  so  würden  beide  Zweige  im  ersten  Falle  auf  derselben 
Seite  der  Asymptote  liegen. 

8.  Die  unendlich  entfernte  Gerade  he-  "''    ' .,- 
rührt   ia    einem   Inflexionspunkt    und   wir  /^ 
erhalten    die    divergierende  Parabel    vom              / 

Art.  200.  ^^_____ 

9.  Die  unendlich  entfernte  Gerade  be-  — —--.^ 
rührt  in  einem  Doppelpunkt  und  wir  erhal-  x 

ten  eine  Kurve  von  vorstehend  gegebener  \,_^ 

Form,  die  man  die  Trident-Kurve  nennt. 
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210.  Vou  den  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Eiiek- 
kehrpunkt  giebt  es  offenbar  keine  Spezies,  welche  denen 
unter  1),  4)  und  7)  des  letzten  Artikels  entsprechen.  Die 
Spezies  dieser  Kurreii  sind  daher: 

1.  Drei  reelle  Punkte  im  Unendlichen,  zwei  Varietäten. 

2.  Ein  reeller  Punlrt  und  zwei  nicht  reelle  Punkte  im  Un- 
endlichen, zwei  Varietäten. 

3.  Die  unendlich,  ferne  Gerade  als  gewöhnliche  Tangente, 
zwei  Varietäten. 

4.  Die  Spitze  im  Unendlichen,  zwei  Varietäten. 

5.  Die  unendlich  ferne  Gerade  als  stationäre  Tangente. 

6.  Die  unendlich  ferne  Gerade  als  Eückkehrtangente.  Die 
Figuren  für  die  Fälle  1),  2),  .5)  können  mit  Hilfe  der  Figiiren 
des  letzten  Artikels  leicht  vergegenwärtigt  werden,  indem  man 
die  in  diesen  Figuren  punktierte  Schleife  unterdrückt  und  den 
Knoten-  in  einen  Itiickkehrpunkt  überfuhrt.  Die  Figur  für  den 
Fall  4)  entsteht  aus  der  links  liegenden  Figur  des  Art.  209 
mit  zwei  parallelen  Asymptoten,  indem  man  diese  vereinigt 
und  den  zwischen  ihnen  gelegenen  Zweig  unterdrückt  denkt. 
Wir  haben  dann  eine  einfache  Asymptote  mit  zwei  unendlichen 
Asten  auf  entgegengesetzten  Seiten,  aber  an  dem  nämlichen 

FiK. «,  Ende  derselben.    Die  Figur  des  Falles  5"), 

\  die   semikubiache   Parabel    my^  =  :c^, 

— _i^= ._. . .     ist  in  Art.  39  gegeben  worden.     Endlich 

\         geben  wir  hier  die  Figur  des  Falles  6), 
\        die  kubische  Parabel  in^y  =  x^. 

211.  Trotz  der  schon  ziemlich  grossen  Zahl  der  Spezies 
wird  es  nicht  schwierig  erscheinen,  die  entwickelte  Klassifika- 
tion zu  übersehen  und  zu  erinnern,  wenn  man  bemerkt,  dasa 
nichts  Anderes  gethan  worden  ist,  als  die  Fünf-Teilung  des 
Art.  197  mit  der  Teilung  des  Art.  203  nach  der  Natur  der 
unendlich  fernen  Punkte  au  kombinieren.  Es  bleibt  übrig, 
einiges  über  frühere  Klassifikationen  der  Kurven  dritter  Ord- 
nung zu  sagen.  Die  erste  wurde  von  Newton  in  dem  Werke 
„Enumeratio  linearum  tertii  ordinia"*')  gemacht  und  ist  im 
wesentlichen   mit   der  hier  gegebenen  übereinstimmend,  aus- 

[■in,   dass  er,  was  wir  als  Varietäten  bezeichnet 
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ha.beii,  zu  eigenen  Spezies  macht,  und  darin,  dass  wir  in  dem 
Falle  eines  durch  zwei  Asymptoten  berührten  hjperho lisch en 
Astes  nicht  heachtet  haben,  in  welchem  der  durch  dieselben 
gebildeten  Scheitelwinkel  der  Ast  liegt,  während  Newton  die 
Fälle  unterscheidet,  wo  er  in  dem  durch  die  dritte  Asymptote 
durchsetzten  oder  in  dem  Scheitelwinkel  desselben  liegt.  Die 
Fälle,  wo  drei  reelle  Asymptoten  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den, sind  als  besondere  Spezies  betrachtet.  Durch  die  Beach- 
tung dieser  Unterscheidungen  ist  die  Zahl  der  Spezies  auf 
acht  und  sieben  zig  erhöht.  Newton  geht  den  umgekehrten  Weg 
der  Entwicklung  insofern,  als  er  nicht  wie  wir  die  Fünf- Tei- 
lung zur  primären  macht  und  die  von  den  unendlichen  Ästen 
abhängende  zur  sekundären. 

Newtons  Methode  der  Reduktion  der  allgemeinen  Glei- 
chung ist  die  folgende:  Wenn  eine  der  Axen  parallel  zur 
reellen  Asymptote  genommen  wird,  so  verschwindet 
der  Koefficient  sagen  wir  von  y^  und  die  Gleichung  der 
Kurve  hat  die  Form 

/  (ax  +  b)  +  y  (fx^+gx  +  h)  +px^  +  qx^  +  rx  +  s^O. 
Nun  ist  der  Ort  der  Mittelpunkt  der  der  Asymptote  parallelen 
Sehnen  offenbar 

2axy  +  2btf~{-fx^  +  gx  +  ]i^0, 

und  wenn  wir  die  Axen  zu  den  Asymptoten  dieser  Hyperbel 
transfoiTuiert  voraussetzen,  so  verschwinden  die  Glieder  6,  f,  g 
und  dies  zeigt  an,  dass  dieselbe  Transformation  die  Gleichung 
der  Kurve  dritter  Ordnung  auf  die  Form 

xy^  +  ^y  '^px^  -f-  q^x^  -^rx  +  s 
oder  mit  Newtons  Buchstaben 

xy^  -f-  e«/  =  ax^  -f  hx^  -\-cx-\-d 
Kurflckführt.  Dies  ist  Newtons  allgemeinste  Form.  Wenn 
jedoch  in  der  Gleichung,  wie  wir  sie  geschrieben  haben,  a 
imd  h  verschwinden,  so  ist  der  Ort  nicht  eine  Hyperbel,  son- 
dern eine  gerade  Linie  und  je  nachdem  diese  1)  die  Linie  «=0 
oder  2)  eine  willkürliche  Gerade  ist,  welche  man  für  j/  =  0 
wählen  kann,  oder  3)  die  unendlich  ferne  Gerade,  wird  die 
GleichuE^  der  Kurve  auf  die  respektiven  Formen 
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xy  ^  a^x^  -\-  bx^  -\-  ox  +  d,  y^  =  ax^+  bx^ -\-  cx  +  d, 
y  =  ax^  +  bx^-\-cx-\-d 
gebracht.  Der  einzige  scheinbar  abweichende  Fall  ist  der,  wo 
die  tileichung  in  der  von  uns  gewählten  Form  a^O  hat  und 
der  Ort  der  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eine  Parabel  ist; 
aber  in  diesem  Fall  giebt  es  eine  andere  reelle  Asymptote,  für 
welche  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  nii  ihr  parallelen  Sehnen 
eine  Hyperbel  ist,  und  die  Reduktion  vollzieht '  sich  wie  im 
ersten  Falle,  nur  dass  der  Koefficient  von  x^  in  der  transfor- 
mierten Gleichung  verschwindet.  Newtons  Resultate  sind  aus 
der  Diskussion  dieser  vier  Formen  erhalten.  Wenn  y^fix") 
die  Gleichung  irgend  einer  Kurve  ist,  so  nannte  Newton  die 
Kurve  xy^q)(x)  einen  Hyperbolismus  dieser  Kurve;  so  nannte 
er  also  Kurven  dritter  Ordnung,  die  einen  Doppelpunkt  im 
Unendlichen  haben,  und  deren  Gleichung  daher  in  die  Form 

xy^  -^ey^cx  +  d 
gesetzt   werden   kann,   Hyperbolismen   der  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel,   weil   die  eben   geschriebene  Gleichung  auf  die 
eines  Kegelschnitts  zurückkommt,  wenn  man  darin  xy  durch 
y  ersetzt. 

212.  Wir  haben  früher  der  in  seinem  „System  der  ana- 
lytischen Geometrie"  enthaltenen  Diskussion  der  Kurven  drit- 
ter Ordnung  von  Plücker  Erwähnung  gethan.  In  derselben 
ist  die  Natur  der  unendlich  fernen  Punkte  der  primäre  Grund 
der  Klassifikation.  Indem  er  mit  dem  Falle  von  drei  reellen 
Asymptoten  beginnt,  wo  die  Gleichung  der  Kurve  von  der 
Form 

ist,  werden  zuerst  die  Fälle  nnterschieden ,  wo  die  Asympto- 
ten sich  in  einem  Punkte  schneiden  und  wo  sie  ein  Dreieck 
bilden;  dami  werden  alle  möglichen  Lagen  der  begleitenden 
Linie  v^^O  untersucht,  ob  sie  das  Dreieck  durchsetzt,  oder 
durch  eine  Ecke  geht  oder  ausserhalb  desselben  bleibt,  ob 
zwei  kritische  Centra  (Art.  193)  zusammenfallen  u.  s.  w.  Er 
bezeichnet  alle  die  Kurven,  die  durch  die  obige  Gleichung  für 
irgend  eine  gegebene   Lage   der  Geraden  x,  =  0,  v~0,   dar- 
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gestellt  werden  köüDen,  als  eine  Gruppe  und  indem  dem  k  alle 
mÖgliehen  Werte  erteilt  werden,  treteu  die  in  derselben  Gruppe 
entKaltenen  Spezies  hervor.  Man  wird  das  an  der  Figur  der 
ersten  Plückersclien  Gruppe  besser  übersehen,  die  wir  hier 
reproduzieren  und  die  dem  Falle  entspricht,  wo  die  beglei- 
tende Linie  alle  drei  Seiten  des  asymptotischen  Dreiecks  in 
der  Verlängerung  sehneidet,  und  wo  drei  reelle  kritische  Cen- 
tren, das  eine  im  Innern  und  zwei  ausserhalb  des  Dreiecks 
vorhanden  sind.    Fig.  49,  i  repräsentiert  eine  zweiteilige  Kurve 


von  der  oben  mit  I,  2  bezeichneten  Spezies.  Durch  einen 
Wechsel  im  Werte  von  k  zieht  sich  das  Oval  in  einen  Punkt 
zusammen,  und  wir  erhalten  2,  die  Kurve  mit  isoliertem  Punkt 
III,  1.  Mit  weiterer  Änderung  von  k  wird  die  Kurve  3  ein- 
teilig, nämlich  II,  1  und  die  Äste  entfernen  sich  weiter  von 
ihren  Asymptoten,  In  4  durchsetzen  die  Äste  die  andern 
Asymptoten  und  die  Kurve  erhält  einen  Knotenpunkt,  IV,  2. 

Kui-ve  5  ist  zweiteilig  I,  1.  Kurve  6  ist  in  unserer  Auf- 
zählung die  Spezies  5,  Kurve  7  ist  4.  Kurve  8  ist  3,  nur  mit 
anderer  Lage  der  Äste  in  Bezug  auf  das  asymptotische  Dreieck. 

Pliickers  Gruppen einteilung  ist  durch  Cayley  wieder 
untersucht  worden*^)  und  derselbe  hat  auch  eine  Vergleichung 
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zwichen  den  Spezies  von  Newton  und  von  Pliicker  gegeben, 
welcher  letzte  219  zählt.  Eine  genaue  Aufzählung  dieser 
Klassifikation  kann  hier  nicht  gegeben  werden.  Ea  muas  die 
Erwähnung  hinreichen,  dass  im  Falle  der  parabolischen  Kurven 
die  oakulierende  asymptotische  Parabel  eine  wichtige  Rolle 
spielt,  eine  Parabel,  welche  durch  fünf  auf  einander  folgende 
Punkte  der  Kurve  in  ihrem  Berührungspunkt  mit  der  unend- 
lich entfernten  Geraden  geht.  Die  Gleichung  der  Kurve  kann 
in  der  Form 

gebracht  werden,  wo  offenbar  die  Parabel 

^+2*3:^1  + V— ö 

die  Kurve  in  dem  fünffach  zählenden  Punkte  a;3  =  0,  x^^O 
schneidet.  Die  Gruppen  werden  dann  durch  die  Lage  der 
oskuiierenden  Parabel  in  Bezug  auf  die  lineare  Asymptote 
37^  =  0  und  die  begleitende  Linie 

öiC^  +  &3!3  =  0 
gebildet. 

IV.  Abschnitt. 
Kurven  dritter  Ordnung  vom  Gesohleoht  Null. 
213.  Wir  haben  in  „Anal.  Geom.  d,  Kegelschn."  Art.  237  flg. 
gesehen,  wie  sehr  die  Rechnung  dadurch  erleichtert  wird,  dass 
die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Kurve  als  Funktionen  eines 
Parameters  ausgedrückt  werden  können  und  es  ist  in  Art.  44 
bewiesen  worden,  dass  dies  im  Falle  einer  Kurve  vom  Ge- 
schlecht oder  Defekt  Null  oder  einer  Ünituraal-Kurve  stets 
möglich  ist.  Von  der  Anwendung  dieses  Princips  auf  Kurven 
dritter  Ordnung  geben  wir  hier  Beispiele.  Die  Gleichung  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  kann  stets 
auf  die  Form 

reduziert  werden,  wo  x,  =  0^  x^^O  der  Büekkehrpunkt,  3;^  =  0 
die  Rückkehr  tan  gente  und  3^3=- 0  die  stationäre  Tangente  ist. 
Ein  beliebiger  Punkt  der  Kurve  kann  daher  als  der  Duteh- 
schuittspunkfc  der  Strahlen 


y  Google 


Parameterdai-stellung  der  KucTe  mit  Riiekkehi-pirDlit.  2t3.       2/53 

oder  mit  andern  Worten,  die  Koordinaten  einea  Punktes  der 
Kurve  können  durch  1,  6,  d"  repräsentiert  werden,  wenn  0 
ein  veränderlicher  Parameter  ist.  Die  gerade  Verbindungslinie 
zweier  Punkte  d,  6'  der  Kurve  hat  dann  die  Gleichung 

und  für  i3as  Zusammenfallen  von  6  und  B'  ergiebt  sich  die 
Gleichung  der  Tangente 

2d'''x^-SB'x^  +  x^^0. 
Wenn  wir  die  Durehschnittspunkte  einer  geraden  Linie 

«I  r^  +  tfg  alg  +  Og  3^3  =-  0 

mit  der  Kurve  suchen,  so  erhalten  wir  durch  die  Substitution 
1,  0,  0^  für  x^,  Xj,  Xg  die  Gleichung 

und  da  in  dieser  kubischen  Gleichung  das  zweite  Glied  fehlt, 
so  lernen  wir,  dass  die  Parameter  von  drei  Punkten  der  Kurve 
in  einer  Geraden  durch  die  Relation 

verbunden  sind.  Insbesondere  ist  der  Tangentialpunkt  von  9 
durch  —20  und  der  Berührungspunkt  der  von  0  ausgehenden 
Tangente  durch  —  -^  9  gegeben. 

Wenn  wir  ebenso  die  Substitution  1,  6,  6^  filr  x^,  x^,  x^ 
in  die  Gleichung,  einer  Kurve  p^"'  Ordnung  machen,  so  wird 
das  Glied  6^p— ^  in  der  Gleichung  fehlen  und  die  Relation, 
welche  die  Parameter  der  3j)  Durchschnittspunkte  dieser  Kurve 
mit  der  Kurve  dritter  Ordnung  verbindet,  besteht  in  dem  Ver- 
schwinden ihrer  Summe.  Daher  ist  der  Parameter  des  Rest- 
punktes zu  einem  Punktesystem  die  negative  Summe  und  der 


*  Diese  Gleichungen  als  auf  Tangential-  oder  Linienlioordiaatea 
bezogen  geben  den  Satz:  Wenn  J  der  Inflexionapunkt,  C  der  Eückkehr- 
punkt  und  T  der  Dureheolinitt  ihrer  Tangenten  ist,  so  schneidet  eine 
beliebige  Tangente  AB  die  Seiten  des  Dreiecks  JCT  so,  dass 

JÄ^:'ÄT^=k(TB:BC) 
ist.     Für  die  unendlich  ferne  Gerade  als  eine  Tangente  ist  Ä  =  l  (vergl. 
„Anal.  Geom.  d.  Kegelschn."  Art.  295). 
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dee  beigeordneten  Restes  die  Summe  der  Parameter  der  ver- 
schiedenen Punkte  desselben;  und  die  die  Theorie  der  Reste 
betreffenden  Sätze  der  Art.  159  tig.  erhellen  so  als  unmittelbar 
evident  filr  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Rückkehr p unkt.  Wenn 
man  die  Parameter  der  Punkte  A,  B,  ...  durch  a,  b,  ...  be- 
zeichnet, so  ist  z.  B.  die  Bedingung  dafür,  <3ass  sechs  Punkte 
dei-  Kurve  in  einem  Kegelschnitt  liegen, 

a  +  l  +  c  +  d  +  e  +  f^O, 
welches  sogleich  den  Satz  des  Art.  155  giebt,  dass  für  vier 
feste  Punkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  Ä,  B^  C,  D  die 
Verbindungslinie  der  Punkte  E,  F,  in  welchen  ein  durch  jene 
Punkte  gehender  Kegelschnitt  die  Kurve  ferner  schneidet,  durch 
den  festen  Punkt  ,  ,   ,       ,    , 

geht,  und  dass  dieser  Punkt  konstruiert  werden  kann,  indem 
man  die  Punkte  durch  eine  Gerade  verbindet,  in  welchen  die 
geraden  Linien  ^^      ^^ 

die  KuiTe  femer  sehneiden,  weil 

ist.  So  werden  ferner  verschiedene  Konstruktionen  für  den 
neunten  Durehschnittspunkt  der  Kui-ve  mit  einer  durch  acht 
ihrer  Punkte  gebenden  Kurve  dritter  Ordnung  ans  der  Betrach- 
tung der  Gleichung 

(ß  +  ?.  +  c  +  (?)  +  (e+/'+i7  +  /«)  +  ^  =  0 
erhalten. 

214.  Die  Parameter  der  Punikte,  deren  Tangenten  durch 
einen  gegebenen  Punkt  x,.  geben,  werden  durch  Substitution 
seiner  Koordinaten  in 

20X-30^3:a  +  a;s  =  O 
gefanden;  und  da  in  der  erhaltenen  kubischen  Gleichung  der 
Koefficient  von  8  verschwindet,  so  ist  die  Suuame  der  reci- 
proken  Werte  ihrer  Wurzeln  Null,  d.  h.  die  Parameter  ö,  ö',  6" 
von  drei  Punkten  der  Kurve,  deren  Tangenten  ein  Büschel  bil- 
den, genügen  der  Relation 

9-i  +  9'-i  +  0"-i_O. 
Und  da  in  derselben  Art  die  Bedingung,  unter  welcher 
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eine  Kurve  ^^'  Klasse  berührt,  eine  Relation  p*™  Grades  unter 
den  Koefficienten  2d^,  36^,  1  ist,  und  auch  das  Glied  6  nicht 
enthalten  kann,  so  ergiebt  sich  allgemein,  daas  die  3ß  Punkte, 
deren  Tangenten  eine  feste  Kurve  p''^'  Klasse  berühren,  durch 
die  Relation  I  (Ö~^)  =  0  verbunden  sind.  Wir  geben  einige 
Anwendungen  dieser  Methode. 

Bpi^jniel  1  Man  toll  den  Ort  der  Durchsohnittspunkte  derjenigen 
Tangputenpaaie  einei  Kinve  drittel  Ui  Inung  mit  Euckkehrpunkt  finden, 
deien  Beruliiimga sehnen  durch  einen  I  sten  Punkt  y  der  Kurve  gehen. 
Man  hat  zwischen  den  drei  GleichunKen 

2a»j,  — Sa'jj  +  Ta^O,     2ß'x,  —  3ß"Vs+Xs  =  0,     a  +  ß  +  y  =  0 
mit  bekanntem  y  die  Grossen  a    ß  zn  eliminieren  und  findet 

die  Gleichung  e    es  Kegelachmtta 

Beispiel  Wenn  ein  Polygon     on   geral  r   "sp  tenzahl    n   eine 

Kurve  dritter  Ord  g  m  t  Euckkel  rp  mkt  emgescl  neben  st  u  1  -ille 
seine  Seiten  b  s  auf  eine  d  h  feste  Punkte  der  Kurve  gehe  t  geht 
auch  die  letzte  beite  i  ch  eu  en  feste  Punkt  1er  Kurve  Beze  hne 
wir  die  Paramete    der  Leken  durch         a  unl  die  I  r  festen  Punkte 

durch  6i,  ij  nd  wählen  w     der  E  nta  hhe  t  wegen  den  Fall  emes 

Vierecks,  we  1  der  aUgememe  Bewe  s  daraus  e  hellt  ao  tiVen  v  r  d  e 
Gleiokungen 

aj  +  fc,  +  a=0  +fe+aa=>      a  +1  +a  =  +1   +     =0 

Durcb  Addition  und  Subtraktion  erhalten  wir 

h  +b  =b  +h 
1   I     d      ^     b    d     g  b  d      Punkt     B      B,   und  ß, ,   B^   stbneiden 

1         1      K  1  dl      d     P  nkte  bekannt  sind,  ho  ist  es 

hl  tD  ttf         llKen   drittel   Ordnung  wahi, 


A          gb        B                h      f 

t          1      Sprache  der  Ibeone  der 

lab  rt  ag  n  1     t    d     P  nktepa= 

B     B^;  Bi,  E,  Bind  beigeord 

t      f ur  w  1  li     d      Sy  t  m  6 

Ekn^,,  A„  Ä„  Ä,  einge- 

h  ftl    h      B    t      t 

E         fe    bt       b     1             I   Bi  U 

1  11  dieses  Satzes,  dass  für  ein 

g  rad           t         11    d 

9    ten  durch  feste  Punkte  der 

g  b  n         h  dl   1           t        j 

d     B  ke  durch  einen  festen  Punkt 

g  ht      md   d            m  t  d 

P    bl  m,  ein  solches  Polygon  ku 

Ul               1              S    t        d       h  f 

t    Punkte  einer  Kurve  dritter  ürd- 

in         g  m        P    kt      b 

L    ungen  gestattet. 

B      p     1         M         n  d     tj 

t      gl       d     b    d      i    i 

P     kt    in  der  Kurve  liegen  {vergl. 

5    Art       j      D         1      b          1 

g          Normale  ist  nach  Art.  107 
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&  b  tt  t 
f  mt  Ä  t 


1  li      d     b    d 


nd  ß      i 
d     t  11t 


1 


15   B         b  gt       ug    !  m    k  t    1         !       F  il 

roE  Kurven  drittel  Ordnung  und  dr.ttei  Klasse  zu  erwähnen. 
Wir  haben  früher  die  semi-kiibische  Parabel  erwähnt, 
welche  die  Evolute  der  Parabel  zweiten  Grades  ist.  Ihre 
Gleichung 

zeigt,  dass  der  Rückfe ehr p unkt  im  Anfangspunkt  der  Koordi- 
naten und  der  Infi exionsp unkt  im  Unendlichen  iiegt.  Tn  der 
kubischen  Parabel  anderseits 

liegt  der  Inüexionspunkt  im  Anfangspunkt  und  der  Rückkehr- 
punkt im  Unendlichen.  In  der  kubischen  Parabel  ist  der 
Anfangspunkt  ein  Oentrum  und  alle  Durchmesser  der  Kurve 
fallen  mit  der  Axe  der  y  zusammen;  denn  wenn  wir  eine  Ge- 
rade y  =  mx  +  n  ziehen,  so  ist  die  Summe  der  Werte  der  x 
gleich  Null. 

Zu  den  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  ge- 
hört auch  die  Cissoide  des  Diocles,  welche  dieser  Geometer 
zur  Bestimmung  der  zwei  mittlem  Proportionalen  erdacht 
FiB  50  ^^^-     ^^^  kann  als  der  Ort  eines  Punktes  M' 

definiert   werden,   wo    der   Radius   vektor    des 
^^  Kreises  AM  durch    eine    Ordinate   P'M'   ge- 
schnitten wird,  für  die  AF' =  BP  ist.     Wir 
müssen  haben 


und  daher 
oder 


AM'  =  RM 
Q-^ÄB-AM 
—  2r  cos  ra  =  2r  tan  to  sin  k 


oder  in  rechtwinkligen  Koordinaten 
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oder 

Iraker  ist  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ein  ßückbehr- 
punkt  und  a:  =  2r  eine  Asymptote,  welche  die  JCurve  in  einem 
unendlich  fernen  Infi exionsfi unkt  trifft.  Newton  hat  für  die 
Erzeugung  der  Kurve  durch  eiue  stetige  Bewegung  folgende 
elegante  Konstruktion  gegeben.  Für  einen  rechten  Winkel  FGH 
habe  der  Schenkel  FG  eine  feste  Länge  und  der  Punkt  F  be- 
wege sich  längs  einer  festen  Geraden  CJ,  während  der  Schen- 
kel GH  durch  einen  festen  Punkt  E  geht.  Ein  im  Mittelpunkt 
von  FG  angebrachter  Stift  beschreibt  die  j,.    ,^ 

Cissoide.    Der  Beweis  bleibt  dem  Leser 
überlassen.*^)    Die  Cissoide  ist  auch  der  / 

Ort,  den  man  erhält,   wenn  man  in  je-  ^Z 

dem  vom  Scheitel  ausgehenden  Radius     ^  // 

vektor  der  Parabel  den  reciproken  Wert    j_x#    A^  c 
seiner  Länge  abträgt;  .sie  ist  also  auch  \y 

der  Ort  des   Fusspunktes  der  Normalen 

vom  Scheitel  der  Parabel  auf  die  Tangenten  derselben;  oder 
mit  andern  Worten:  Wenn  eine  Parabel  auf  einer  ihr  gleichen 
Parabel  rollt,  so  ist  der  Ort  ihres  Scheitels  die  Cissoide. 

216.  Wir  können  in  wesentlieh  analoger  Art  auch  die 
Koordinaten  eines  Punktes  in  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
mit  Knoten-  oder  isoliertem  Punkt  mittelst  eines  einzigen 
Parameters  ausdrücken.  Für  den  Doppelpunkt  als  Anfangs- 
punkt ist  die  Gleichung  von  der  Form 

«a;^ -I- 363:^1/ +  3  Ca;/ +  (?(/'+ S/'a;^  +  e^xy  +  3  Äi/^  =  0 
und  wir  erhalten  also  für  ^/  =  0a;   rationale  Ausdrücke  für  x 
und  !/  in  Funktion  von  6. 

Die  Diskusaion  gestaltet  sich  aber  einfacher,  wenn  wir 
die  Gleichung,  wie  stets  möglich  ist,  in  die  Form  transfor- 
miert denken 

Dann  ist  Xc^  —  ^  die  Tangente  in  dem  einen  reellen  Inflesions- 
punkt,  den  die  Kurve  haben  muss,  a^i^O  ist  die  Verbindungs- 
linie des  Inflexionspunktes  mit  dem  Doppelpunkte  und 
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sind  die  Tangenten  der  Kurve  im  Doppelpunkt,  so  daas  das 
obere  Zeichen  dem  Falle  der  Kurve  mit  isoliertem  Punkt,  das 
untere  dem  Falle  der  Kurve  mit  Knotenpunkt  entspricht.  Die 
Koordinaten  eines  behebigen  Punktes  der  Kurve  sind  propor- 

tto"»i™  (1+j,)^  6(1  ±e>),  L 

Die  Substitution  dieser  Grössen  in  die  Gleichung  einer  will- 
törhchen  Geraden 

ll^,  + ^3^  +  53^3  =  0 

giebt  zur  Bestimmung  der  Parameter  ihrer  Schnittpunkte  mit 
der  Kurve 

a+a+i,9±i,«'±i,6»-o, 

und  diese  Parameter  d',  d",  6'"  sind  somit  durch  die  Relation 
verbunden 

Q'B"+e"e"'-\-e"'e'=±i. 

Wenn  die  Gerade  in  einem  Inflexionspunkt  berührt,  so  ist 
0'==ö"  =  0"'  und  daher  6^  =  +  i,  d.  h.  eine  Kurve  drit- 
ter Ordnung  mit  isoliertem  Punkt  hat  drei  reelle 
Inflesionspunkte  und  eine  solche  mit  Doppelpunkt 
einen  reellen  und  zwei  nicht  reelle. 

Die   Gleichung   der  Verbindungslinie   von   zwei   Punkten 
0,  0'  ist 

und  daher  die  Gleichung  einer  Tangente 

(30Hl)^i-20iC,  =  ±(l±6y% 

Wir  erkennen  daraus,  dass  für  vier  Punkte,  deren  Tangenten 

ein  Büschel  bilden,  die  Summe  der  entsprechenden  Parameter 

verschwindet   und    dass   für   zwei   derselben   als   gegeben   die 

quadratische  Bestimmungsgleichung  der  Parameter  der  beiden 

andern  sofort  gebildet  werden  kann.     Die  Anwendung  dieser 

Methode  auf  Beispiele  bietet  keine  Schwierigkeit.    Wir  haben 

in  Art.  123,  i  die  Kurve  dritter  Ordnung  mit  Knoteupunkt  von 

der  Polargleichung  ,  , 

pä  cos  J-cj  =  m's 

bemerkt,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen  Koordinaten 

27  {x^  +  ^z'')  m  =  (4m  —  xf 
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ist,  eine  Kurve  mit  drei  Inflexionsp unkten  im  Unendlichen, 
einem  reellen  und  den  beiden  andern  in  den  nicht  reellen 
Kreispunkten  der  Ebene;  der  Knotenpunkt  liegt  in  der  Äxe 
der  X  bei  a:  =  — 8m. 

Wenn  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  Doppel- 
punkt drei  reelle  Inflesionspunkte  hat,  so  ist  der 
isolierte  Punkt  der  Pol  ihrer  Verbindungslinie  in 
Bezug  auf  das  Dreieck  ihrer  Tangenten,     Sei 

ixy-^x^-\-  x^^  ^  mx^x^x^ 
die  Gleichung  der  Kurve,  so  müssen  die  Koordinaten  des  Dop- 
pelpunktes, falls  ein  solcher  existiert,  den  durch  Differentia- 
tion daraus  entstehenden  tileiohungen 

3  {Xi  +  x.^  +  x^^  =  mx^x.^^  m  x^x^  —  inx-yX^ 
genügen;  wir  erhalten  aus  ihnen 

X^  =  X^='X^, 

welches  nach  Art,  166  den  angezeigten  Satz  ausspricht  und 
wir  haben  somit  für  die  Kurve  mit  Doppelpunkt  m  =  27.  Die 
Gleichung  der  Kurve  kann  daher  auch  in  der  Form 

x^^  +  x^^  +  x^^=0 
geschrieben  werden.    Dann  werden  die  Koordinaten  eines  Punk- 
tes proportional  zu 

e«,     (,l-9)^     -1 
und  die  Gfieichung  der  entsprechenden  Tangente  ist**) 
(1  -  ö)%,  +  %^x.,  +  0ä  (1  -  6)^  a^a  =  0. 
217,  Wenu  wir  von  den  allgemeinsten  Ausdrücken  für  die 
Koordinaten   eines   Punktes   der   rationalen    oder   unikursalen 
Kurve   dritter  Ordnung   in  Funktion   eines  Parameters  Aj :  A^ 
ausgehen,  also  von 

a^g^OgV+S^aV'lä  +  ScgAiV  +  '^V, 
so  können  wir  wie  in  Art,  44  die  Gleichung  der  Kurve  sofort 
in   Form  einer   Determinante   niederschreiben.     Wir  erhalten 
aber  insbesondere  drei  lineare  Funktionen  der  Xi,  deren  Aus- 
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drücke  in  Aj,  k^  vollkommene  Kuben  sind;  denn  die  Einsetzung 
der  Werte  der  Xi  in 

liefert  durch  Vergleichung  der  Koefficienten  von  l^,  /^i^^ä,  ^^^^ 
und  Ag^  und  lineare  Elimination  von  l^,  ^ai  %.  nwisclien  den 
entstandenen  Gleichungen  die  Bedingung 

=  0, 


eine  kubische  Gleichung,  die  Kanonizante 

zur  Bestinamung  des  Verhältnisses  ctita^,  wenn  die  Determi- 
nanten des  Systems 

11  «1,    \,    *^i,    di  I 

ll  dg,    bg,    Cj,    d^  W 
durch  Ä,  3£,  3C,  D  bezeichnet  werden.    Ihren  drei  Wurzeln 
a\:a'2,  a'\:a"^,  a"\;a"'^  entsprechen  drei  Werte  von  ||iK,-{---- 
und  wenn  man  in  den  bezüglichen  Gleichungen 

^^x^  +  ^^x^  +  ^^x^^iR\l^-\-a'^i^f,  u.  s.  w. 
die   Kubikwurzeln  beider  Seiten  bildet  und  l^   und  X^  linear 
eliminiert,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Kurve  in  der  Forui 
einer  linearen  Relation  zwischen  den  Kubikwurzeln  der  gefun- 
denen drei  linearen  Punktionen.     Setzen  wir 

so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Kurve  in  der  Form  vom 
Schlüsse  des  Art.  216 

eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  in  A'j  =  X^  =  'X~ 
mit  X^  =  0,  Xg=-0,  ^3  =  0  als  den  Inflexionstangeuten  und 
X^  +  Xg  +  Xg  =  0  als  der  Verbindungslinie  der  Infiexions- 
punfete. 
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Dieselbe  kubische  Gleichung  erhalten  wir  noeli  in  andern 
Arten,  deren  Betrachtung  nützlich  seiu  mag.  Die  Bedingung 
der  Lage  von  drei  Punkten  a^,-,  a:",,  a/",-  in  gerader  Linie,  das 
Verschwinden  der  Determinante  ihrer  Koordinaten,  liefert  durch 
Einsetzung  von  3.\  =  «^ .1.'/+  '^ h ^'i^-^'ä  +  ^ '^i ^'i^'^^-h  <^i -I-Vi  ^-  **■  ""■ 
die  Bedingung  fttr  die  kollineare  Lage  von  drei  Punkten  A',  l"  A'" 
der  Kurve,  Die  bezügliche  Determinante  ist  in  Partialdetermi- 
nanten  zerlegbar,  welche  sämtlich  durch 

teilbar  sind,  und  die  Bedingur^  kann  daher  in  der  Form  ge- 
schrieben werden 

wenn  Ä,  B,  C,  D  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  der  vori- 
gen Entwickelung.  Oder,  wenn  die  ^,:X^  der  drei  Punkte  als 
Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

bestimmt  sind,  so  ist  die  Bedingung  ihrer  kollinearen  Lage 
die  Relation 

(AD'  -  A'B)  -  3  (BC-  B'G)  =  0. 

Für  l\=- X'\=- 1"\  und  X\-^l"^  =  }."\  erhalten  wir  einen  In- 
flexionspimkt  und  kommen  auf  die  Gleichung 

^V+SBV^i+3CA2V+DV=*'' 
zurück. 

Oder  wir  betrachten  die  Determinantenfür m  der  Gleichung 
der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  als  Punkte  der  rationalen 
Kurve,  substituieren  also  für  die  xi  die  Ausdrücke  in  Funktion 
des  Parameters;  dann  ist  insbesondere  die  Gleichung  der  Tan- 
gente in  einem  Punkte  l  der  Kurve 

I  ■x^^\    x^'-^\    x.p'>  j 
wenn  wir  durch  die  obem  Indices  1  und  2  die  Differentiation  des 
Parameter  au  sdmeks  nach  ^j,  respektive  A^  bezeichnen;  und  drei 
aufeinanderfolgende  Punkte  liegen  in  einer  geraden  Linie  für 
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|iC^<">,     3^1",    ^("'1 

wo  die  obem  Doppelmdices  die  zweifache  Differentiation  nach 
den  durch  sie  bezeichneten  X  anzeigen.  Für  den  betrachteten 
Fall  der  rationalen  Kurve  dritter  Ordnung  werden  daher  die 
Inflexionen  bestimmt  durch 

I  a^li-\-\k^,    ft^Aj  +  CiAä,    GiK  +  d^h  \ 
a^X^-^b^k^,    fegAi  +  CäAg,    c^l^  +  d^l^    =0, 

I  %A^  +  63A2,    63^1  +  Cs^i    ^3^14- (^^3 1 
welches  leicht  als  identisch   mit  der  obigen  kubischen   Glei- 
chung erkannt  wird. 

218,  Ein  Doppelpunkt  der  Kurve  ist  als  zu  zwei  ver- 
schiedenen Werten  l\:X\^  i.'\:l"^  des  Verhältnisses  l^iX^  ge- 
hörig charakterisiert;  welchen  andern  Punkt  X"\ :  )J"^  der 
Kurve  man  also  auch  hinzufügen  mag,  immer  ist  die  Be- 
dingung der  kollinearen  Lage  durch  die  drei  Parameter  werte 
erfüllt,  d.  h.  die  mit  i,"\  und  X"\  mnltip liierten  Teile  dieser 
Bedingung  müssen  getrennt  verschwinden  oder  es  bestehen  die 
Gleichungen 

Bx\  i'\  -f  c  (i\  a^  +  X\  X\)  +  J)X\  l'\  ^  0, 

AX'^X"^+  B{X'\i'^  +  X\X'\)  +  C  X\X'\  =  Q; 
und  da  überdies  die  quadratische  Gleichung,  welche  die  Para- 
meter-Werte des  Doppelpunktes  bestimmt,  durch 

X^^'^X"^  —  Aj  Ag  (X'\  A'g  +  l\  A'y  4-  X^^X\X'\  =  0 
ausgedrückt  wird,  so  erhalt  man  ihren  Ausdruck  durch  lineare 
Elimination  von  X'^X",^,  X'\X\-\- 1\}J' ^  und  X\X'\  in  der  l''orra 
X;\    -A^A,,    A/ 

A,  B,        C      -0, 

B,  C,        D 

d.  h.  als  Hessegehe  Kovariante  unserer  kanonischen  kubischen 
Gleichung  (vergl,  Art.  195  der  „Vorlesungen"). 

Wenn  wir  in  die  Bedingung  des  letzten  Art.  l'\:X"2^X\:X'^ 
einführen,  so  erhalten  wir  die  Relationen,  welche  den  Parame- 
ter eines  Punktes  mit  dem  seines  Tangentialpunktes  verbinden, 
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und  man  erkennt,  dass  die  Faktoren  von  }J'\,  Ü'\  respektive 
die  Differentiale  der  kubischen  Gleichung  nach  X^  und  ^  sind,^'') 
Wir  haben  im  vorigea  die  Wurzeln  der  kanonischen  ku- 
bischen Form  als  ungleich  vorausgesetzt  und  wollen  nun  noch 
in  der  einfachsten  Form  den  Fall  betrachten,  wo  sie  zwei 
gleiche  Wurzeln  besitzt.  Seien  x^  und  x^  zwei  der  angehori- 
gen  linearen  Funktionen,  d.  h.  etwa  a:j  =  A/,  x^  =  X^^  und  sei 
wie  vorher 

so  ist  die  Kanonizante 

ß^  «2  (&3  Kj  —  Cg  «i)  =  0 

und  diese  hat  zwei  gleiche  Wurzeln  nur  in  der  Voraussetzung, 
dass  entweder  \  oder  Cg  gleich  Null  ist.  In  diesem  Falle 
können  wir  aber  durch  lineare  Substitution  die  dritte  Glei- 
chung auf  die  Form 

bringen  und  erhalten  die  Gleichung  der  Kurve  dritter  Ord- 
nung als 

x^^  =  x^'x^ , 
d.  h.  die  Kurve  dritter  Ordnung  mit  stationärem  Punkt. 

Olebsch  hat  gezeigt*^),  dass  im  allgemeinen  die  Glei- 
chung vom  Grade  3(m  — 2),  welche  die  Parameter  der  In- 
flexionapunkte  bestimmt,  für  jeden  Übergang  eines  Doppel- 
punktes in  eine  Spitze  ein  Paar  gleiche  Wurzeln  annimmt. 

Wenn  die  Kanonizante  drei  gleiche  Wurzeln  hat,  so  zer- 
fällt die  Kurve  in   eine  gerade  Linie  und  einen  Kegelschnitt. 

V.  Abschnitt. 
Invarianten  und  Kovariantea  der  Kurven  dritter  Ordnung. 
219,    Die  Gleichung   einer  Kurve   dritter  Ordnung   ohne 
singuläreii  Punkt  kann  immer  auf  die  kanonische  Form 

x^^-\-x^-\-x^^+Qmx-^^x^Xf|  =  0 
reduziert  werden,  in  weicher  (Art.  23)  jedes  der  x-,  drei  Kon- 
stanten impiieitc  enthält,  so  dass  in   ihr  mit  Einschluss  der 
Konstanten  m  die  zehn  Konstanten  vorhanden  sind,  die  nach 
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dem  Kennzeichen  des  Art.  24  eine  kubische  form  enthalten 
muss,  um  jede  beliebige  Kurve  dritter  Ordnung  darstellen  zu 
kömien.  Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  Gleichung  einer  be- 
liebigen Kurve  dritter  Ordnung  auf  die  bezeichnete  Form  re- 
duziert werden  kann.  Wenn  m  eine  imaginäre  dritte  Wurzel 
der  Einheit  bezeichnet,  so  kann  die  reduzierte  Gleichung  in 
der  Form  geschrieben  werden 

+  (l  +  8»»«)a;/=0, 
aus  weicher  ersichtlich  ist,  dass  die  Linie 

drei  Inflexionspunkte -verbindet  und  zugleich,  dass  das  näm- 
liche für  a-j  =  0  und  x^  =  0  ebenso  nachgewiesen  werden  kann. 
Somit  bilden  diese  drei  Geraden  eins  der  vier  Systeme  von 
drei  Linien,  weiche,  wie  wir  in  Art.  175  sahen,  durch  die  neun 
Inflexionspunkte  gezogen  werden  können,  und  wir  sehen  so 
voraus,  dass  das  Problem  der  Reduktion  der  allgemeinen  Glei- 
chung der  Kurve  dritter  Ordnung  auf  die  kanonische  Form 
vier  Lösungen  hat  (Art.  228).  Diese  Form  ist  die,  welche 
wir  in  unsern  Untersuchungen  über  Kurven  dritter  Ordnung 
immer  gebrauchen  wollen;  zuvor  müssen  wir  aber  mindestens 
für  den  Nachweis  der  Beduzierbarkeit  die  Invarianten  der  Glei- 
chung in  der  allgemeinen  Form  bilden  und  wollen  diese  letz- 
tere schreiben  wie  folgt 

-^Z\x^x^->rZc^x^^x^^-\-Zc^x^x^-\-&mx^x^Xf^  =  0, 
indem  wir  die  Koefficienten  als  a,  &  oder  c  schreiben,  je  nach- 
dem die  höchst  potenzierte  Variable  des  Gliedes  die  erste,  zweite 
oder  dritte  ist,  und  den  Index  der  andern  Variabein  beifligen, 
die  das  Glied  noch  enthält,  bei  dem  Produkt  aller  drei  Va- 
riabein aber,  welches  sich  dieser  Regel  entzieht,  einfach  m 
setzen.*') 

Beispiel.  Jede  Kurve  des  Büschels  mit  gemeinsamen  Inflesions- 
pnntten  Ä,'-|-X2°-fa:,°-f  6miC,a!jü;3  =  0  wird  dnrcli  die  Substitutionen 
wie  (laaSj,  m^x,,  x^)  tiir  (33^,  x^,  s:^  ia  sich  seibat  transformiert,  in  die- 
sem Falle  für   den  Inflexionapunkt  3^  =  0,  a^-|-wK5  =  0   als  Centrum  — 
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die  zwei  nicht  durch  ihn  geheaden  Seiten  des  InfieslonactreieokE  ver- 
tauachea  ihre  Rollen  oder  gehea  ia  einander  über.  Die  zugehörigen 
Asten  oder  harmonischen  Polaren  der  Inflesioaap unkte  tc,  —  caa^^O  bil- 
den die  Gesamtheit 

und  den  Ort  der  Puntte  der  Kurven  des  Büschels,  in  welchen  dieselben 
von  Segehehnitten  sochspimktig  berühit  werden  (Art.  171,  156). 

220.  Wir  bilden  zuerst  die  Gleichung  der  Hesseschen 

Kurve,    Die  zweiten  Differentialquotienten  der  kubischen  Form 

sind  mit  Unterdrückung  des  gemeinschaftliehen  Faktors  sechs 

l7-[,=  aa^^  +  öjXg-i-aga^g,       Caa=  w^i  +  ta^a  +  Cg^ai 

t^23  "=  *i  ^  +  ^  ^a  +  h  ^3  5       Üi3  =  «3  3^1  +  ma^g  -f  c^  3^3 , 

für  die  Diskriminante 
i?=  U^^  Z7a,  U,,  +  2  ü,,  ü,3  0,,  -  U,^  (7^8^ -  ü,3  Z7j,ä  -  U^^  U,^^ 
erhält  man  daraus  eine  kubische  Form  mit  den  Koefficienfcen 


von  folgenden  Werten 

&^ah^c^  +  2ma^a^—  am^  —  h-^a^  —  c^  a^^, 
b  =-  feßgCg  +  2™  6j6^  —  6  m^  —  Ca  6t^  —  (^63^, 
o  --  C63  «3  +  2m  Cj  Cg  —  c  m^  —  «3  Cg^  —  6g  c^, 

3bi=a6ea~2a3&JM+6agCt— afeg^-i- 61  »»^— 6103(^+2616303— V<^ 
3bs=fl^6c-~26cim+6a3C3  — cbi^+6Bm*—63ajt  (^  +  26163  Ci— «363^ 

3o2=-(i36c— 2&iCm+cag63  — tci^+t^jw^— Cäß36s+2eiCa6i  — 0^' 

Insbesondere  wird  die  Hessesche  Kurve  von 
Xi^  +  a;^^  +  a^^  +  6  m«i  3^  a;^  --  0 
durch 

—  m^  (s:^  +  «2^  +  x^)  +  (1  +  2  nf)  x^x^x^  =  ü 
dargestellt. 

Wir  können  ebenso  die  Grleichung  der  Cayleyschen 
Kurve  bilden.  Diese  Kontravariante  drückt  die  Bedingui^ 
aus,  unter  welcher  die  gerade  Linie 
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von  den  Kegelschnitten 

^-,  =  0,     Ü3  =  0,     C/8=0 
und  von  dem  ganzen  durch  sie  bestimmten  Netze  von  Kegel- 
schnitten in  Involution  geschnitten  wird.     Man  hat 

11^  =  03X1^ +  bx^^  +  c^x^^  +  2\x^Xg-}-  ^'mxiXs  + 21^x^X2 , 

U^^a^Xj^^  +  i^x^^  +  cx^^  +2(^X2Xg-\-2ciX^Xg  +  2mx^x^, 

und  die  fragliche  Bedingoi^  ist  nach  „Kegelsehn,"  Art.  337,  356 

oder  in  entwickelter  Form 

mit  folgenden  Werten  der  Koefficienten 
j4  =  bc»»  — iciC^  —  cti&g  — &3C3m  +  &i(^^+  Ci  V; 
B  =  Cßm  —  coia  (Ig  —  (ü  Cj  Cä  —  OgCi )»  +  0^  Cj^  +  Ca  03^, 
C -=  abj»  —  ahihg  ~ hci^a^  —  \a^m  +  \a^-\- a^h-^, 
3^g=  — ftcßg  — c&i3»  +  6ci^-f  2cflg&3-f  2c2»i.^— StgCim  +  c^daig 
+  6iqCa—  2a^c^^, 

3^s fecc*^  — i'c^iM4-c&i'*+2&%Cä  +  2&3»w*— 3cj&im  +  &3ajCg 

+  *iCi63-2%V7 
3£j  — —  ewig  — CMa»w  +  (K^^+2cag6j  +  2cjm^— Sffgf^m  +  Cjdgtig 

+  agCj(:^  — 2&iC^^, 
3i^g  =  — c«&i  — «(^m4-c«3^+2a?»3C,4-2öj3»^— 3q(i!g»j+oi3&^Cj 

+  Oa  Cs  OJg  ~  2  Jj  Og^, 

3  6j  =  — fflicg  — i>flgm  +  cs&3^+2&agCj  +  26jJM^— 3ag&3*w  +  &^«2C2 

+  ag&j?*g— 2Cj&j^, 
3Cg  =  — ß6q  —  ffl&3m  + &Ö3^+2ß&i  Ca +  2flgm^— 30361«* +  «2&iei 

+  agß3&3-2(^«a^, 
6il/ =  aöc  —  («&3C3  +  6e^«3  +  cögij)  —  4m^ 

■4-  4  »i  (&^  Cj  +  Cjj  «s  +  «3  ^3)  —  3  («ä  ^gCi  +  O3  61  Ca), 
«1^  +  a:^^  +  aij^  +  6  ma^i  ic^  3^5  =  0 
ist  die  Gleichung  der  Cayleysehen  Kurve  speziell 
,» «,'  +  y  + 1,=)  +  ( 1  -  4»')  iAlz- 0. 
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221.  Wenn  wir  in  der  eben  entwickelten  Kontra  Variante 
für  die  1,,  l^,  Ig  Symbole  der  Differentiation  nach  Xj^,  x^,  x^ 
respektive  einsetzen  und  mit  dem  so  gebildeten  Symbol  an 
der  gegebeneu  kubischen  Form  U  operieren,  ao  ist  nach  Art.  94 
der  „Vorlesungen"  das  Resultat  eine  Invariante.  Sie  ist  vom 
vierten  Grade  in  den  Koefficienten  und  wird  durch  S  bezeich- 
net; ihre  entwickelte  Form  ist 

+  2m^{biCi  +  c^as  +  aibg)  —  Bm{a^b^c^  +  a^\Ci) 

oder  nach  der  Schreibung  von  Aronhold 

-S=ib,c,  -m?y+  {c,a-a,')  {bc,-\^)  +  {a\-a/)  ib,(^c/) 

+(«3ffl5— »Ma)(Z!C— &3C3)+{«2»J— «3&i)(ffgCj+&lC— 2C2»») 

+  (m  (Tg  —  Oj  Ci)  (&1  Cg  +  q  &  —  2  »»6j), 
Wir  drücken  dieselbe  Sache  nur  anders  aus,  wenn  wir  sagen, 
dass  die  Gleichung  der  OayleyscEen  Kurve  in  der  Form 

geschrieben  werden  kann.  Wir  haben  in  Art.  162  der  „Vor- 
lesungen" die  symbolische  Methode  erwähnt***),  durch  welche 
Aronhold  diese  Invariante  S  zuerst  .erhalten  hat;  brauchen 
wir  für  dieselbe  das  dort  entwickelte  Symbol 

(123)  (234)  (341)  (412), 
so   ist  das   entsprechende   Symbol  ihrer  Evektante  die  linke 
Seite  der  Gleichung  der  Cayieyschen  Kurve 

(123)  (§23)  (131)  (112). 
Für  die  kanonische  Form  ist 

S  =  m  —  m^ 
und  weil  infolgedessen  S  mit  m  =  0  verschwindet,  oder  wenn 
diese  (jfleiebnng  die  Form 

hat,  so  entspricht  das  Verschwinden  von  5"  der  Reduzierbar- 
keit  der  Gleichung  auf  die  Summe  von  drei  Kuben, 
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222,  Wenn  eine  Form 

U  =  ax^''-i-bx/+  ex^"-^ 

und  eine  Kovariante   V  derselben  von  gleichem  Grade 

bekannt  sind,  so  kann  man  aua  jeder  Invariante  von  U  die 
entsprechende  Invariante  von  f7+AF  bilden  und  erhält  in  den 
Koefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  i.  in  ihrer  Ent- 
wickelung  neue  Invarianten;  man  kann  also  in  dem  voraus- 
gesetzten Falle  aus  jeder  Invariante  von  V  eine  neue  bilden, 
indem  man  an  ihr  die  Operation 

t7  t^  d 

a  —  +  ta  -  -  +  c  -=-  +  -  -  ■ 
da  do         de 

vollzieht.  Wann  wir  dies  Prinzip  auf  die  kubische  Form  imd 
ihre  Hessesche  Kovariante  anwenden,  so  können  wir  aus  der 
Invariante  S  eine  neue  Invariante  T  vom  sechsten  Grade  in 
den  Koefficienten  ableiten;  pder  was  dasselbe  sagt,  wir  können 
die  neue  Invariante  T  bilden,  indem  wir  in  die  Gleichung 
der  Cayleysehen  Kurve  an  Stelle  der  |;  Diiferential Symbole 
substituieren  und  mit  dem  entstandenen  Symbol  an  der  Hesse- 
schen Kovariante  operieren.  So  erhalten  wir  für  T  den  Wert 
d^y^c^  —  ^abe(a\c^  +  tc^cig  +  co^ij  —  20ahcm'' 

+  4  {a^he^  +  a^ch^  +  Vca^^+1>^ac^  -f  c^ah^  +  (?ha^) 

—  3  (ß*6/<^*4- ö^^ii^'o^^+c^öa^fei^) 

-|-  \^  (hc\c^a.ia^  + cac^a^W  + aba^K,Ci^a^ 

—  12»»^  (ah^c^  +  6 Cj ög  +  (-■  ög 6J 

-  8 mH  24 m* (6j c^  +  c^ a^ -f  «g 63)  -  36 m^ (% h <^i.  +  <h\ «^'a) 
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+  8  {b^^c^  +  c/«;,^  +  0^%^)  -  21  (a^^W^  +  <h%W) 
— 12(&l%%«ä+&J^ClX''8+<^X**'s*3+'^^''^^^l'i+'%^s^l'^l■^*^3%''^)■ 
Fül■   die  kanonische  Form  reduziert  sieh  diese  Invariante  auf 

ihre  symbolische  Form  ist 

(123)  (124)  (235)  (316)  (456)^ 
Wir  könneil  aus  ihr  eine  Evektante 

bilden,  deren  Koefficienten  in  entwickelter  Form  zu  geben  un- 
nötig ist.  Für  die  kanonische  Form  wird  diese  KontraYariante, 
die  wir  Q  nennen  wollen, 

(l-10m^)(g,=+y+ls'')-G^O»*'+24m*)|,|,g,  =  0. 
Jede  andere  Invariante  der  kubischen  Form  kann  als  eine  ra- 
tionale Funktion  von  S  und  T  ausgedrückt  werden.  Man  kann 
dies  in  derselben  Art  beweisen,  wie  der  entsprechende  Satz 
für  die  binäre  biquadratische  Form  bewiesen  worden  ist^^) 
(„Vorlesungen"  Art.  215);  wie  denn  überhaupt  awischen  den 
Theorien  der  binären  biquadratiachen  uud  der  fcernären  kubi- 
schen Formen  viele  Analogien  bestehen. 

223.  Die  Methode  zur  Bildung  der  Gleichung  der  Re- 
ciproken  einer  Kurve  dritter  Ordnung  ist  im  Ai-t.  91  er- 
läutert worden.  Wir  geben  hier  das  Resultat  ihrer  Anwen- 
dung auf  die  allgemeine  Gleichm^,  jedoch  nur  die  entwickelte 
Form  derjenigen  Glieder,  welche  von  einander  wesentlich  ver- 
schieden sind  und  aus  denen  die  fehlenden  durch  symmetrische 
Buchs tabenvertauechung  abgeleitet  werden  können. 

|/{6V-6&cZ*3C2  4-4fcc2'+4cV-3WI+-' 
+Qli%{-'bc\'i-2lcmc^  +  bc'bsC^-imcb^^+3cc3ls\-2bc^c^' 

+  2mbsC^^  +  is^c^C2-2b^Ci^]-\ 

+3i^%^{2bc^a^-'^bccj_+Zc^bi^—2bc(^a^-i'16m^cb^—12mcbj_c^ 

+  ibCi^c^+  400363^—  Gca^h^c^—  dcb^bgC^--  im^c^^ —  Smh^c^c^ 

—  b^^c^^~-2a^bgC^^  +  4a^c^^+  12\CiC3^}+  ■•■ 

+  Q^j;^'i^^^\bc{-Am^+öb^Cj^-2ash.-2c^a.^) 
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+2^i*la^{— aJc^— 9c^a2&i+3&cCiflg+3ac6B(^— Sacg^— 26e,^— 16cm' 
+  cm{lSb^Ci+lSc^a^  —  24agbg)  +  9  c  (a^b^e^  +  a^biC^)  +  12m^Cj^C2 

-{-Gm(a^c^'-\-  J^Cj^  +  öogftjß^Cg  —  IS&jt^^t^  —  ISojt^Cg^l  -J 

+6|^^l3^l3{a6c(!2+6&cma3— 4&caaCi  —  2ac&B^+ 00302^+ 2»»öci'' 

—  5&Cieäffl3  +  4csw^fti— lOcmng&a  +  ^c&iagftj— 6c&i^(\  +  9caäCäfci 

+Sm^c^  —  \Qm^bgC^  +  12magb^c^  —  Qma^c^^—2mhlClC2  —  iag^g^c^ 

+  lOfci&sqH  ISßa^qCa- ll^s&i  V)  +  ■  ■  ■ 

+  6|j^l3^g3^{—  4ß&c)»  +  (&cfl5ßg+efflJ^?)g  +  «öejCg) 

—  8m  ((K&g(^  + ftCjOg  +  cog&j 

+  5(abiC^^+  aci^bg^  +  &(:^ag^  +  &«ge(^+  6630^^+  Cßg&^^)  —  8m* 

+4m^  (6iCi+C3a2+«363)+18»»  (ogigCi+OgöiCs) + 4  (Ji%^t^\^+a3^&B*) 

—  19(&3C,«:^«g  +  Cga3ß3&g  +  ((a6g&j(;i))  =  0. 
Diese  KontraTariaßfce  ist  die  zweite  Evektaiite  von  T,  d.  h.  die  Glei- 
chung der  ßeciprokalkurve  kann  in  der  Form  geschrieben  werden : 

In  Art  91  ward  schon  die  Gleichung  für  die  kanonische  Form 
gegeben 

I/+  g,«+  ^/- (2  +  32mä}  {mB'+k%'+  ^1%^ 
-24m^|,|,|,(?,Hy  +  ^/)-(24m  +  48m*)  1,^1/1,^  =  0. 
224.  Die  Invarianten  der  kubischen  Form  können  auch  mit 
Hilfe  der  Differentialgleichungen  berechnet  werden,  welchen 
Invarianten  geniigen  müssen  (vergl.  „Vorlesungen"  Art.  144). 
Es  ist  dazu  zweckmässig,  die  Gleichung  nach  einer  der  Varia- 
bein zu  ordnen  und  sie  also  etwa  zu  sehreiben 

r  a:^"  +  3  (öq  x^  +  «^  x^)  'x^  +^(ba'x^^+2h^x^x^  +  \  x^  x^ 

+  (Cq  x^^  +  dc^x^x.^  -\- Z  c^x^x.^  +  C3  x^)  =-  0. 

Wenn  wir  dann  eine  invariante  bilden  wollen,  deren  Ordnung 

und  Gewicht  vorgeschrieben  sind,  so  können  wir  ihren  littera- 

len  Teil  ohne  Rechnung  achreiben;  so  muss  z.  B,  S  von  der  Form 

r  (c^l)  +  ifa^)  +  {cb^a)  +  (b*) 
sein,  wenn  wir  durch  (c^ö)  eine  Funktion  bezeichnen,  die  vom 
zweiten  Grade  in  den  Koeffieienten  c  und  vom   ersten  Grade 


y  Google 


Die  Invarianten  aus  ihren  Dißerentialg'leichimgen.  324.         251 

in  den  Koefficienten  b  ist;  wir  wissen  auch,  dass  sie  eine  In-, 
Variante  dieser  Oj'dnung  von 

&o^/+  ■■■  und  Cü«t'+  ■  ■  ■ 
oder  von  einer  binären  quadratischen  und  kubischen  Form 
sein  muss.  Die  Theorie  der  binären  Formen  erlaabt  uns  also 
die  Form  dieses  Gliedes  zu  bestimmen  und  das  Gleicbe  gilt 
fiir  die  übrigen  Glieder.  Die  Invariante  muss  aber  auch  der 
Differentialgleichung 


=  0 


genügen,  die  ihre  Koefficienten  bestimmt.    So  findet  man  also 

S^-r  (c'b)  +  (c'a^  +  (chhi)  -  (b'^Y 
mit  folgenden  Werten: 
(c^ö)  =  {Cf,c^  -  Cj^  ü-a  -  (c„C3  -  c^Ca)  &i  +  (c,C3  -  Cg^)  b^; 
(c^a^)  =  (c^c^  -  cj^)  oj^  -  (c^t^  ~  q  Ca)  a^üf,  +  (q  C3  -  Cg^)  V) 

—  Kc3  +  3a,C3)&o6^  +  a^C3Vi     (&)^=-&o^- V- 
In  analoger  Art  findet  man 

mit 

(cä  &  ß)  =  fl,,  6,,  (c^  C3H  2  V  -  3  Ci  Ca  Cg) 

+  ((7,i(|  +  20|,&i)(2e3C^^  — qcg^— CpC^Cg) 
+  (ao&a  +  2%6i)(2CoC2ä-CaCi*— Co^itg) 

+  3((u*t[,  (2CgC^*— qCg^  —  CpCgCg) 
+  Soo  V  (2CoC/  -  <^Ci^  —  Co^i  Ca) 

(c^feä)  ~  3 (6^  (c^6)  ^  V V ~  6 c„c^6i  V+  6CoCj&a  (26,^-  6(,^) 

-  18ciC,&o&^6,  +  6CjCg6o(2V-&o''a) 
+  9  Cg^  V^s  ~  6CgCj5j&u^  +  c/ft/, 
((^t^ffläj  =.  c^^b/Oi^-^c^c^ib^^a^a^  +  2Wa^^) 

-2coCg  (6(,62«i^+26i%,'-10&jVo«i+4V«o') 
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+  c^ä  (8&i^«i*4- O&a^öo^— 12&i&2ä!o  öl  +  460^8  ßi^) 

wo  das  letatere  geschrieben  werden  kann 

„it  («'S'«')  -  (e6«)'  +  4  («■«■)  OT  -  8  (c't)  (u'h) 

225.  Wenn  die  Kui-ve  einen  Doppelpunkt  enthält,  so 
kann  man  denselben  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten  wäh- 
len imd  erhält  damit 

j-  =  «o  =  «.i  =  0, 

so  dass  sich  die  Invariante  S  auf  —  (i^f  und  die  Invariante  T 
auf  8(ö^'  reduziert;  in  der  Bezeichnung  des  Art.  218  giebt 
dies  die  analoge  Reduktion  für  S  auf  —(a^\~m^^  und  für 
T  auf  8(ß3&j  — )f'(^^,  so  dass  für  beiderlei  Ausdrucksformen 
sieh  ergiebt,  dass  die  Existenz  eines  Doppelpunktes  T'^+SiS'" 
verschwinden  macht.  Diese  Funktion  ist  somit  die  Diskri- 
minante  der  kubischen  Form,  wie  sich  später  noch  in 
andern  Arten  ergeben  wird.  '  Wenn  die  Kurve  eine  Spitze 
hat,  so  verschwindet  (ö^)  und  daher  sowohl  S  als  T.  Daher 
gehen  durch  sieben  Punkte  (Art.  163)  viermal  sechs  Kurven 
dritter  Ordnung  mit  Spitze.  Für  die  kanonische  Form  wird 
die  KArimmante     r'+eiS'-(l  +  Smy. 

226.  In  den  folgenden  Artikeln  setzen  wir  die  kanonische 
Form  voraus.  Aus  Art.  219  sehen  wir,  dass  die  Gleichung 
der  Hess  eschen  Kurve  von 

^1^  +  ^3^  +  ^a'  +  6»»*i^2  ^3  =  Ö 
dieselbe  Porra   hat   und   nur  durch   den  Wert  von  m,  davon 
unterschieden  wird,  und  dass  somit  das  System  der  drei  Fun- 
damentallinien 

x^  =  ü,     .*2  =  0,     x^^O 

durch  die  Schnittpunkte  der  Kurve  dritter  Ordnung  mit  ihrer 
Hesseschen  Kurve  hindurchgeht,    wie  dies   auch   in  anderer 
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Weise  in  Art.  219  gezeigt  wurde.  Ea  ergiebt  sieli  auch,  daes 
die  Gleichung  der  Hesseschen  Kurve  für  die  Heseeache  Kurre 
abermals  von  der  nämlichen  Forai  ist,  dass  also,  wie  ebenfalls 
schon  im  Art.  174  bewiesen  worden  ist,  die  Infiexionspunkte 
einer  Kurve  dritter  Ordnui^  auch  die  Inflexionspuntte  ihrer 
Hesseschen  Kurve  sind. 

Jede  Gleichung  von  der  Form 

a  (x'/  -|-  x^^  +  ^3^)  +  ßx^x^x^^O 

kann  auf  die  Form  ,  „  ,      t,     ^ 

AU  +  (iH  =  U 

reduziert  werden.     Denn  es  ist 

—  m^  (x^'  +3^2^  +  "^s")  +  (1  +  2  m^)  x^x^x^^  H; 
also  auch 

(1  +  Sm'^)(x,'  +  x^''+x/)^{l+2m^  U-  QmH, 
(1  +  8wt=)  x^x^Xs  =  w'U+H 

Bilden  wir  aber  die  Gleichung  der  Heaseachen  Kurve  von 

,   ,  XfJ+üuH—O, 

d.  h.  von 

(>l-6fimä)(a:iH  V+%^)  +  6{^'"  +  f  (1+2'»^)  )«i ^2^3  =  0, 

so  erhalten  wir 

-(A^6ftm^)lAm  +  fi(l  +  2m^)|  =  (V  +  V+^3') 
+  [il-6(i7n^y  +  2\Xm  +  }i(l+2m'')]^]x,x^Xg'^0, 

welches  nach  dem  eben  Bewiesenen  von  der  Form 

ist  mit 

(l  +  8«i')J' (1 +2)11=)  (1- 6(1  »•'){i>ii  +  (i(l  +  2i>!»)|' 

+  .»''[(l-6|..n')'+2Um  +  /.(l  +  2>»')l'], 

+  [(l-6nm')'+2(J«i  +  p(l  +  2».=)|'l. 
Mit  ileu  Werten  der  Invariauten 

S_m(l-i»'),     r-l-20m'-8.i.« 
ergiebt  sicli,  daes  man  hat 

1'-  -  2SJ'n  -  Tlf.'  +  SSV, 

ji'  =  iä+12SAfiä  +  22y 
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und  da  hiermit  die  X',  [i.'  in  Funktion  der  Invarianten  ausge- 
drückt sind,  so  gelten  dieae  Delationen  für  alle  durch  Trans- 
formation entstehenden  Formen  der  Gleichung  der  Kurve  u.s.w., 
und  es  ist  somit  die  Hessesehe  Kurve  von 

für  U  und  H  als  die  allgemeinen  Werte  der  AH.  218,  219 
durch  die  Gleichung 

dargestellt,  wo  X'  und  ft'  die  eben  gegebenen  Werte  haben.^) 
Das  Verhältnis  X:^  bestimmt  sich  ans  dem  Verhältnis  X':(i\ 

falls  dasselbe  gegeben  ist,  durch  die  Auflösung  einer  kubischen 

Gleichung,   d.  h.  es   giebt   drei  Kurven   dritter  Ordnung,  für 

welche  eine  gegebene  Kurve  dritter  Ordnung  Hessesche  Kurve 

ist,  wie  schon  im  Art.  182  bemerkt  wurde. 

Weil  sich   als   ein  Spezialfall   des  vorigen  die  Gleichung 

der  Hesseschen  Kurve  von  der  Hesseschen  Kurve  einer  Kurve 

dritter  Ordnung 

ergiebt,  so  folgt,  dass  3'=0  die  Bedingung  ausdrückt,  untei- 
welcher  die  zweite  Hessesche  Kurve  mit  der  Originalkorve 
selbst  zusammenfällt.  Für  S—O,  d.  h,  nach  Art.  221  wemi 
die  Gleichung  auf  die  Summe  von  drei  Kuben  reduzierbar  ist, 
fällt  die  Hessesche  Kurve  der  Hesseschen  Kurve  mit  dieser 
selbst  zusammen  und  die  letztere  besteht  somit  aus  drei  ge- 
raden Linien,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden. 

227.  Die  Hessesche  Kurve  schneidet  die  Originalkurve 
immer  in  den  Inflexionspunkten,  d.  L  überall  dort,  wo  drei 
aufeinanderfolgende  Punkte  derselben  in  einer  geraden  Linie 
liegen.  Wenn  die  Kurve  keine  eigentliche  Kurve  ihrer  Ord- 
nung ist  und  eine  gerade  Linie  als  Teil  enthält,  so  ist  jeder 
Punkt  der  letztern  auch  ein  Punkt  der  Hesseschen  Kui-ve; 
wenn  insbesondere  eine  Kurve  dritter  Ordnung  aus  drei  gera- 
den Linien  besteht,  so  bilden  diese  Linien  auch  ihre  Hessesehe 
Kurve.  Man  .bestätigt  dies,  indem  man  die  Hessesche  Deter- 
minante von 
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bildet.  Infolgedessen  kann  man  das  System  von  Bedingungen, 
unter  welchem  die  allgemeine  Gleichung  dritten  Grades  drei 
Gerade  darstellt,  sofort  aufstellen,  indem  man  ausdrückt,  dass 
die  Koefficienten  in  der  Gleichung  der  Hesseschen  Kurve 
(Art.  219)  den  entsprechenden  Koefficienten  der  Originalglei- 
chung proportional  sind;  also 

a        h       o       &2  _  e.^      fo-(_bg_Ci__02_in 
a       b        c       0^  ■     «3       \       ^3       Ci        Cs       «*' 
fünf undvi erzig  Gleichungen,  die   mit  neun  Gleichnngen  äqui- 
valent scheinen  und  doch  in  Wirklichkeit  nur  drei  unabhängige 
Gleichungen  vertreten.    Denn  nach  Art.  91  der  „Kegelschnitte" 
genügen  drei  Bedingungen,  damit  eine  Gleichung  dritten  Gra- 
des mit  neun  unabhängigen  Konstanten  ein  System  von  drei 
geraden  Linien  mit  nur  sechs  unabhängigen  Konstanten  reprä- 
sentiert.  Mittelst  der  im  Art. 219  gegebenen  Werte  von  a,b, ... 
kann  man  leicht  bestätigen,  dass  diese  fünf  und  vierzig  Gleichun- 
gen sich  in  dieser  Weise  reduzieren  lassen. 
228.  Da  die  Hesse  sehe  Kurve  von 

durch 

?Jü+  ft'S  =0 
dargestellt  wird,  so  repräsentiert  die  erste  Gleichung  drei  ge- 
rade Linien,  wenn 

ist,  d,  h,  nach  Art.  226,  wenn  die  Gleichung 

;i*+24SAVH82'Afiä_48SV*-=0 
erfüllt  wird.  Damit  ist  bewiesen,  was  gleichfalls  früher  schon 
ausgesprochen  wurde,  dass  durch  die  Schnittpunkte  der  Kur- 
ven Cr=0  und  H=0  vier  Systeme  von  drei  geraden  Linien 
gezogen  werden  közmen.  Wenn  man  diese  bi quadratische  Glei- 
chung nach  dem  gewöhnlichen  Verfahren  auflöst^"-),  so  er- 
hält man 

i'' 

wo  ij,  4,  t^  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 
oder 
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sind.  Damit  lässt  sieh  die  Reduktion  auf  die  kanonische  Form 
durchführen.  Ist  die  Gleichung  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
ohne  Doppelpunkt  gegeben,  so  bilden  wir  nach  Art.  219  die 
Gleichung  ihrer  Hessesehen  Kurve  und  berechnen  nach 
Art.  221,  222  die  Werte  ihrer  Invarianten  S  und  T.  ■  Dann 
lehrt  uns  das  Vorige  eine  Gleichung 

iJ7-f- 6/1-0"=  0 
bilden,  welche  in  drei  lineare  Paktoren  zerlegbar  ist.     Durch 
Auflösung  einer  kubischen  Gleichung  bestimmen  wir  diese  Fak- 
toren  X^,  Xjj,    X3   und   erhalten   endlich  durch  Vergleichung 
der  gegebenen  Gleichung  mit 

aX,^+bX^^+cX/+emX,X,X,  =  0 
zur  Berechnung  von  a,  h,  c^m  die  hinreichende  Anzahl  von 
linearen  Gleichungen.     Das   ist  die   Reduktion  der  Gleichung 
einer  Kurve   dritter  Ordnung   ohne  singiilären  Punkt  auf  die 
kanonische  Form. 

229.  Von  den  vier  Tangenten,  welche  von  einem  Punkt 
der  Kurve  dritter  Ordnung  an  dieselbe  gezogen  werden  kön- 
nen, falten  nur  dann  zwei  zusammen,  wenn  die  Kurve  einen 
Doppelpunkt  hat,  weil  eine  Kurve  dritter  Ordnung  Doppel- 
tangenten nicht  haben  kann.  Die  Gleichung  der  vier  Tangen- 
ten ist  aber  nach  Art.  78 

,   ...  A^=^4A'U 

und  tur 

sind  "  ±  a   a 

A'=3{iK'^(aii^+2«Hai3^)+^'a(^a^+2*M3'gfl;[)+a/3(a:/+2»»a;j3;ä)|. 
A'=3  J3;,((r',^+2m3;'ga;'g)+a^(a/g^+2»wa/3ai'j)-fa3(a''g^+2ma;'jai'g}. 
Indem  wir  in  A^'=4A'f^  die  Variable  x^  gleich  Null  setzen, 
erhalten-  wir  eine  biquadratische  Gleichung,  welche  die  vier 
Schnittpunkte  der  Tangenten  in  der  Fundamentallinie  x^  =  {S 
darstellt,  und  zwar 

3  {^^  x^  +  ^s  ^aH  2  »w  x\  x^  3^)^ 
=  4  {x^  +  x^)  \  x^  (xf^'  +  2  mcd^  x/^)  +  x^  (a/^^  +  2  ma^^  a/,) ) 
oder 

(x\^  +  Smai'a  x'^)  Xj^-j-  4  (a/^"^  —  mx\  a/j)  x^^x^ 

—  6  (x^2.^^  +  2m^a^g^)  x^^x^^  +  i  {ä^^^^ms^^  x'^)  x^^x^^ 

+  C^V  +  ^  mx^^  x\)  x^*  —  0. 
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Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dase  die  DiskrimiDaiite  dieser  bi- 
quadrati sehen  Form  die  Diskriminante  der  kubischen  Gleichung 
als  einen  Faktor  enthalten  muss.    In  Erinnerung  daran,  dass 

-^^'i"  +  «'ä^  +  ■^V  +  ^mx\x\  x\  ==  0 
ist,   finden  wir  die  Invarianten  s  und  t  der  biquadratiechen 
(31eid„.„g  « ^  12 („.._ „)  J.^ „  I2^..g, 

i-  -  (1  -  20m'-  S™«)»/," a!,'T. 

Die   Diskriminante   97  (^  —  s'   der   biquadratischen   Gleichung 

und  in  der  That  ist  die  Diskriminante  der  kubischen  Gleichung 

230.  Das  ]!)oppel Verhältnis  der  vier  durch  die  biquadrati- 
sche Gleichung  des  letzten  Artikels  bestimmten  Punkte  stimmt 
mit  dem  Doppelverhältnis  des  Büschels  der  vier  Tangenten 
überein.  Bezeichnen  wir  aber  durch  a,  /3,  y,  ö  die  vier  Wur- 
zeln dieser  Gleichung,  so  ist  bis  auf  das  Vorzeichen  („Kegel- 
schnitte" Art.  338)  das  Doppelverhältnis  der  durch  sie  bestimm- 
ten Elemente  eines  der  Verhältnisse  der  Grössen 

(«-«fr-«),     («->■)»-«),     (■.-«)(/!-)'). 
Wir  können  aber  nach  der  Methode  der  symmetrischen  Funk- 
tionen die  Gleichung  bilden,   welche  diese  Grössen  bestimmt, 
imd  erhalten  dieselbe  für 

«0,  4%,  6«2,  4^3  und  «^ 
als  die  Koefficieuten  der  bi quadratischen  Gleichung  in  der  Form 

%V-  12«o5!/+  16i/(s^-  27;^)==  0. 
Da  die  gegenseitigen  Verhältnisse  der  Wurzeln  sich  nicht  än- 
dern, wenn  wir  sie  mit  einem  Faktor  multiplizieren,  so  kön- 
nen wir  setzen  „     i 
%y=  2ä:s5 

und  erkennen,  dass  die  Doppel  Verhältnisse  die  gegenseitigen 
Verhältnisse  der  Wurzeln  der  Gleichung 

27 1^-^ 


-...  +  ./(, -^)=o 


oder 


^l/(> 
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sind.  Dieselben  hängen  somit  nur  von  dem  Verhältnis  T^:S^ 
ab  und  sind  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  in  der  Kurve, 
von  welchem  aus  die  Tangenten  gezogen  sind  (Art.  168),  Für 
T  —  O  wird  die  eben  gefundene  Gleichung 

und  hat  somit  zwei  gleiche  Wurzeln,  so  dass  eines  der  Verhält- 
nisse derselben  gleich  der  Einheit  und  das  bezügliche  üoppel- 
verhältnis  gleich  —  1  oder  ein  harmonisches  Verhältnis  wird. 
Für  S  =  0  reduziert  sich  die  Gleichung  in  y  auf 
j/'i=eonst.  =  »»^ 
und  ihre  Wurzeln  sind  von  der  Form  j/i  =  »»,  y^-^^mat,  yg'^mat^ 
mit  Gl  ala  imaginäre  Kubikwurzel  der  Einheit,  so  dass  der  ge- 
meinsame Wert  der  drei  Doppel  Verhältnisse  gleich  to  ist. 

Beispiel  1  Die  dnich  die  Ecken,  die  GegenseitenBclinittpunkte 
und  Diagonalpunkte  eines  Vieiecka  gehenden  Kurven  dritter  Ordnung 
werden  für  daa  Dreieck  dei  Gegenseitensoimittpunkte  als  Fundamental- 
dreieck  und  eine  der  Ecken  al«  Binheitpunkt  der  projektivischen  Ko- 
ordinaten durch  die  (ileichung 

a,  c,  {t!/- J3')  + «,3;^  (5^3^- 3^1^) -t- %  «3  (a^  ^- «5^  =  0 
dargeutpllt     Man  hat  iiii  sie 

S=-(([,^-f-«g*-|-a/-u/«j  =  -a3=a/--o,'ffl,^, 
r=-Vi2a.'-ö/-a3=)(2«,=-«,=-«.=)(2B,=-«,'-«,^) 
und  'lOmtt  ftti  to  als  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  der  Einheit. 

und  bildet  daraus  die  Diskriminante 

Ä=|3ü.(l-»)K'-«s')(«2"-«3')(«o'-«,')r, 
so  dass  die  Km-ve  einen  Doppelpunkt  hat,  wenn  zwei,  und  eine  Spitze, 
wenn  alle  drei  Koefflcienten  gleich  gross  sind;  und  dass  sie  harmonisch 
ist,  wenn  die  halbe  Summe  der  Quadrate  von  uweien  gleich  dem  Quadrat 
des  dritten  ist. 

Beispiel  2  Kurven  dritter  Ordnung  mit  gleichen  fundamentalen 
Doppel veihaltni'isPn  smd  im  Zusammenhang  mit  dei'  auf  ein  Dreieclt 
duich  die  Infle-aonspunkte  be.iOgenen  Gleichung 

die  iclit  K-Uiveli    «Liehe  duiMi 
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Dae  BäBchel  mit  denselbi 

m  Inflexioi 

napnnkten. 

aai. 

3^»    +    9«s' 

+    0'^,' 

=  0, 

%x,'+e^«g 

"  +  9'%a;.' 

'=0, 

und  durch 

x^''x,  +  «x^'x, 

,  +  e'a^ä«, 

=  0, 

K,«a^  +  ^. 

x,^+x^x,''=0, 

«Cl%+i«='^3+^' 

^,  .-= 

dai'gesteUt  werden, 

wenn  man  in  den  eiBten  drei  Gleicl 

lung« 

ander  ö^ra,  e'  =  £o'  und  e  =  (ii^,  e'  =  oi  substituiert.  Wir  woUen  ihie 
Beziehungen   zum   GrnndIcurvenbÜBche!   kurz   angeben. 

Mit  K,  als  den  laufenden  Koordinaten  ist  die  Tangente  der  Grund- 
kurse im  Punkte  xi  ausgedrückt  durch 

und  wird  für  S^=(C,,  Xj  =  i»^ ,  Xg  —  a^Xg,  d.  k  für  eine  Substitution, 
Tv^elche  die  Seiten  des  fundamentalen  InflesiouBdreiecks  unverändert  SüBst 
und  die  der  übrigen  inflexiünsdreiecke  oyklisch  vartauaclit,  noch  befrie- 
digt, wenn 

ist.  Liegt  also  der  Punkt  Xi  auf  dieser  Kurve,  so  ündet  sieh  der  ihni 
nach  unserer  Substitution  entsprechende  ca'  nicht  nur  wieder  auf  ihr, 
sondern  auch  auf  der  zu  iTim  gehörigen  Tangente  der  Grundkurve;  die 
Tangente  der  letzten  in  Xj'  geht  also  auch  durch  den  in  der  gleichen 
Transformation  za  x/  entsprechenden  aii"  und  die  Tangente  in  diesem 
durch  den  entsprechenden  zu  x",  d.  h.  durch  Xi  selbst;  sodass  das  Drei- 
eck der  Punkte  Xi,  Xi,  x!'  der  Grundkurve  gleichzeitig  ein-  und  um- 
geschrieben ist.  Oder  das  erste  Paar  unserer  Kurven  schneidet  jede  der 
Grundkurven  in  zweimal  neun  Punkten,  welche  die  Ecken  von  zweimal 
drei  der  Kurve  ein-  und  umgeachriebenen  Dreiecken  sind,  oder  Punkte 
neunpunktiger  ßeriiirung  zwischen  derselben  und  einer  findem  Kurve 
dritter  Ordnung.  So  erhSVit  man  insgesamt  24  Dreiecke,  die  zugleich 
um-  und  eingeschrieben  sind;  der  Ort  ihrer  Ecken  für  aile  Kurven  des 
betrachteten  Büschels  wird  von  jenen  acht  Kurven  dritter  Ordnung  mit 
gleichen  fundamentalen  Doppelverhältnissen  gebildet.  (Siehe  Art,  233,  a.) 
231.  Mit  Hilfe  der  kanonisclieii  Form  können  wie  in 
Art.  226  die  Invarianten  S  und  T  von 

oder  von 

(A  -  6^m^)  (ir/+  x^-  +  a:/)  -f  6  { ra  A  +  f*  (1  +  2  m^) }  a;,  .r^  .i',  =  0 
gebildet  werden  und  wir  finden  oline  Schwierigkeit 
S(-lf/-|-6fti/)^SX*-frAV-24S^AV-4SrV~(2'H485'ä)ft* 
und 

T{kU-\-&(iH)  ^  TX'^  -  96SUV  -  &OSTl*^^ 

-20  2'äAV^  +  240Ä^2';iV*' 
^^4S(S2'>'+  965*)  Ap^'--  8  (72S«r-f  T^)  ^«. 
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Es  giebt  also  in  dem  Büschel  der  durch  die  Gruppe  der  In- 
flexionspunkte  gehenden  Kui-ven  dritter  Ordnung  vier,  deren 
Hessesche  Kurve  ans  drei  Geraden  besteht,  und  sechs  har- 
monische Kurven  dritter  Ordnung,  wenn  wir  so  die  Kurven 
von  <3er  Charakteristik  —  1  bezeichnen.  Diese  bilden  drei 
Paare  so,  daas  in  jedem  derselben  die  eine  Kurve  die  Hesse- 
sche der  andern  ist.  Wenn  wir  mit  Hilfe  der  erhaltenen  Werte 
von  S  und  T  die  Diskrijninante  M  oder  T^-^QiS"  bilden,  ao 
erhalten  wir 

der  die  ursprüngliche  Diskriminante  multiplizierende  Faktor  ist 
der  Kuhns  der  in  A,  fi  biquadratischen  Funktion  des  Art.  228, 
wie  zu  erwarten  und  vorauszusehen  war,  weil  so  lange  nicht 
die  Originalkurve  dritter  Ordnung  einen  Doppelpunkt  hat,  die 
einzigen  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkten  in  dem 
durch  die  Inflexionspunkte  gehenden  Büschel  die  vier  Systeme 
der  sie  verbindenden  Geraden  sind. 

Die  soeben  für  die  Invarianten  S  und  T  von  At/-f  6(t/i 
gegebenen  Werte  sind  Kovarianten  dieser  biquadratischen  Form 
in  X,  fi.,  nur  durch  die  Faktoren  4  und  2  respektive  von  der 
Hesseachen  Kovariante  und  von  der  Kovariante  Jdea  Art.  209 
der  „Vorlesungen"  abweichend;  und  die  Koeflicieuten  von  U 
und  i/  im  Werte  von  M(lü+  6fiS)  (Art.  226)  differieren  nur 
durch  numerische  Faktoren  von  den  Differentialen  derselben 
biquadratischen  Form  nach  l  und  nach  ^  respektive. 

Alle  kovarianten  Kurven  dritter  Ordnung    können  in  der 

dargestellt  werden ,  wie  die  folgenden  Beispiele  erläutern  mögen. 
Beispiel  J.  Wenn  fJ,,,  Kj,,  ...  die  zweiten  Differentiale  und 
1^11,  tJ'äs,  ...  die  Minoren  Csa  [^39— (/asS  ^-  ^-  ^-  '^'"ß'"  Deteraiiiiante 
beaeiehnen,  wie  in  Art.  185,  und  wenn  wir  durch  H^,,  ...,  H„ ,  ..., 
die  entsprechenden  tJrössen  für  die  Hessesohe  Kovariante  ausdrücken, 
BO  ist 

U„jffii +  1X5,5  ii;5  +  U3,.ffs3  +  2TJ,5a,3  +  2U„flj,  +  2U,5if,B  =  0 
eine  kovariante  Itubische  Form,    Wir  benutzen  die  Werte 

Uii^aii,     Dii^maV;     Uü^  fljjfliji— »n'ai,°,     XSn^m^XiXi  —  mxj^; 

Hi^  =  36M•a!:I!*-(l  +  amä)a;,■^     H,i  =  tl  +  äm=)^3;,.ri  +  6m^(l  +  2«i=)ai;^ 
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und  erbalten.  die  fragliche  Kovariante  =  —  2SU.  In  der  That  konnte 
vorausgeaehen  werden,  dass  sie  Ton  SU  nur  durch  einen  numeriaolien 
Faktor  verschieden  sei;  denn  sie  ist  eine  Kovariante  vom  ffinftcn  örade 
in  den  Koeflicienten  und  es  masa  also,  damit  sie  von  der  Form 

alJ+bB 
sei,  a  vom  vierten  und  b  vom  aweiten  Grade  in  den  Koeffieient«u  sein; 
aber  es  giebt  keine  Invariante  vom  iweit«a  Grade  und  5  ist  die  einzige 
Invariante  vom  vierten  Grade. 

Beispiel    2,    Berechne  in  derselben  Weise  die  Kovariante 
H,i  E^ii  +K,i  K,i  +  H,j  ET,,  +  2Hj3  U^^  +  3H3,  K,,  +  2H,5  U,^. 
Sie  ist 

=  -TU+U8H. 

232.  Der  Grad  jeder  Kovariante  einer  kubisclien  Form  in 
den  Variabelii  ist  ein  Vielfaches  von  drei  nnd  allgemeiner, 
wenn  der  Grad  einer  ternären  form  ein  Vielfaches  von  drei 
ist,  so  gilt  dies  auch  für  alle  ihre  Kovarianten.  Diea  ei^iebfc 
sich  unmittelbar  aus  der  in  der  XTV.  der  „Vorlesungen"  ent- 
wickelten symbolischen  Darstellungsmethode;  denn  jedes  Symbol 
(123)  vermindert  den  Grad  der  Funktion,  an  welcher  man  damit 
operiert,  um  drei  und  der  Grad  derselben  ist  bei  Anwendung 
dieser  Methode  ein  Vielfaches  vom  Grade  der  Originalfnnkfcion. 

Man  erkennt  leicht,  dass  die  Gleichung  jeder  kubischen 
Kovariante  von 

von  der  Form 

a{x,^+X^^  +  x^^)  +  ßx^x^x^=0 

sein  muss,  die,  wie  wir  sahen,  auf  die  Form 

j-educibel  ist.  Um  aber  Kovarianten  von  hohem  Graden  aus- 
drucken au  können,  ist  es  nötig,  eine  dritte  fundamentale 
Kovariante  zu  bilden.  Die,  welche  wir  wählen  wollen,  kann  in 
folgender  Art  definiert  werden:  Betrachten  wir  den  Polarkegel- 
schnitt eines  Punktes 

üjjXj^-f  ...=o 

und  den  Polarkegelschnitt 

H,^x^''  +  -.^0 
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desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  Hesseselie  Kurve,  so  giebt 
es  einen  zu  diesen  beiden  Kegelschnitten  kovarianten  Kegel- 
achnitt  von  der  Gleichung 

(„Kegelschnitte"  Art.  354);  und  die  Bedingung,  unter  welcher 
derselbe  durch  den  Pol  geht,  ist  eine  Korariante  der  kubischen 
Form.  Weil  Ug^,  Uj^,  u.  s.  w.  die  Variabein  im  zweiten  Grade 
enthalten,  so  ist  diese  Kovariante  vom  sechsten  Grade 
in  den  Veränderliehen  und  weil  U^^,  ■Ü33,...vom  zweiten 
und  Hgg ,  H33 , . . .  vom  sechsten  Grade  in  den  Koefficienten  sind, 
so  ist  sie  vom  achten  Grade  in  den  Koefficienten.  Der 
Wert  dieser  Kovariante  für  die  allgemeine  Gleichung  der 
Kurve  dritter  Ordnung  ist  noch  nicht  ermittelt  worden;  wenn 
wir  aber  die  für  U^j,  Ug^,  ...  im  letzten  Artikel  gegebenen 
Werte  benutzen,  so  erhalten  wir  als  ihren  der  kanonischen 
Form  entsprechenden  Wert  4©  mit 

0  ^i  3m^  (1  +  2m')  (a:,^  +  3^"  +  x^^'f 

-  m  (1  —  20m^  -  8»»^)  (x/+  x^"  +  x^^)  x^x^  x^ 

-  3m*  (1  -  203«»  -Sm^  x^^x^^x^" 

—  (1  +  8m^y  (x/x^^  -{-  x^^s^^  +  Xj^x/) 
oder 

~m«(2  +  m»)  P*^m(H-2m«)üfl'+3m3-H 

-  (1  +  8m*)*  («2%/  +  a;/x/  +  x,^x/). 

Es  giebt  noch  zwei  andere  Kovarianten,  die  von  den 
nämlichen  Graden  in  Variabelu  und  Koefficienten  sind,  wie  ö, 
und  welche  gleichen  Verteil  für  die  Wahl  als  fundamentale 
Kovariante  sechster  Ordnung  haben.  Die  erste  von  ihnen  re- 
präsentiert den  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarlinie  in  Bezug 
auf  die  Hessesche  Kurve  den  Polarkegel  schnitt  desselben  Punk- 
tes in  Bezug  auf  die  Originalkurve  dritter  Ordnung  berührt; 
ihre  Gleichung  ist  also  für 

B,,  M„  H, 
als  die  Differential quotienten  der  Hesseschen  Kurve 

Ui j  iTjH  ü,^ -S"/ +  tfas -^ü"  +  2  Ugg  Sä  Ä, -F  2  ü^i  ifg  fi, 
+  2  U,,  1/^^3  =  0. 
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Maa  kann  diese  Kovariante  mit  Hilfe  der  Formel  &S'  —  F  im 
Art.  356  Beisp.  1  der  „Kegelschnitte"  als  Funktion  von  0  aus- 
drücken; denü  man  hat  für  &,  S'  und  F  respektive  au  setzen 

-2SÜ,     6i^,     4© 
und  erhält  so  ihren  Wert 

=  -^4(ß  +  38UH). 
Endlich  ist  eine  dritte  Kovariante  derselben  Art  der  Ausdi-uck 
für  den  Oi-t  eines  Punktes,   dessen  Polare  in  Bezug  auf  die 
Kurve  dritter  Ordnung  seinen  Polarkegelsehnitt  in  Bezug  auf 
die  Hesaesche  Kurve  derselben  berührt;  von  der  Gleichung 

welche  nach  der  Formel  &'S—F  a.  a.  0.  berechnet  wird,  in- 
dem man  &',  S,  F  durch 

-TÜ+12SH,    ü,    4® 
ersetzt,  so  dass  sie  also  wird 

-(TÜ^-12SUH  +  4.&). 
•)33.  Jede  Kovariante  von 

ist  offenbar  eine  symmetrische  Funktion  von  ^i,  x^,  a;^  und  kann 
daher  in  Punktion  von 

i«l^  +  ^3^  +  «3^1  T.,  «a  ^3  j  ^3^*8^  +  x^'^^i^  +  3>^X^^ 
also  auch  in  Funktion  von  U,  ff,  ®  in  Verbindung  mit 
den  Invarianten  ausgedrückt  werden.  Allein  nicht  jede  Ko- 
variante ist  eine  ratioaale  Punktion  von  U,  H,  0;  in  der  That 
können  wir  wie  in  Art.  311  der  „Vorlesungen"  eine  Kovariante 
bilden,  von  der  das  Quadrat,  jedoch  nicht  sie  selbst,  eine 
rationale  Punktion  dieser  Grössen  ist.^^)  Sind  die  Koef- 
ficienten  der  kubischen  Gleichung 

durch  p,  5,  r  respektive  bezeichnet,  so  ist  nach  der  Theorie 
der  kubischen  Gleichungen  für 

J^.  (1  +  8  mf  (a;/  -  ^/)  {x^^  -  x,^)  (^/  _  x/) 
J^~p^q^-i-  18pqr—  27  r^  ~  iq' —  4rp'\ 
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Mittelst  der  Ausdrücke  von  p,  q,  r  in  Funktion  von  U,  H,  & 
finden  wir  dureli  Substitution 

js=4©3+rtra0i* 

-16S*r7*fl'-US^rü*-ff^-4r^D"»7if3+54S2'(7«jy 

Man  kann  diese  Identität  in  der  Form  schreiben 

aus  welcher  man  erkennt,  dass  das  System 

von  M=0  berührt  wird,  so  dass  die  Kurve  H—O  jede  der 
durch  die  drei  Faktoren  dargestellten  Kurven  berührt  oder 
durch  die  je  zweien  von  ihnen  gemeinschaftlichen  Punkte  hin- 
durchgeht. Da  aber  0  =  0,  U  =  0  und  B=0  keinen  zu  allen 
dreien  gemeinsamen  Punkt  haben,  so  muss  0  =  0  von  i/=0 
berührt  werden.  Das  System  J=0,  welches  durch  die  Be- 
rührungspunkte geht,  besteht  aus  den  harmonischen  Polaren 
der  neun  Inflexionspunkte, 

Wir  geben  zur  Erläuterung  der  Art,  wie  alle  andern  Ko- 
varianten  in  Funktion  von  ü,  B.,  W  ausgedrückt  werden  kön- 
nen, drei  Beispiele. 

Beispiel  1.  Man  aoU  die  Gleichung  der  neun  Intlexions- 
taugenten  bilden.  Wir  sahen  im  Art.  218,  daaa  die  Inflexionstangen- 
ten  durct 

F-(l  +  8m")«/  =  0,     U^{l  +  8ni^3!^>=0,     [7-(l  +  8m»)«3'=U 
dargestellt  werden.    Die  Multiplifeafcion  dieser  drei  Faktoren  giebt 

und  wenn  wir  fflr 

die  vorher  angezogenen  Werte  einsetzen,  so  önden  wir  als  die  verlangte 
Gleichung  der  neun  Tangenten 

wir  ersehen  aus  derselben,  dase  die  Kurven  Zf=l)  und  M  =  0,  von  denen 
wir  vorher  bewiesen,  dasa  sie  sich  beröhren,  die  neun  Inflexionstangen- 
ten  HU  ihren  gemeinsamen  Tangenten  haben. 

Beispiel  2  Man  soll  die  Gleichung  der  Caylejachen  Kurve 
in  Panktkouidmaten  entwickeln.     Wir  haben  die  Reciprcke  von 
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■M  bilden,  welche  nach  Art.  320  ihre  Gleichung  in  Linienlso ordinalen 
iflt,  und  bilden  dieselbe  naeh  Art.  22S;  die  Gfrösseii 

können  dann  in  Punktion  von  U,  J£,  &  anagedmckt  werden  und  man 
erhält  das  Resultat  in  der  Form. 

Beispiel   3.  Das  Produkt  der  Gfleichungen  der  beiden  erafcei)  Kur- 
ven des  ßeispiela  2  in  Art.  230  ist 

{x,'  — x,;,''y'  +  {x^''  —  x,')^ +{(«,''  — Xi'Y^O    oder    e  +  gm'fl^=-0, 
und  die  drei  letaten  Paare  der  dort  betrachteten  Kurven  treten  »u  drei 
au  den  Produkten 

aji^iKa'H — — 33!,*a;,*i&,*  und  at/a^'-f — — 3ai/iCj*iC3= 
oder  mittelst  der  Invarianten  ausgedrückt  ist  der  gawse  Ort  (siehe  Art.  232) 

eine  homogene  Funktion  vierten  Grades  in  ®  und  H  ^  und  daher  in  Fak- 
toren zerlegbai'.  Setzt  man  B  =  i/l-f-8m°,  so  kann  der  erste  Paktor  in 
sechs  lineare  Faktoren  zerlegt  werden,  nämlich 

x,  -^T^a  +  m^  ^i^:r^^+  ojs^;^  ^1  r^, 

a;,  yT-^a  +  m^a^  yT^^^'a  +  mx^fi-<aa. 
Und  auch  die  übrigen  kubischen  Faktoren  können  in  lineare  zerlegt  wer- 
den, wenn  man  m  durch  1  +  V^  ""tan  a  ^^^^^^^  ^^^  ^^^  ^^^j  -^^^^^  ^^^ 

4 
sin  — ,   welche  daraus  entspringen,  durch  Cj^,   c^^,   6,"  bezeichnet  denkt; 
die  Faktoren  sind  dann  TOn  der  Form 


mit  e  respekhve  gleich  1  gleich  <o  und  glei  h  m'  Jedem  lei  iiei 
Faktoren  der  Hauptgleichung  entsprechen  achtzehn  Punkte  CHUnpunkti 
ger  Berührung  die  /u  drei  m  -lehtBehn  Geraden  liegen  wählend  dui  h 
jeden  dieser  Punkte  zugleich  drei  dieser  Geraden  gehen  Von  den 
73  Punkten  dieser  Ait  ?ind  nui  sechs  leell  und  diese  hegen  paaiweis  m 
den  drei  Abschnitten  desienigen  Kuryenteil«  dei  alle  Tangentialpunkte 
enthält,  in  die  derselbe  duri.h  dip  leellen  Inflexion'jpuni.te  ieiftÜlt  ^ 
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234.  In  analoger  Art  kann  jede  Kontravariante  der  kubi- 
schen Form  in  Fujiktion  von  drei  fundamentalen  Kontra- 
varianten ausgedrückt  werden  und  wir  können  als  solche  drei 
die  drei  früher  entwickelten  wählen,  nämlich  die  Evektanten  von 
S  und  T  aus  den  Art.  220,  222,  die  wir  P  and  Q  nannten 
und  dui'ch  welche  jede  kontravariante  kubische  Form  aus- 
gedrückt werden  kann;  und  die  Reciproke  F  aus  Art.  223. 

Wir  können  wie  in  Art.  231  die  Invarianten  von 

bilden,  d.  h.  in  der  kanonischen  B^orm  für 

und  wir  finden 

+  216(3S'2'ä-64S*)'^>'+216(3'^^642'Sä)Ajiä 
-1296(5S^r^  +  64S^)ft*; 

-1- 540  (35r=-32OS*20A*f(H  540(2'*- 448S3r^)A>« 

-  19440  {TS^T^-  QiS^  T)  A  V* 

-  1 1664  (SS?'*-  325*2'^+  2048S')  A(t^ 

-  5832  (r^4-  40S»2'3-f  2560S«r)  ft«; 

-f27(r^-16Sä)^*}3p^ 

Wieder  sind  dabei,  wie  in  Art.  231,  die  Funktionen  vom  vier- 
ten und  sechsten  Grade  in  A,  (t,  welche  in  den  Werten  von 
jS  und  T  auftreten,  die  Kovarianten  der  bii^uadratischen  B'orm, 
deren  Kubus  in  dem  Werte  von 

K(XP+i*^) 
erseheint.     Ferner  ist 

H{XP+iiQ) ^  I TX^  +  1445^ AV  +  324S2';ift* 

und  die  Faktoren  von  P  und  Q  in  diesem  Ausdruck  sin<l  die 
Differentiale  derselben  bi quadratischen  Form  nach  ,tt  und  A. 
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2'dÖ.  In  derselben  Art  können  wir  die  Küntravarianteu  P 
und  Q  von  XU-j-Siiff  bilden  und  finden 

+  l20(2S^Q~STF)X(i.''+24{8TQ-  (T^+24:S^)P]ll^ 
Wenn  wir  nun  die  Werte  der  Invarianten  8  und  T  von 
XU-}-6{tH  in  Art.  231  durcli  s  und  i  bezeiebnen,   so  ergiebt 
sich,  dass  die  vorigen  Werte  nur  durcb  die  Faktoren 

3(2'^~64S«)     mid     (r+64S^ 
respektive  von 

(48S"P+  TQ)  II  +  (STF-4SQ)  0 

(48S.p+T0)|  +  (3TP-4Se)| 
verschieden  sind. 

Indem   wir  ferner  ebenso   die  Kontravarianten  P  und   Q 
von  ^F-i-itQ  bilden,  erhalten  wir  die  Resultate 

-64(.>j4S»r!7-(3"+32S')ir|; 

+  30iV|S(2"-64g')  P+ 16S>rir| 

+  lbX'it'lT{T'-3mS')  n  +  i8ST'H] 

-  270r,.>|  mS'T'U-  T(T'^  64S')if ) 

-162(llil'[ST'V+4:S'(T'-US')E] 

-324(.»((r'  +  243'«S'  +  512S«)!7-6S3'(T'+1286'')i/)- 

Wenn  wir  dann  die  Invarianten  S  und  T  von  (XP+fiQ)  m 

Art.  234  durch  s  und  (  respektive  bezeichnen,  so   differieroti 

diese  letzterhaltenen  Werte  nur  durch  Faktoren  von 

und  respektive 

(48S'!7+18ra)|+(J'i/-24Sfl)|. 

Zu  diesen  Formeln  fllgen  wir  endlicb  die  Ausdrücke  der  lie- 
eiproken  von  (A  fZ+ö/ii?)  und  (IP-i-nQ)  binzu,  welche  re- 
spektive sind 
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(A*+246T,<t^  +  8rA;iä-48SV*)-F-24fi(A»+22y)P'' 
und 

-jrA^+aiesy^VH  108  (r^-64s»)A/t8^  3888  rs>*)fl^ 

-{16S^;L*  +  32.SW>-M82'»AV^+216S'(J'H32.Sä)(i^)ÜÄ 

236,  Wir  entwickeln,  femer  eine  nützliche  identische 
Gleichung.  Wenn  man  in  die  kubische  Form  an  Stelle  der 
Variabein  «,,  a:^,  x^  die  Xf  +  Xx';  einsetzt,  so  kann  das  Re- 
sultat der  Substitution  in  der  Form 

0"+3AÄ,  +  3A^P^  +  ASC/' 
gesehrieben  werden,  nacii  welcher  iSj,  =  0  den  Polar kegel schnitt 
und  -Pr  =  0  die  Polargerade  des  Punktes  x'i  in  Bezug  auf  die 
Kurve  dritter  Ordnung  f/=0  dairstellen.    Für  die  kanonische 
Form  ist  also 

S^  =  (x{'  +  ^mx^x„)  «'j  +  (Xg-  +  ^mx^x^)  x\  +  (x^^  +  2mx^x^)  x\ 
und 

i>,^^(3^j2+ 2»«  a;'3x'_,)«j-|-(a^/+2»»a/ga/j)3;a-l-(a//+ 2^3/^3/3)^-3. 
Wenn  wir  dann  das  Resultat  einer  gleichen  Substitution  in 
die  Gleichung  der  Hesseschen  Kurve  H-^O  in  der  analogen 
Form 

H+dlT^  +  äX^-n^  +  X'H' 

schreiben,  d.  h.  wenn  wir  durch  1t=0  und  17^  =  0  den  Polar- 
kegelschnitt und  die  Polarlinie  von  x'i  in  Bezug  auf  die  Hesse- 
sehe Kurve  darstellen,  so  bestätigt  die  Benutzung  der  kano- 
nischen Form  ohne  Schwierigkeit  die  identische  Gleichung 

3  G% n-c "  ^x P^) ^H'V-H ü'. 
Daraus  folgt,   dass  für  x'i  als  einen  Punkt   der  Kurve,   d.  h. 
V  =  0  die  Gleichung  der  Kurve   C/=0  in  der  Form 

geschrieben  werden  kann. 

Aus  dieser  Form  ziehen  wir  unmittelbar  die  folgenden  Er- 
gebnisse : 

a)  Die  geraden  Linien  Pt  =  0  und  TT3:  =  0  schneiden  sich 
in  der  Kurve  dritter  Ordnung,  d.  h,  der  Tsingentialpunkt  von 
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■m'i  oder  der  dritte  Schnittpunkt  der  ihm  entsprechenden  Tan- 
gente mit  der  Kurve  ist  der  Durch  Schnittspunkt  von  Pji=0 
mit  der  Polare  Hi^O  von  «',-  in  Bezug  auf  die  Hessesche 
Kurve  (vergl.  Art.  184), 

b)  Die  Berührungspunkte  der  vier  vom  Punkte  x'i  noch 
an  die  Kurve  dritter  Ordnung  gehenden  Tangenten,  d.  h.  die 
Durchschnittspunkte  der  Kurven  S^  =  0  und  ü"=0  sind  auch 
die  Durehschnittspunkte  von  6'^  =  0  mit  I^'-O,  d.h,die  Schnitt- 
punkte der  beiden  Polarkegelschnitte  von  x'i  in  Bezug  auf  die 
Kurve  selbst  und  ihre  Hesseaehe  Kurve. 

c)  Die  Gleichung  g^^^_^^p^_^ 

entspringt  durch  Elimination  des  Parameters  6  zwischen  den 
Gleictuoge,.  g.+  K.-O  ,md  P.  +  9n,-0, 
von  denen  die  erste  einen  Kegelschnitt  in  dem  durch  die 
Schnittpunkte  von  5'i  =  0  und  Zj^^O  gehenden  Büschel  und 
die  zweite  die  Polare  des  Punktes  x\  in  Bezug  auf  ihn  be- 
zeichnet. Somit  kann  die  gegebene  Kurve  dritter  Ordnung 
als  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Tangenten  be- 
trachtet und  hervorgebracht  werden,  welche  von  einem 
Punkte  x'i  an  die  Kegelschnitte  eines  Büschels  ge- 
zogen werden  können, 

d)  Wenn  die  Gleichung  S^  +  Bl^  —  O  zwei  gerade  Linien 
repräsentiert,  so  geht  die  durch  P^-f  ÖTTa,=  0  dargestellte  Ge- 
i-ade  durch  den  Durchschnittspnnkt  derselben;  dieser  Durch- 
sehnittspunkt  ist  daher  ein  Punkt  der  Kurve  dritter  Oi-dmiug 
und  Pj;+9TT.r  =  0  bezeichnet  die  Tangente  derselben  in  ihm. 
Die  vier  Berührungspunkte  der  von  a.-*,-  aus  an  die  Kurve 
gehenden  Tangenten  bilden  somit  ein  Viereck,  dessen  drei 
Diagonalpunkte  in  der  Kurve  dritter  Ordnung  liegen  und  die 
mit  a/i  kotangentialen  Punkte  sind  (vergl.  Art.  151),  d.  h. 
die  Punkte,  deren  Tangenten  sich  mit  der  seinigen  an  dem- 
selben Punkte  der  Kurve  durchschneiden. 

e)  Wenn  wir  die  Durchschnittspunkte  einer  geraden  Linie, 
z.  B.  a-^  =  0,  mit  der  Kurve  dritter  Ordnung  und  ihrer  Hesse- 
schen  Kurve  betrachten,  so  giebt  unsere  Identität 

aJ-b«  — 3(a3ftj-b,M3), 
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d.  h.  die  Invariante  T  der  beiden  binären  kubischen  Formen 
verschwindet  („Vorlesungen"  Art.  199).  Daraus  erhellt  von 
Neuem,  dass  die  Kurve  und  ihre  Hessesche  sich  in  den  In- 
flexions punkten  schneiden;  denn  wegen  r=0  reduziert  sich 
die  Resultante  der  zwei  binären  kubischen  Poi-men  nach  Art.  200 
der  „Vorlesungen"  auf  §-=0,  d.  h.  für  einen  der  Durchschnitts - 
punkte  ist  in  (t  +  ^w'  ein  vollständiger  Kubus  enthalten. 

237.  Diese  identische  Gleichung  kann"*)  dazu  dienen,  die 
Gleichung  des  Kegelschnitts  zu  bilden,  der  durch  fünf 
auf  einander  folgende  Punkte  der  Kurve  dritter  Ord- 
nung hindurchgeht.  Weil  S^^=0  die  Kurve  berührt  und 
P^  =  0  die  gemeinschaftliehe  Tangente  heider  Kurven  bezeich- 
net, so  ist  die  allgemeine  Gleichung  eines  die  Kurve  dritter 
Ordnung   [/=0  in  x'i  berührenden  Kegelschnitts 

für  Ij,  als  das  Polynom 

a^Xi  +  a^x^  +  a^x^j 
welches   dt.ireh  Vergleiehung  mit  Null   eine  beliebige   Gerade 
ausdrückt.     Unter  Benutzung  der  entwickelten  Identität  ka.nii 
aber  die  Gleichung  iler  Kurve   dritter  Ordnung   in  der  Form 
geschrieben  werden 

n.(s,-|.p,)_p,(z.-!;.n,), 

aus  welcher  wir  erkennen,  daiss  die  vier  funkte,  in  welcher 
der  berührende  Kegelschnitt 

die  Kurve  ferner  schneidet,  seine  Schnittpunkte  mit  dem  Kegel- 
schnitt 

sind;  so  dass,  wenn  dieser  letzte  Kegelschnitt  durch  den 
Punkt  x'i  geht,  der  erste  drei  auf  einander  folgende  Punkte 
der  Kurve  dritter  Ordnung  enthält.  Durch  Substitution  der 
x'i  für  die  Xi  erhalten  wir  aber  Z'x=TT'i  =  lf'  und  die  Bedin- 
gung, unter  welcher  2,,  —  L TTi  =  0  durch  den  Punkt  xf/  gebt, 
ist  somit  §1=  1.     Damit  dann 

durch  vier  auf  einander  folgende  Punkte  der  Kurve  geht,  inuss 
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die  Gerade  -f^^  =  0  zur  Tangente  im  Punkte  a;',  haben;  die  Tan- 
gente von 

oder  die  Polare  von  x'-,  in  Bezug  auf  diese  Kurve  ist  aber 
durch 

oder  wegen  |'j;=- 1  und  JVy=H'  durch  TT.i ■—./?' L  =  0  dargestellt 
und  damit  die  linke  Seite  dieses  Ausdrucks  zu  Pj,  projjortional 
sei,  muss  man  haben 

1^- 
H' 

Die  allgemeine  Gleichung   eines  durch  vier  auf  einander 
folgende  Punkte  der  Kurve   gehenden  Kegelschnitts  ist  somit 

und 

i.--öP.n.--^-,n/=o 

geht  durch  die  beiden  Punkte,  in  denen  der  erste  Kegelschnitt 
die  Kurve  dritter  Ordnung  femer  schneidet;  die  Gleichung  der- 
selben ist  damit  als  ruducibel  auf  die  Porin 

n.  (s,  --  d  Fj  -  ^,  p,n,)  =  p^  (i^  -  9  p^n^  -  -~  n,^) 

erkannt. 

238.  Weil  diese  beiden  Kegelschnitte  die  Gerade  -Pi  =  0 
zur  gemeinschaftliehen  Tangente  im  nämlichen  Punkte  haben, 
so  kann  durch  Addition  ihrer  mit  passenden  Konstanten  mul- 
tipliaierten  Gleichungen  ein  durch  P^  teilbares  Resultat  er- 
halten werden  und  der  andere  Faktor  desselben  repräsentiert 
dann  die  gerade  Linie,  welche  die  beiden  letzten  Schnittpunkte 
des  Kegelschnitts  mit  der  Kurve  dritter  Ordnung  verbindet. 
Es  ist  dazu  notig,  (t  ao  zu  bestimmen,  dass 
j_ 
S' 

durch  Pi-  teilbar  wh-d  und  wir  thundies,  indem  wir  die  Ois- 
kriminante  dieser  Grösse  gleich  Null  netzen.  Die  Berechnung 
dieser  Diskriminante  giebt  aber 
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und  unsere  Gi'öase  zerfallt  also  in  Faktoren,  wenn 
40' 

ist.  Da.  einer  der  Faktoren  P^.  ist,  so  gilt  für  M^  als  den 
andern  die  Identität 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  kann  die  am  Ende  des  letzten  Ar- 
tikels gegebene  Gleichung  der  Kurve  dritter  Ordnung  in  die 
li'eu'm 

triinsformierl  werden,  deren  Form  aussagt,  dass 

a-f  j(P,.=  0 
die  Tangente  im  Tangentialpunkt  des  gegebenen  Punktes  der 
Kurve  dritter  Ordnung  ist  und  dass  M^—  TTiTIi'^O  durch  den 
zweiten  Tangentialpunkt  des  gegebenen  Punktes  hindurchgeht 
(vergl.  Art.  156), 

339.  Damit  der  Kegelschnitt  durch  fünf  auf  einander  fol- 
gende Punkte  der  Kurve  geht,  müssen  die  Koordinaten  x'^  dei- 
Gleichung 

genügen.  Die  einzige  Schwierigkeit  liegt  darin,  das  Resultat; 
der  Substitution  von  x'i  in  die  Funktion  M_^  au  bestitumen. 
Wenn  wir  aber  die  Gleichung 

nach  a,,  (i:.^  oder  x^  differentiieren,  und  in   da.s  Ergehiiin  die 
x'.^  für  die  a;,-  einsetzen,  indem  v»ir  bemerken,  dass 
d8^_       dp.     dZ'j:-  _^dT\'^ 
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ist,  erhalten  wir  M'^  =  2fi   und   es  ist   alao  das  Kesiiltat  der 
S\ibatitutJon  der  x,^  für  die  Xi  in 


durch  fi  — 6ff'  =  0  ausgedrückt,  so  dass,  weil  (i  gleich    -  Tfii 

40' 
bestimmt  wurde,  6  =  —  vfr;  sich  ersieht.     Damit  ist  das  Pro- 

blem  vollständig  gelöst, 

240.  Wir  erwähnen  schliesslich  eine  andere  altgemeine 

li'orm,  auf  welche  die  Gleiehmig  einer  Kurve  dritter  Ordnung 

gebracht  werden  kann,  nämlich  die  Form 

für 

x,  +  x.,  +  x.,  +  x,^Q 

(Art,  10).     Der  Polarkegelschnitt  eines  beliebigen  Punktes  :c'i 
ist  nun  durch 

gegeben  und  wird  für  den  Punkt 

a/^  =  0,     x'ä-0 
ein  Linienpaar  durch  den  Schnittpunkt  von 
,r^  =  0,    a;|  =  0,  u.9.w.; 
man  erkennt  also,  dass  die  Punkte 

x^X^,  x^x^;     X^X^,  X^X^-^     ^i^'-n  ^^x^ 
ent9i>reeheiide  Punktepaare  in  der  Heaaeschen  Kurve  sind. 

Diese  Form  der  Gleichung  enthält  elf  Konstanten  impli- 
cite  und  ist  daher  eine,  auf  welche  die  allgemeine  Gleichung 
einer  Kui-ve  dritter  Ordnung  i]i  unendlich  vielen  Arten  redu- 
ziert werden  kann. 

Die  Werte  der  invarianten  für  diese  Form  sind 

man  bildet  die  Diskriminante  durch  Elimination  der  Xj  zwischen 
den  nach  x^,  a^,  rt',,,  3\  genommenen  Differentialen 
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und  erhält  die  Xi  propoi-tional  den  Reeiproken  von 

^1^1        '^s")        ^%^1        '^''^'l 

damit  aber  dnroh  Substitution  in 

X^  +  ^3  +  :r3  +  2^4  =  0 

die  Diskriminante 

welclie  ¥on  den  Wurzeln  befreit  wie  vorher  giebt 

Die  Hessesche  Kovariante  ist  in  diesem  Falle 
Z  Og  eis,  d^  ^Tä  3^11 3;^  =  0 , 
die  Evekfcaute  von  S  oder  die  Cayleyscbe  Kurve  ist 

i.,a,o.(?,-y(l,-U8.-y-o, 

die  erste  Evektante  von  T  ebenso 

!«/»/(», -o,)(l,-ö> 
-Zo,(r,a50j"(2|,-S,-|,)(2l,-g,-y(2f,-i,-y-() 
und  die  Kweite  Eyektaiite  von  T  oder  die  Reciprokailmrve 

zoji'o/d,-  y^  ai«,a.o,'{l,  -ü'a  -I,)' 

xift-yft,-w-ft-i,)s.-i.)) 
x{(i,-a&-6.)-{i,~s,)8.-üi-») 

241.  Endlich  wollen  wir  mit  einigen  Bemerknijgen  über 
den  Fall  schliessen,  wo  die  Kurve  dritter  Ordnung  in 
einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  zerfällt.  Wenn 
eine  Kurve  entweder  zwei  Doppelpunkte  oder  eine  Spitze  be- 
sitzt, so  verschwindet  nicht  nur  ihre  Diskriminante,  sondern 
es  verschwinden  auch  die  Funktionen,  welche  man  aus  ihrem 
allgemeinen  Ausdruck  in  den  Koeffieienten  der  Originalglei- 
chung durch  Differentiation  nach  jedem  dieser  Koeffieienten 
erhält  (vevgl,  „Vorlesungen"  Art.  103,  113).  In  der  That  folgt 
aiis  dem  Ausdruck  der  Diskriminante 

dev  kubischen  Form     dass  ihre  Difi'ereutiale  durch 
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2Tf-  +  ms4^.   är^f  +  wäs-f,....». 

na  da  ab  ab 

:ellt  werden  imd  also  bei  der  Existena  einer  Spitze,  d.  h. 
mit  S  =  0,  r^-O  (Art  225)  sämtlicli  verseliwiaden.  Wenn  die 
Karre  zwei  Doppelpunkte  hat,  A.  h.  wenn  die  Kur^e  dritter 
Ordnung  iu  einen  Kegelschnitt  and  eine  Gerade  zerfiillt,  so 
besteht  die  Gleichheit  der  Verhältnisse 

dl\  dS  ^dl\  dS  ^äT  _  dS^ 
da  '  da      dh  '  ~db       de  '  de'    '  '    "' 
diese  Gleichungen,  jede  vom  Grade  acht  in  den  Koefficienten, 
bilden  das  System  der  Bedingungen,  unter  welchen  die  all- 
geiueine   Gleichung   dritten   Grades  in  zwei  Faktoren   zerleg- 
bar ist. 

242.  Die  vorigen  Bedingungen  können  in  einer  andern 
bemerkenswerten  Form  gescbneben  werden.  Sie  entspringt 
aus  der  Bemerkung,  daas  jeder  Doppelpunkt  einer  Kurve  auch 
ein  Doppelpunkt  ihrer  Hesseschen  Kurve  ist,  so  dass  seine 
Koordinaten  den  durch  Differentiation  der  Gleichungen  der 
Kurve  und  ihrer  Hessesehen  Kurve  nach  den  x,  entstehenden 
Gleichungen  genügen  müssen.  Im  Falle  der  Kurve  dritter 
Ordnung  sind  aber  diese  Differentiale  sämtlich  vom  zweiten 
Grade  in  den  Variabein  und  man  kann  zwischen  ihnen  ctie 
Grössen  ä       «       a 

~ Foi'm  eijier 


lineai'  eliminieren 

und 

erhält  die 

Disk 

■iuiin 

Determinante 

■  ^1 

h, 

q,     m, 

."s 

a., 

1 

*, 

c.,     K 

m, 

K 

;  «3 

K 

c,      c,, 

c,, 

m 

'  a, 

bj, 

e„     m, 

%, 

H 

a. 

b, 

Oä)       l'.s) 

m 

l3l 

% 

b.,, 

c,      c,, 

Ci 

m 

Wir  haben  auch  in  Art.  227  gesehen,  dass  die  Bedingun- 
gen für  die  Existenz  von  drei  Doppelpmikten  in  der  Kurve 
ausgedrückt  werden,  indem  man  eine  der  drei  ersten  Reihen 
und  die  entsprechende  unter  den  letzten  drei  horizontalen 
Reihen    dieser    Determinante    nimmt    und   jede    Determinante 
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gleich  Null  setzt,  welche  aas  zwei  Vertikah'eiheii  dieses  Sy- 
stems gebildet  ist.  In  derselben  Art  werden  die  Bedingungen, 
unter  denen  die  Kurve  zwei  Doppelpunkte  hat,  dadurch  aus- 
gedrüclrt,  dass  man  irgend  zwei  unter  den  ersten- drei  Hori- 
zontalreihen mit  den  entsprechenden  zweien  der  letzten  drei 
verbindet  und  die  aus  irgend  vier  Vertikalreihen  dieses  Sy- 
steme gebildete  Determinante  gleich  Null  setzt.  Zum  Beweise 
bemerken  wir,  daas  für  U^^^V  mit 

l^^gja-^  +  lgCKä  +  g^Xg 
und   T'=0  als  Gleichung  eines  Kegelschnittes  die  Hessüsche 
ffurve  von   ^'  =  0  in  der  Form 

erscheint,  wie  wir  im  nächsten  Artikel  beweisen  wollen.  Dann 
haben  wir  aber 

äff     ,dU  .^    ,  ,,     dB      ,dV  ,„    -.  ... 


und  somit 


äff     ^  äff     ^  ,dV   ,  .  .dU      . 
"  dx^         ax^  öa^;  dx^ 


d.  h.  die  Differentiale  von  H  und  U  jiaeh  x^  und  x^  respektive 
sind  durch  eine  lineare  identische  Eelatiou  vei-bunden  und 
daher  versehwindet  die  Determinante,  welche  man  aus  den 
Koefficienten  von  vier  entsprechenden  Gliedern  in  diesen  Glei- 
chungen bildet. 

243.  Die  Hessesche  Kovariante  von  ^^./7=0,  für  L==0 
als  eine  Gerade  und  JJ^O  als  eine  Kurve  beliebiger  Ordnung 
kann  in  verschiedenen  Wegen  gebildet  werden.  Die  zweiten 
Differentiale  von  ^x  U  sind 

bildet  man  mit  denselben  die  Hessesehe  Determinante  und 
benutzt  man  zur  Reduktion  die  Gleichungen  für  homogeiie 
Fxmktionen 

(n-1)  U,=  U^iX^+  U,^x^+  U,^Xg,  U.S.W., 
so  erhält  man  filr  die  Hessesehe  Kovariante  von  ^j.E'—O  den 
Ausdi-iuik 
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{n  —  Vf  («—1) 

ui  welchem  !<'  die  Funktion 

(Art,  185)  bezeichnet,  welche  geometrisch  dargestellt  wird 
durch  den  Ort  der  Punkte,  deren  Polarkegelschnitte  die  ge- 
gebene Gerade  berühren. 

Allgemeiner   findet   man   fSr  die  Hessesche  Kovadante 
vüii   UV  nach  demselben  Verfahren  den  Ausdruck 

(,t-lf  +     {«-!)' 


■"(«-i)(T.'-i) 


ijj¥'e+n'v&') 


111   weichem    wie   in  Art.  346  der  „ 
spektive 

{V^V^-  U,J)  V\,  +  . . . ,     ( U'^^  V'^  -  V\.^  i/u  +  ■  ■  ■ 
repräsentieren  und   W  die  Kovariante 

{ßn'^\^+  U'22U3s-2Ug^U\s)  U^ü\+-.- 
bezeichnet.     Diese  Form  zeigt,  da.ss  die  Durchs chnittapunkte 
Yon    f/=0  mit  F=0  Doppelpunkte  der  Hesseschen  Kurve 
sind  und  dass  die  Taugenten  der  letzten  in  ihnen  die  bezüg- 
lichen Tangenten  von  Ü=Q  und   V=^0  siud,^) 
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Sechstes  Kapitel. 
Kurven  Tierter  Ordnung. 


244:.  Wir  haben  die  Einteilung  der  Kurven  dritter  Ord- 
nung durch  die  Kombination  der  tJnterscheidung  nach  pro- 
jektiviechen  Charakteren  rait  der  Unters cheidui^  nach  der  Na- 
tur ihrer  unendlichen  Äste  begründet  und  können  dieselben 
Klassifikationsprinzipien  auf  die  Kurven  vierter  Ordnung  an- 
wenden. Aber  die  Zahl  der  Arten  ist  so  gross  und  die  Ar- 
beit der  Diskussion  ihrer  Formen  so  bedeutend,  dasa  es  nutz- 
los erscheint,  den  Versuch  einer  Aufzählung  zu  nntemehmeh. 
Es  wird  hinreichend  sein,  die  Aufmerksamkeit  auf  diejenigen 
Punkte  zu  lenken,  welche  bei  einer  vollständigen  Aufeählung 
hauptsächlich  in  Betracht  kommen.  Eine  Kurve  vierter  Ord- 
nung ist  entweder  ohne  vielfache  Punkte,  oder  sie  hat  einen 
Doppelpunkt,  oder  zwei  oder  drei  Doppelpunkte,  die  einzeln 
oder  alle  au  Spitzen  werden  können.  Danach  entstehen  zehn 
Arten,  deren  Plückersehe  Charaktere  und  Defekte  sind 
^      d      K       V        T  t       D 
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Jede  Kurve  viei-fcer  Ordnung  kann  als  einer  dieser  Arten 
ungehörig  betrachtet  werden,  aber  es  ist  nötig,  einige  beson- 
dere formen  zu  beachten,  welche  aus  der  Vereinigung  von 
Knotenpunktai  und  Spitzen  hervorgehen. 

1.  Zwei    zuaaminejifallende    Knotenpunkte    bringen   eine 
Singularität    hervor,    die    wir    als    Berührungskiioten    be- 
zeichnen   wollen,    in    der    Tbat    eine    gewöhnliche      j^fjg,  ;,•; 
zweipnnktige  Berühmiig  von  zwei  Ästen  der  Kurve,     '■■-^j^..,--;^ 
Wir   bemerken,    daas    die    gemeinschaftliche   Tan- 
gente derselben  in  diesem  Punkt  nnter  den  Doppel- 
tangenten  der  Kurve  zweifach  zu  zahlen  ist.     Die    -•\^_/>' 
Kurve  gehört  somit,  wenn  ausser  dem  Berübrungs- 

knoten  keine  andern  singulären  Punkte  vorhanden  sind,  znf 
vierten  unter  den  obigen  Arten;  aber  ö  —  2  bedeutet  eben 
den  Beriihrungsknoten  und  t  =  8  beaeichnet  als  Doppel- 
tangenteu  die  zweifach  zu  zählende  Tangente  m  diesem  letz- 
ten und  sechs  andere  Doppeltangenten. 

2.  Ein  Knotenpmikt  und  eine  Spitze  erzeugen  durch  ihre 
Vereinigung  die  Singularität,  welche  als  Knotenspitze  bezeich- 
net werden  kann  und  in  Art.  58  als  Schnabelspitze  bezeichnet 
worden  ist.    Die  betreffende  Tangente  zählt  als  Doppeltangente 


und  als  stationäre  Tangente  je  einuial.  Wenn  also  andere 
singnläre  Punkte  fehlen,  so  gehört  eine  Kurve  vierter  Ord- 
nung mit  Knoten-  oder  Schnabelspitze  zur  V.  Art  mit  den 
obigen  Charakteristiken;  Ö'-=l,  k=1  bezeichnen  aber  beide 
eben  die  Knotenspitze  und  t  =  4  die  betreffende  Tangente  und 
drei  ajidere  Doppeltangenten,  t=  10  dieselbe  Tangente  in  der 
Spitze  und  neun  andere  stationäi-e  Tai^enten, 

3.  Drei  Knotenpunkte  können  als  auf  einander  folgende 
Punkte  einer  Kurve  von  endlicher  Krammung  zusammenfallen 
und  erzeugen  einen  Oskulationsknoten,  einen  Punkt,  in  wel- 
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chem  dreipunktige  Berührung  oder  Ostulation  zwischen  zwei 
Ästen  der  Kurve  stattfindet.  Die  Tangente  im  Oskalations- 
knoten  zählt  als  Doppeltangente  der  Kurve  dreifach;  die  KiiiTe 
ist  von  der  VII,  Art  mit  den  a.n gegebenen  Charakteren,  so 
jedoch,  dass  0-='^  den  Oskutationa knoten  bezeichnet  und  t=4 
ausser  der  ihm  entspi-e eilenden  Tangente  nur  eine  andere  Doppel- 
tangente anzeigt. 

4.  Zwei  Knotenpunkte  und  eine  Spitze  oder  ein  Berüh- 
rungsknoten und  eine  Spitze  als  auf  einander  folgende  Punkte 

r  Kurve  von  endlicher  Krümmung  erzeugen  gleichfalls  nicht 
n  dreifachen  Punkt,  sondern  die  Singularität,  die  wir  eben  Be- 
rührungsknotenspitze nennen  wollen,  eine  Oskulation  oder 
I  vierpanktiger  Schnitt  der  beiden  Äste  der  Kurve,  die  in 
einer  Spitze  sich  verbinden.  Die  Kurve  ist  von  der  VIII.  Art; 
S  —  2,  x—i  bezeichnen  den  singulären  Punkt,  t  =  2  die  ent- 
sprechende Tangente,  die  als  Doppeltangeiite  zweifach  zählt, 
und  t  =  4  dieselbe  Tangeute  als  stationäre  und  ausser  ihr  drei 
andei'C  stationäre  Tangenten. 

5.  Drei  Knotenpunkte  köimen  als  Ecken  eines  unendlich 
kleinen  Dreiecks  zusammenfallen  und  eraeugen  dann  einen  drei- 
fachen Punkt  mit  drei  verschiedenen  Tangenten.  Die  Kurve 
gehört  zur  VII.  Art  und  von  den  obigen  Charakteren  bezeich- 
net iJ  ^  3  eben  den  dreifachen  Funkt. 

6.  Zwei  Knotenpunkte  und  eine  Spitze  geben  in  Vereini- 
gung einen  dreifachen  Punltt  besonderer  AH,  in  welchem  ein 
gewöhnlicher  Zweig  der  Kurve  durch  eine  Spitze  hindurch 
geht.  Die  Kurve  gehört  zur  VIII.  Art  und  unter  ihren  Cha- 
i-akteren  bezeichnen  iJ=-2,  k=-  I  eben  den  dreifachen  Punkt. 

7.  Wenn  endlich  ein  Knotenpunkt  und  zwei  Spitzen  ver- 
einigt sind,  so  entsteht  ein  dreifacher  Punkt,  der  sich  nicht 
sichtbar  von  einem  gewöhnlichen  Punkt  der  Kurve  unterschei- 
det; die  Kurve  ist  von  IX.  Art  und  von  ihren  Charakteren  be- 
zeichnen 0=-!,  K  =  2  eben  den  besondem  dreifachen  Punkt,^') 

245.  Um  die  Unterscheidungen  zwischen  den  verschiedenen 
hier  aufgezählten  Arten  von  Doppelpunkten  zu  erläutern,  wol- 
len wir  voi'aussetzen,  dass  der  Anfangspunkt  dei'  Koordinaten 
ein  Doppelpunkt  sei,  dessen  beide  Tangenten  mit  der  Geraden 
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)/  =  0  zua ammeiif allen ;  dami  ist  die  Gleichung  der  Kui^ve  vier- 
tev  Ordnung  von  der  Form 

M<^>  =  ax^  +  hx^y  +  vxy^  +  dy^, 

Wir  geVieii  n.un  wie  in  Art.  36  vor;  Um  die  Form  di-r  Kurve 
in  der  Nähe  des  Anfangspunktes  zu  bestimmen,  substituiere)! 
wir  y-^mxi^  und  bestimmen  ß  so,  dass  awei  oder  mehrere  von 
den  Exponenten  des  x  gleich  und  kleiner  als  der  Exponent 
irgend  eines  andern  Gliedes  sind  und  beachten  nur  die  Glie- 
der vom  niedrigsten  Grade  in  x. 

Sei  dann  zuerst  a  nicht  gleich  Null;  so  finden  wir 

ß-i, 

die  Form  der  Kurve  in  der  Nähe  des  Anfangspunktes  ist  die- 
selbe wie  die  der  Kurve 

und  der  Anfangspunkt  ist  eine  gewöhnliche  Spitze. 

1.  Sei  a  =  0.    Es  wird  /5  =  2  und  m  wird  durch  die  qua- 
dratische Gleichung 

bestimmt;  die  Kurve  hat  zwei  Äste,  deren  Formen  in  der  Nabe 
des  Anfangspunktes  mit  denen  der  Kurven 

y=-m^x^,    y^m^x* 
übereinstimmen,  für  mj,  m^  als  die  Wurzeln  der  obigen  Glei- 
chung.    Diese  Äste  berühren  einander  und  der  Anfangspunkt 
ist  ein  Berührungsknoten. 

2,  Wenn    die    erhaltene   (juadratische    Gleichung    gleiche 
Wurzeln  hat,  so  ist  die  Form  der  Gleichung  der  Kurve 

ty  —  mi^y  +  (  iit  +äy  +/J''J/H =  0 

lind  für  den  bisher  benutzten  Grad  der  Annäherung  fallen  die 
beiden  Äste  m  det  Nachbaischaft  des  Anfangspunktes  zusam- 
men.    Um  tfip  zu  unterscheiden,  setzen  wir 

y^mi'+tiO 
lind  bestimmen  n  und  y  wie  vorher  m  un.d  ß.    MVh-  finden  dann 

r-'i,    «■--(»<»■+/.»). 
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In  der  Nähe  des  Äufsuigspunktes  ist  dabei'  die  Furii.!  der  Kurve 
die  von  der  Kurve 

welche  in  Art.  58  erörtert  wurde.  Der  Anfangspunkt  ist  also 
eiue  Schnabelspitze  oder  Knotenspitze. 

3.  Wenn  jedoch  Jn  Hinanftigmig  zu  den  vorigen  Hedin- 
gungen 

/■=  -  cm 
ist,  BD  erhält  die  Gleichung  der  Kurve  die  Forin 

(if  —  mx^y  +  cir^  (i/  —  m#)  +  dy"  +  i/x^t/  -| =  0 

und  wir  erhalten  durch  die  Substitution 

y  =  mx^  +  nxr 
den  Wert  jz  —  S  und  zur  Bestimmung  von  n  die  qnadiatisolie 
Gleichung 

Wenn  %,  n^  die  Wurzeln  derselben  sind,  so  besteht  die  Kutve 
in  der  Nähe  des  Anfangspunktes  aus  zwei  sich  oskutiereudeii. 
Ästen,  deren  Formen  durch  die  Gleichungen 

j/  =  ffj  a^^  +  )jj  .t",     y^m^  +  «3  x'-^ 
dargestellt  werden;  oskuüerend,  weil  die  Differenz  dieser  Werte 
von  y  mit  einer  ungeraden  Potenz  von  x  beginnt  und  somit 
die  Äste  sieh  im   Anfangspunkt  sowohl  beröhren  als   durch- 
setzen.    Der  Anfangspunkt  ist  ein  Oakvtlationsknoten. 

4.  Wenn  aber  wieder  in  Hinzufiigung  zu  den  frühern  Be- 
dingungen die  letzterwähnte  quadratische  Gleichung  gleiche 
Wurzeln  hat,  oder  wenn  überdies 

dm  +  ff  =  "i  t^ 
ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Kurve  von  der  Form 

(y  —  mx^  -  cxy  -  äff  '^Äxy'^^  By^ 
und  wir  finden  auf  dem  vorher  verfolgten  Wege,   dass  ihre 
Form  in  der  Nähe   des  Anfangspunktes  durch  die  Gleichung 

y^mx^'^cmx^'\-'pxA 
bestimmt  wird.   Der  Anfangspunkt  ist  dann  eine  Beriihrunga- 
knotenspitze.    Eine  höhere  Singularität  kann  in  einer  eigent- 
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lielieii  Kurve  vierter  Ordnung  der  Knotenpunkt  nicht  habeii^ 
weil  der  näcliste  weitere  Schritt  Ä  verschwinden  macheu  und 
die  Gleichung  in  Kwei  Gleicliangeu  vom  zweiten  Grade  zer- 
fallen liesse. 

Der  Fall,  in  welchem  der  Anfangspunlit  ein  dreifacher 
Punkt  ist,  scheint  der  Erläuterung  nicht  weiter  zu  bedürfen. 

Wir  haben  bisher  die  Unterscheidung  zwischen  reell  und 
nicht  reell  ausser  Betracht  gelassen  und  wollen  das  Erfor- 
derliehe nachtragen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kurve 
vierter  Ordnung  selbst  reell  ist,  können  nicht  reelle  Doppel- 
punkte oder  Spitzen  nur  in  Paaren  auftreten,  d.  h.  man  kann, 
die  Fälle  unterscheiden  von  einem  reellen  Doppelpunkt,  von 
zwei  reellen  oder  zwei  nicht  reellen  Doppelpunkten  und  von 
drei  rellen  oder  von  einem  reellen  und  zwei  nicht  reellen  Dop- 
pelpunkten, und  ebenso  für  die  Spitzen.  Ein  reeller  Doppel- 
punkt ist  aber  immer  entweder  ein  Knotenpunlit  oder  ein  kon- 
jugierter Punkt,  Infolge  der  Notwendigkeit  des  Auftretens 
der  nicht  reellen  Singularitäten  in  Paaren  können  die  Unter- 
scheidungen zwischen  reell  und  nicht  reel!  sich  kaum  bei  den 
vorher  besprochenen  speziellen  Singularitäten  manifestieren, 
ausser  etwa  bei  dem  gewöhnlichen  dreifachen  Punkt,  welcher 
ein  Pmikt  mit  drei  reellen  verschiedenen  oder  em  Punkt  mit 
nur  einer  reellen  Tangente  neben  zwei  nicht  reellen  Tangen- 
ten sein  kann,  wo  also  im  ersten  Falle  drei  reelle  Aste  der 
Kurve  sich  in  ihm  aehneidenj  während  er  im  letzten  Fall  der 
Durchschnitt  von  einem  reellen  Aste  mit  zwei  nicht  reellen  Ästen 
der  Kurve  ist,  oder  ein  konjugierter  Pmikt,  durch  welchen  ein 
reeller  Ast  der  Kurve  hindurch  geht.  Ein  solcher  Pimkt  ist 
nicht  sichtba.r  verschieden  von  einem  gewöhnliehen  Punkt  der 
Kurve  und  erinnert  in  dieser  Beziehung  an  den  speziellen  drei- 
fachen Punkt  unter  7  in  Ai-t.  244,  unterscheidet  sich  von  dem- 
selben aber  wesentlich  darin,  dass  im  Falle  des  konjugierten 
Punktes  im  reellen  Aste  neben  zwei  nicht  reellen  Taugenten  nur 
eine  reelle  Taugente,  im  Falle  des  speziellen  dreifachen Pmiktes 
aber  drei  reelle  zusammenfallende  Tangenten  vorhanden  sind. 

246.  Wir  haben  aber  noch  von  einigen  andern  Speziali- 
täten   zu    reden.     Ein    Knotenpunkt    kanu    in   Bezug    auf 
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einen  der  Äste,  die  durch  ihn  hindurch  gehen,  ein  In- 
flexionspunkt  sein,  d.  h,  die  Tangente  des  einen  Astes  im 
Doppelpunkt  mit  diesem  drei  (mit  der  Kurve  also  vier)  auf 
einander  folgende  Punkte  gemein  haben;  und  er  kann  zugleich 
ein  Inflexionspunkt  in  beiden  Ästen  sein.  Ein  solcher 
Doppelpunkt  kann  als  die  Vereinigung  eines  gewöhnlichen 
Doppelpunktes  mit  einem  Inflexionspunkt  oder  andernfalls  mit 
zwei  Inflexionsp unkten  betrachtet  werden  und  man  kann  ihn 
darnach  entweder  als  einen  einfachen  oder  als  einen  dop- 
pelten Inflexionsknoten  bezeichnen.  Die  so  mit  dem  Kno- 
ten zusammenfallenden  luflexionen  sind  natürlich  unter  den 
Inflesiouen  der  Kurve  zu  zählen.  Ein  doppelter  Inflexions- 
knoten besitzt  Eigenschaften,  die  den  in  den  Art,  171  flg.  be- 
gründeten Eigenschaften  der  Infiesionspunkte  in  Kurven  drit- 
ter Ordnung  analog  sind.  Wenn  wir  im  allgemeinen  den.  Ort 
der  harmonischen  Mittel  hi  den  durch  einen  Doppelpunkt  der 
Kurve  vierter  Ordnung  gehenden  Radien  vektoren  suchen,  so 
erhalten  wir  aus  der  ihm  als  Koordinatcnaufangspunkt  ent- 
sprechenden Gleichung  der  Kurve 

„w_|_  „01  +  ^(21  =  0 
seine  Gleichung  in  der  Form 

Der  fragliche  Ort  wird  daher  eine  gerade  Linie,  wenn  m'^'  als 
ein  Faktor  in  i(''>  enthalten  ist  und  der  Doppelpunkt  hat,  weil 
eine  harmonische  Polare  ihm  entspiicht,  die  m  Art.  171 
entwickelten  Eigenschaften.  Die  Berührungspunkte  der  von 
ihm  aus  an  die  Kurve  gehenden  Tangenten  liegen  in  einer 
Geraden  und  es  ist  möglich,  die  Kurve  so  zu  projizieren,  dass 
dieser  Punkt  ein  Centrum  wird,  oder  auch  so,  dass  alle  Seh- 
nen von  einer  gewissen  festen  Richtung  in  den  Punkten  einer 
Geraden  halbiert  werden.  Im  letztem  Fall  ist  die  Form  der 
Gleichung  im  allgemeinen 

f{x-a)(x-h)^±A{x~-c){x-d){a:-e)(x-f). 
Es  unterliegt  keinen  Schwierigkeiten,  wie  in  Art.  39,  200 
die  verscbiedenen  möglichen  Formen  von  Kurven  zu  diskutie- 
ren, welche  dieser  Gleichung  entsprechen,  je  nach  der  Realität 
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und  nach  den  Grössenverhältnisson  der  «,  1),  ...,  und  daraus 
die  möglichen  verschiedenen  Formen  ihrer  Projektionen  ab- 
zuleiten. 

Eine  Kurve  vierter  Ordnung  kann  als  eine  bei  der  Klas- 
siükation  zu  beachtende  Singularität  einen  Undulations- 
jmnkt  haben,  d.  h.  einen  Punkt,  in  welchem  die  Tangente 
vier  auf  einander  folgende  Punkte  mit  der  Kiirve  gemein  tat. 
Die  Tangente  der  Kurve  in  einem  solchen  Punkte  vertritt  zwei 
stationäre  Tangenten  und  eine  Doppeltangente.  Eine  Kurve 
vierter  Ordnung  kann  vier  reelle  Undulationsp unkte  haben, 
wie  man  aus  der  Gleichungsform 

x-iX^x^cc.^^^  8- 
ersieht,  in  welcher  /S'  =  0  einen  von  den  vier  Geraden 

Xy  =  0,     a:^  -=  Q,     Xj  =  0 ,     ,r ,  =  (I 
berührten  Kegelschnitt  darstellt. 

247.  Damit  ist  die  Äufeählnng  der  durch  Projektion  un- 
zerstörbaren Charaktere  der  Kurven  vierter  Ordnung  noch  nicht 
geschlossen,  welche  bei  einer  vollständigen  Klassifikation  Be- 
achtung finden  müssen.  Wir  erinneni  uns,  dass  die  Kurven 
dritter  Ordnung  ohne  singulare  Punkte  in  einteilige  und  zwei- 
teilige Kurven  zerfielen,  je  nachdem  die  reellen  Punkte  der 
Kurve  in  emer  stetigen  Reihe  geordnet  erseheinen  oder  nicht. 
Es  muss  vorausgesetzt  werden,  dass  ähnliche  Unterschiede  bei 
den  Kurven  vierter  Ordnung  vorkommen  und  man  kann  leicht 
eine  obere  Grenze  der  Vielteiligkeit  einer  solchen  Kurve 
bestimmen. 

Die  möglichen  Formen  der  allgemeinen  Kurven  vierter 
Ordnung  sind  von  Zeuthen  im  Detail  untersucht  worden.''") 
Er  bemerkt,  dass  die  Zweige  oder  Äste  einer  Kurve  in  solche 
von  ungerader  und  solche  von  gerader  Ordnung  zerfallen  nach 
der  Zahl  der  Punkte,  in  denen  eine  gerade  Linie  sie  schneidet. 
Wir  bezeichneten  die  Äste  der  letzten  Art  in  Art.  201  als 
Ovale,  indem  wir  nicht  nur  die  Ovale  im  gewöhnlichen  Sinne 
des  Wortes,  sondern  auch  alle  ihre  Centralprojektionen  dar- 
unter verstanden,  so  dass  also  in  demselben  Sinne  alle  Kegel- 
sebnitte    als  Ovalf   7.n   benennen   sind,      Zentheu  bewies  nun, 
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dass  eine  Kurve  ohne  singulare  Punkte  nicht  mehi-  als  einen 
Ast  von  ungerader  Ordnung  haben  kann  und  <iass  daher  eine 
Kurve  von  gerader  Ordnungszahl  einen  solchen  überhaupt  nicht 
besitzt;  dass  also  insbesondere  auch  eine  Kurve  vierter 
Ordnung  nur  Ovale  haben  kann. 

Es  erhellt  sogleich,  dass  zwei  Ovale,  von  denen  das  eine 
gauz  vom  andern  umschlossen  ist,  die  ganze  reelle  Kurve  dar- 
stellen, weil  jeder  andere  reelle  Punkt  unter  den  durch  ihn 
gehenden  Geraden  solche  gestatten  wOivie,  die  fünf  Punkte 
mit  der  Kurve  gemein  hätten.  Ans  demselben  Gründe  kann 
auch  das  innere  Oval  keine  Doppeltangenten  und  keine  In- 
üesioneii  besitzen.  Eine  Kurve  viei-te:-  Ordnung  von  dieser 
Art  mag  eine  ringförmige  genannt  werden.  Damit  ist  aber 
der  Fa.ll  von  mehr  als  zwei  Ovalen,  von  denen  keines  die  an- 
dern oder  ein  anderes  unischliesst,  durchaus  nicht  ausgeschlos- 
sen; wenn  jedoch  vier  solche  Ovale  vorhanden  w'äi'en,  so  ist 
sicher,  dass  sie  die  ganze  reelle  Kurve  darstellen,  denn  ein 
Kegelschnitt  dm-ch  vier  auf  dieselben  verteilte  Punkte  schnei- 
det sie  in  acht  Punkten  und  kann  nicht  einen  neunten  Punkt 
der  Kurve  ausserhalb  derselben  enthalten,  wäkrend  man  ihn 
doch  durch  einen  solchen  legen  könnte,  falls  einer  vorhanden 
wäre.  Wir  schliessen  daraus,  dass  eine  Kurve  vierter  Ord- 
nui^  ohne  singulare  Punkte  höchstens  vierteilig  ist,  weil  kein 
Grund  ersichtlich  ist,  weshalb  sie  nicht  aus  vier  solchen  ge- 
trennten Ovalen  bestehen  könnte.  In  der  That  ist  die  Exi- 
stenz solcher  Kuitcu  durch  das  in  Art.  55  benutzte  Beispiel 
der  Gleichung 

mit  c<&  ebenso  wie  durch  folgendes  vonPlilcker  zum  Nach- 
weis der  28  reellen  Doppeltai^enten  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung gegebene  Beispiel  bewiesen.     Wenn 

a..(j,'~«')(«-i)(^-0-ä|i,<+xOt-2)l» 

ist,  so  wird  ditrch  9^0  eine  Kurve  vierter  Oi-dnung  mit  drei 
Doppelpuidcten  dargestellt,  wie  sie  die  umstehende  Figur  in 
der  starkem  Linie  zeigt;  die  Gleichung  ß=A  bezeichnet  dann 
aber  eine  Ktii-ve,  welche  die  Kurve  Q=-0  in  keinem  endlichen 
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Punkte  schneidet  und  um  so  weniger  von  ihrer  Form  abweicht, 
je  kleiner  wir  h  voran  aeetzen,  die  aber  ferner  ganz  innerhalb 
oder  ausserhalb  der  Kurve  Q  =  0  liegt,  je  nach  dein  Vor- 
zeichen der  Grösse  /  Diese  Kuive  Eig.ü6. 
ist  einteilig,  wenn  sie  ganz  ausser-  "  -  -..^ 
halb  der  Kurve  Q  =  0  gelegen  ist; 
liegt  sie  ganz  innerhalb  derselben,  so 
zerfällt  sie  in  vier  raeniskentorouge 
Ovalen  mit  je  zwei  Inilexions'! teilen, 
welche  in  den  viei  von  dei  Kuive 
Q^O  umschlosseneu  Räumen  liegen, 
von  denen  jedoch,  wie  man  leicht 
sieht,  je  nach  dem  "Werte  dei  Kon- 
stanten eines  und  eventuell  ein  zwei- 
tes nicht  reell  werden  kann  Es  kaim 
also  eine  Kurve  viertel  Ordnung 
ohne  singulare  Punkte  entweder  einteilig  oder  zwei- 
teilig ( de(  dreiteilig  odfi  endlich  vierteilig  sein.  Nach 
dem  Voiheigi-henden  kann  eine  zweiteilige  Kurve  vierter  Ord- 
nung au6  zwei  emuidei  um  Bi.h  lies  senden  Ovalen  bestehen,  aber 
es  kann  wedei  eine  viei-teilige  nich  eine  di-eiteilige  Kmwe  vier- 
ter Oidnung  zwei  solche  Ovale  ah  einen  Teil  enthalten. 

In  ganz  analogei  Äit  k'uni  begründet  werden,  dass  eine 
Kurve  viertel  Oidnung  mit  einem  Doppelpunkt  ent- 
weder einteilig,  zwei  odei  dieiteilig  sein  mues  und  eine 
solche  Kurve  mit  zwei  Doppelpunkten  nur  entweder  ein- 
teilig oder  zweiteilig  sein  kann.*  Man  wird  zugleich  nicht 
übersehen,  dass  dies  nur  ein  sehr  unvollständiger  Abriss  einer 
allgemeinen  Theoiie  ist,  in  welche  noch  nicht  eigentlich  ein- 
gegangen worden  ist. 

248.  Zeuthen  benutzt  als  Grundlage  seiner  Klassifikation 
der  Kui'ven  vierter  Ordnung  die  reellen  Doppeltangenten 
der  Kurve,  welche  er  in  zwei  Klassen  teilt.  Wenn  eine 
KuiTe  vierter  Ordnung  ein  Pa.ar  einander  nicht  umschliessen- 

■*  Die   ITaxiiiialKalil   der  „Teile"  einer  Kurve  in   diesem   Sinne   ist 

^1.1  Ige  mein  um  Eins  grössev  als  iler  Defekt. 
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der  Ovale  hat,  so  sieht  man,  dass  dieselben  ganz  wie  zwei 
Kegelschnitte  vier  gemeinsame  Tangenten  besitzen  und  nicht 
mehr  als  vier  derselben  zulassen;  diese  sind  Zenthens  Dop- 
peltangenten  zweiter  Art;  ihre  Zahl  ist  vier  im  Falle  von 
zwei,  zwölf  im  Falle  von  drei  und  vierundzwanzig  im 
Falle  von  vier  ausser  einander  liegenden  Ovalen. 

Die  Doppeltangenten  erster  Art  sind  a)  solche,  welche 
einen  und  denselben  Teil  der  Kurve  zweimal  berühren  und 
b)  solche,  deren  Berührungspunkte  imaginär  sind. 

Und  Zeuthen  hat  bewiesen,  dass  jede  Kurve  vierter 
Ordnung  vier  reelle  Doppeltangenten  von  einer  oder  der  an- 
dern dieser  zwei  Arten  besitzt;  zählt  man  zu  diesen  vier,  wii' 
wollen  sagen  Zeuthenschen  Doppeltai^enten  die  0,  4,  12 
oder  24-  Doppeltangenten  der  zweiten  Art,  so  erhält  man  als 
Zahl  der  reellen  Doppeltangenten  der  Kurve  entweder  4,  8, 
16  oder  28.  Er  betrachtet  das  BUschel  S-|-AS'  =  0  von  Kui-- 
ven  vierter  Ordnung  für  ^  =  0  und  iS'==0  als  zwei  Kurven 
vierter  Ordnung  ohne  singulare  Piuikte  und  bemerkt,  dass  die 
Zahl  der  reellen  Doppeltangenten  der  Kurven  derselben  bei 
stetiger  Änderung  des  Parameters  i  nur  bei  denjenigen  Wer- 
ten desselben  sich  ändern  kann,  für  die  die  Kui-ve  einen  sin- 
gulären  Punkt  erhält;  er  zeigt,  dass  mit  dem  Durchgang  von 
X  dm'ch  den  Wert,  welchem  eine  Kurve  mit  Doppelpunkt  ent- 
spricht, nur  reelle  Doppeltangenten  der  zweiten  Art  verloren 
werden  oder  hinzutreten,  und  dass  bei  keiner  der  gewöhnlichen 
Singularitäten  Doppeltangenten  der  ersten  Art  m  solche  der 
zweiten  übergehen  oder  umgekehrt. 

Betrachten  wir  aber  eine  Doppeltaiigeute  der  ersten  Art, 
welche  denselben  Teil  der  Km-ve  in  üwei  Punkten  berührt,  so 
können  diese  Punkte  mit  der  Veränderung  des  Parameters  sich 
einander  nähera,  indem  der  zwischen  ihnen  liegende  Bogen 
der  Kurve  verköi-zt  wird;  sie  können  sich  sodann  vereinigen 
und  einen  Undnlationspunkt  der  Kuitc  hervorbringen,  so  dass 
bei  weiterer  Veränderung  die  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangente imaginär  werden.  So  sehen  wir,  dass  bei  En-eichung 
des  Parameterwertes,  für  welchen  die  Kurve  des  Büschels  ehien 
ITiidulationspnnkt   bekommt,    Zentheusche   Doppeltangenten 
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von  der  Form  a)  in  solche  von  der  Form  b)  übergehen  oder 
umgekehrt.  Infolgedessen  ist  die  Gesamtzahl  solcher  Dop- 
peltangenten  die  nämliche  fiir  alle  Kurven  des  Büschels 
S  +  ^S'  =  0  und  daher  die  nämliehe  für  jede  Kurve  vier- 
ter Ordnung;  das  Beispiel  von  Pliicfc'er  zeigt  sogleich,  dass 
diese  Zahl  vier  ist. 

Wenn  ein  Teil  der  Km-ve  eine  in  zwei  reellen  Punkten 
ihn  berührende  Doppeltangente  besitzt,  so  ist  offenbar,  dass 
in  jedem  dieser  Punkte  der  Knrvenbogen  seine  Konvexität  der 
Tangente  zuwendet  und  dass  zwischen  beideu  ein  Bogenstück 
liegen  muss,  welches  gegen  die  Tangente  konkav  ist  —  also 
auch,  dass  das  konkave  Stüek  von  den  es  einschli essenden 
konvexen  Stöcken  durch  einen  Inflexionspunkt  auf  jeder  Seite 
getrennt  sein  musa.  Jede  solche  üoppeltangente  bedingt  also 
zwei  reelle  Inflesionspunkte  und  man  sieht  leicht,  dass  auch 
das  umgekehrte  richtig  ist.  Eine  Kurve  vierter  Ordnung 
kann  also,  weil  höchstens  vier  solche  Tangenten  auch  höch- 
stens acht  reelle  Inflexionen  haben  —  wie  in  der  vori- 
gen Ausgabe  dieses  Buches  aus  den  bekannten  Beispielen  ver- 
mutet wurde.  Zeuthen  verwendet  den  Namen  Oval  nur  fBr 
Teile  der  Kurve  ohne  reelle  Doppeltangente  und  also  ohne 
Inflexionen  und  nennt  einen  solchen  Teil  mit  einer  reellen 
Doppeltangente  ein  Unifolium,  einen  mit  zwei,  drei  oder 
vier  solchen  Doppeltangenten  respektive  ein  Bifolium,  Tri- 
folium und  Quadrifolium  — ,  so  dass  in  dem  Plückerschen 
Beispiel  7  die  vier  iimern  Kui-ven  Unifolia  sind  und  die 
äussere  Kurve  ein  Quadrifolium  ist,  wäkfend  Fig.  20c  auf 
pag.  58  zwei  Bifolia  und  Fig.  20e  ebendoi-t  eine  ringförmige 
Kurve  vierter  Oi'dnung,  ein  Quadiifolium  mit  imierem  Oval 
zeigt. 

249.  Zeuthen  beweist  femer  nach  der  von  uns  im  Bei- 
spiel 4  des  Ai-t.  126  auf  die  Frage  angewendeten  Methode, 
dasa  die  Berührungspunkte  von  irgend  drei  seiner  Doppeltan- 
genten in  einem  Kegelschnitt  liegen  und  dass  es  derselbe  Kegel- 
schnitt ist,  welcher  durch  die  Berührungspunkte  aller  vier 
Doppeltangenten  hindurchgeht.  Wenn  also  a.',,  x^,  x^,  x^ 
durch  Vergleichung  mit  Null  vier  gerade  Linien  repräsentieren 
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und  V=0  einen  Kegelaclmitt  liefert,  so  ist  die  Gleicliung  der 
Kurve  vierter  Ordnung  von  der  Form 

Und  Zeutbens  Analyse  der  möglichen  Formen  der  Kurven 
vierter  Ordnung  gründet  sieh  nun  auf  die  Unterscheidung  der 
Lagen,  welche  die  Schnittpuntte  der  vier  Geraden  mit  dem 
Kegelschnitt  in  Beziehung  zu  dem  von  ihnen  gebildeten  Vier- 
seit  haben  können.  3*'ür  die  Realität  aller  acht  Schnittpuntte 
der  vier  Geraden  Xf  mit  dem  Kegelschnitt  V  zählt  er  folgende 
Fälle  auf:  1}  Ringförmige  Kurve  oder  Quadrifolium  mit  in- 
nerem Oval;  2)  Quadrifolium  und  zwei  Ovale;  3)  vier  ünifolia; 
4)  Trifolium,  Ünifolium  und  ein  Oval;  5)  Bifolium,  zwei  Üni- 
folia und  ein  Oval;  6)  zwei  Bifolia  und  ein  Oval;  7)  zwei 
Bifolia  imd  zwei  Ovale;  8)  ein  Bifolium  und  zwei  Ünifolia; 
9)  ein  Trifolium,  ein  ünifolium  und  zwei  Ovale.  Er  gelangt 
so  zu  sechs unddreisaig  Fällen  im  Ganzen;  aber  die  Figuren, 
welche  er  fflr  die  neun  vorerwähnten  Falte  giebt,  reichen  zm- 
Erläuterung  der  übrigen  hin,  da  eine  geringe  Modifikation 
ein  Ünifolium  in  ein  Oval  verwandelt  u,  s.  w.  Diese  Klassi- 
fikation beruht  nur  auf  projektivischen  Eigenschaften  und  hat 
keinen  Bezug  zur  unendlich  fernen  Geraden- in  der  Ebene  der 
Kurve  oder  sie  ist  zugleich  eine  Klassifikation  der  projicieren- 
den  Kegel;  wir  erörtern  weiterhin  (Art.  250)  die  Grundsätze, 
nach  welchen  diese  Klassen  der  Kurven  vierter  Ordnung  in 
Spezies  eingeteilt  werden  können,  wenn  man  die  Natur  der 
unendlichen  Aste  in  Beti-acht  zieht. 

Dieselbe  Methode  der  Klassifikation  lässt  sich  auch  auf 
die  Kurven  vierter  Ordnung  mit  singulären  Punkten 
als  Grenzfälle  der  allgemeinen  anwenden  imd  Zeutben  re- 
gistriert und  diskutiert  die  folgenden  Fälle:  a)  konjugierte 
oder  isolierte  Punlfte  als  Grenzfalle  von  Ovalen;  b)  Knoten, 
welche  bei  Grenzfällen  von  ringförmigen  Kurven  vierter  Ord- 
nung entstehen,  wenn  der  iimere  Teil  den  äussern  schneidet, 
Knoten  ohne  reelle  anderswo  berührende  Tangenten,  —  in 
beiden  Fällen  bleiben  die  Zeuthen  sehen  Doppeltangenten  im- 
beeinflusst;  c)  ICnoten,  welche  entstehen,  wenn  zwei  ausser 
einander    liegende   Teile    zmn    Seliiiitt    kommen,   Knotim,    bei 
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denen  die  Tangenten  vom  Doppelpunkt  zwei  Doppeltangenfcen 
der  ersten  Art  absorbieren;  d)  Knoten  aus  dem  Zerfallen  eines 
Teils  Ton  gerader  Ordnung  in  den  Schnitt  zweier  Teile  von 
ungerader  Ordnung;  e)  zwei  imaginäre  Doppelpunkte  —  in 
ihrer  Verbindungalinie  sind  zwei  Doppeltangenten  der  ersten 
Art  vereinigt.  In  den  Fallen,  wo  die  Zeuthenechen  Doppel- 
tangenten beeinflusst  werden,  wird  die  Untersuchung  durch 
Betrachtung  der  Formen  geführt,  welche  die  Gleichung 

dann  liefert,  wenn  V  den  Schnittpunkt  von  zwei  der  Geraden 
enthält  oder  wenn  zwei  derselben  sieh  decken. 

250,  Um  die  Einteilung  der  Kurven  vierter  Ordnui^  be- 
züglich ihrer  unendlichen  Äste  zu  überblicken,  bemerken  wir, 
dase  die  unendlich  ferne  Gerade  einer  Kurve  vierter  Ordnung 
sehneiden  kann 

a)  in  vier  reellen  Punkten, 

b)  in  zwei  reellen  und  zwei  nicht  reellen, 

c)  in  vier  nicht  reellen, 

d)  in  zwei  zusammenfallenden  und  zwei  reellen, 

e)  in  zwei  zusammenfallenden  und  zwei  nicht  reellen, 

f)  zweimal  in  zwei  zusammenfallenden  Punkten,  welche 
reell  sind,  oder 

g)  welche  nicht  reell  sind, 

h)  in  drei  zusammenfallenden  Punkten  und  einem  einzel- 
nen reellen  Punkte, 

i)  in  vier  zusammenfallenden  Punkten; 
wobei  in  den  Fällen  d),  e),  f),  g)  weiter  zu  unterscheiden 
wäre,  ob  die  unendlich  ferne  in  zwei  zusammenfallenden  Punk- 
ten schneidende  Linie  eine  gewöhnliche  Tangente,  oder  eine 
Gerade  durch  einen  Doppelpunkt  ist,  der  entweder  ein  Knoten- 
punkt oder  .ein  isolierter  Punkt,  eine  Spitze  oder  ein  singu- 
lärer  Punkt  von  einer  der  im  Art.  244  erwähnten  Arten  sein 
kann.  Ebenso  kann  im  Falle  h)  die  unendlich  ferne  Gerade 
entweder  eine  gewöhnliche  stationäre  Tangente  oder  die  Tan- 
gente in  einer  Spitze  oder  in  einem  Doppelpunkte  sein  oder 
auch  eine  durch  einen  dreifachen  Punkt  gehende  Gerade  und 
im  Falle  i)  die  Tangente  in  einem  Undulationspunkt  oder  in 
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einem  Doppelpunkt  besondeiei  Alt  oder  in  einem  dreifachen 
Punkte.  Endlich  kann  ein  Punkt,  der  unter  den  Schnitten 
mit  der  unendli(,h  fernen  Geraden  einfach  zählt,  ein  Inflexioiia- 
oder  ündnlatiouspunkt  m  dei  Kurve  sein  und  auch  dies  wii-d, 
wenn  es  stattfindet,  emeVeiandeiung  in  der  Gestalt  der  Kurve 
bedingen,  die  bei  dei  vollständigen  Klassifikation  zu  berüek- 
siehtigen  ist. 

251.  Wh-  haben  früher  (Art.  70)  gezeigt,  wie  die  Glei- 
chung der  Hesseschen  Kurve  für  eine  Kurve  vierter  Ordnung 
zu  bilden  ist,  als  einer  Kurve  sechster  Ordnung,  die  sich  mit 
ihr  in  den  vierundzwanzig  Inilexionspunkten  schneidet.  Wir 
sahen  auch  in  Art.  92,  das»  die  Gleichung  der  Reeiprokeii 
einer  Kurve  vierter  Ordnung  von  der  Form 

S=-272'ä 
ist,  wo  6'  =  0  eine  Kurve  vierter  und  T=0  eine  Kurve  sech- 
ster Klasse  darstellt,  von  welchen  die  Form  der  Gleichung  zeigt, 
dass  dieselben  die  vierundzwanzig  stationären  Tangenten  der 
Kui-ve  zu  ihren  gemeinsamen  Tangenten  haben.  Die  Lösung 
des  Problems,  die  Gleichung  der  Kurve  zu  bilden,  welche 
durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangeiiten  einer  ge- 
gebenen Kurve  hindurch  geht,  ist  einem  spätem  Kapitel  vor- 
behalten worden  und  wir  werden  dort  zeigen,  dass  für  den 
Fall  der  Kurve  vierter  Ordnung  die  Gleichung  einer  solchen 
Kurve  in  der  Form 

geschrieben  werden  kann,  in  welcher  &  die  Kovariante 

bedeutet,  die  im  Art.  232  erwähnt  ist,  mit  if^,  ...  als  den 
ersten  Differentialen  der  Hesseschen  Determinante  und  den 
tTj^,  ...  als  den 

aus  den  zweiten  Differentialen  von    ü;  und  in  gleicher  Art  <i> 

die  Kovariante  lI,^^j^H des  Beisp.  1  im  Art.  231.    In  den 

nächsten  Artikeln  geben  wir  die  Theorie  der  Doppeltan- 
genten in  der  besondern  l^'orm,  welche  den  Kurven  vierter 
Ordnung  entspricht. 
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252.  Es  ist  zweckmässig,  diese  üntei-auchung  mit  dej- 
Darlegung  einer  allgemeineren  Theorie  zu  beginnen,  in  wel- 
cher die  Theorie  der  Doppelfcangenten  mit  enthalten  ist.  Wir 
betrachten  die  Gleichungsform 

unter  der  Voraussetzung,  dass  ü=0,  F=0,  W^O  Kegel- 
schnitte repräsentieren,  eine  Form  mit  sechzehn  jmpliciten 
Konstanten,  auf  welche  alao  die  Gleichung  jeder  Kurve  vierter 
Ordnung  in  verschiedenen  Arten  zurückgeführt  werden  kann, 
wie  wir  es  weiterhin  vollständiger  Übersehen  werden.  Die 
Form  der  Gleichung  zeigt,  dass  jeder  der  Kegelschnitte 
Z7=0,  W=0  die  Kurve  vierter  Ordnung  in  vier  Punk- 
ten berührt,  nämlich  in  den  Schnittpunkten,  die  er 
mit  dem  Kegelschnitt  F=0  erzeugt.  Wir  haben  früher 
(„Kegelschn."  Art.  304  flg.)  die  Gleichung 

für  den  Fall  diskutiert,  in  welcliem  U=0,  F==0,  1^=0  ge- 
rade Linien  darstellen  und  bemerken  jetzt,  dass  die  dort  ge- 
fundenen Resultate  gütig  bleiben,  wenn  sie  Kegelschnitte  re- 
präsentieren, so  bald  man  die  geeigneten  Modifikationen  an- 
bringt; d.h.  so  bald  man  bedenkt,  dass  zwei  durch  Gleichungen 
von  der  Form 

dargestellte  Kegelschnitte  sich  statt  in  einem  Punkte  in  vier 
Punkten  durchsehneiden  und  dass,  wenn  für  einen  Kegelschnitt 
von  solcher  Gleichung  ein  Punkt  gegeben  ist,  drei  andere 
Punkte  mit  bestimmt  sind,  weil  für 

der  Kegelschnitt 

durch  die  vier  Punkte  geht,  welche  durch  die  Gleichungen 

gegeben  sind.  Aus  der  soeben  erinnerten  Diskussion  in  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  folgt,  dass  die  Kurve  vierter 
Ordnung  TJW=V^  als  die  Enveloppe  des  veränder- 
lichen Kegelschnittes 
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mit  X  als  Parameter  betrachtet  werden  kann,  welcher  liie  ge- 
gebene Kurve  in  den  vier  durch 

bestimmten  Punkten  berührt.    Die  zwei  Gruppen  voji  vier 
Punkten,   in   welchen   irgend    zwei    der    umhüllenden 
Kegelschnitte   die   Kurve   berühren,   liegen   in   einem 
andern  Kegelschnitt,  wie  es  die  Gleichungsform 
{lW+2lV+W)(ji^U+2iir+W) 
=^{VF+(-l4-(*)F+W}^ 
lehrt,   die  mit   ÜW^V^  identisch  ist.     Ebenso   können   die 
Eigenschaften  der  Pole  und   der  Polaren  auf  die  betrachtete 
Kurve  ausgedehnt  werden.     Durch  jeden   Punkt   oder   durch 
eine  Gruppe  von  vier  Punkten,  wie  wir  sagen  können,  gehen 
zwei  Kegelschnitte  des  Systems 

deren  zweimal  vier  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt 

UW'+WÜ'-2VV'=^0 
liegen,  den  man  ais  die  Polare  des  gegebenen  Punktes  oder 
der  gegebenenPanktegruppe  bezeichnen  kann.  Dann  zeigt 
die  Symmetrie  dieser  Gleichungen,  dass  die  Polare  in  diesem 
Sinne  des  Wortes  für  irgend  einen  Punkt  des  letztern  Kegel- 
schnitts durch  den  gegebenen  Punkt  geht  („Kegelschn."Aril06). 
Umgekehrt  schneidet  irgend  ein  Kegelschnitt 

aU+bV  +  cW^O 
die  Kurve  vierter  Ordnung  in  zwei  Gruppen  von  vier  Punkten, 
durch  deren  jede  ein  die  Kurve  vierfach  berührender  Kegel 
schnitt  gelegt  werden  kann;  und  die  beiden  letztem  Kegel- 
schnitte sehneiden  sich  in  einer  Gfruppe  von  Punkten,  die  den 
Pol  von 

aU  +  bV-i'CW^O 
in  dem  entwickelten  Sinne  des  Wortes  bilden. 

253.  Wir  erinnern  uns  femer  der  im  Art.  360  der  „Kegel- 
schnitte" begründeten  Eigenschaften  eines  Systems  von  Kegel- 
schnitten von  der  Gleichung 
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p^ü  +  y.V  +  y.W'^O. 
Weiiu  diese  Gleichnngen  ein  Paar  von  geraden  Linien  reprä- 
sentiert, HO   liegt  der  Schnittpunkt  derselben   in  einer  festen 
Kurve    dritter  Ordnung,   der  Jacobischen  Determinante   dei" 
drei  Kegelschnitte 

(7^0,     V=0,     W=0, 
welche  auch  als  der  Ort  eines   Punktes   definiert  ist,   dessen 
Polaren  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Systems 

durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen.  Wenn  wir  zwei  Kegel- 
schnitte dieses  Systems  betrachten,  so  ist  che  Gleichung  jedes 
durch  ihre  Schnittpunkte  gehenden  Kegenschnittes  von  dersel- 
ben Form  und  die  Schnittpunkte  jedes  der  drei  Paare  von  ge- 
i-aden  Linien,  welche  diese  vier  Punkte  verbinden,  liegen  so- 
mit auch  in  der  Jacobischen  Kurve.  Wenn  die  Kegelschnitte 
einander  berühren,  so  fallen  zwei  dieser  Schnittpunkte  mit  dem 
BerühiTuigspiiiikte  zusammen;  wenn  also  zwei  Kegelschnitte 
des  Systems 

einander  berühren,  so  liegt  der  ßertthningspiuikt  in  der  Ja- 
cobischen Kurve.     Dasselbe  System 

kann  femer  als  das  System  der  Polarkegelschnitte  des  ver- 
änderlichen Punlctes  ifi  in  Bezug  auf  eine  gewisse  feste  Kurve 
dritter  Ordnung  betrachtet  werden,  welche  die  Jacobische 
Kurve  des  Systems  zu  ihrer  Hesseschen  Kurve  hat,  und  deren 
G-leiehnng  aus  denen  der  drei  Kegelschnitte  gebildet  werden 
kann.  Alle  die  geraden  Linien  der  Paare  von  solchen  endlich, 
welche  durch  die  Gleichung 

dargestellt  werden,  berühren  eine  Kurve  dritter  Klasse,  die  Gay - 

leysche  Kurve  der  zuletzt  erwähnten  Kurve  dritter  Ordnung. 

254.  Da  insbesondere  jeder  der  umhüllenden  Kegelschnitte 

und  der  entsprechend  durch  die  vier  Berührungspunkte  des- 
selben mit  der  Kurve  gehende  Kegelschnitt  in  der  Form 
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enthalten  aind,  so  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  der  drei  Paare 
von  Geraden,  welche  die  Berührungspunkte  der  Enveloppe 
UW^  V^  mit  einem  der  umhüllenden  Kegelschnitte  verbin- 
den, auf  einer  festen  Kurve  dritter  Ordnung  liegen,  nämlich 
in  der  erwähnten  Jacobischen  Kurve;  indes  die  Geraden 
selbst  sämtlich  von  einer  festen  Kurve  dritter  Klasse,  der 
Cayleyschen  Kurve  berührt  werden. 

Wenn  ferner  die  beiden  Kegelschnitte 

kXJ+V'-O    und    AF+Ff-O 
eina.nder  berühren,  so  hat  der  Kegelschnitt 

anstatt  die  Kurve  vierter  Ordnung  in  vier  verschiedenen  £*unk- 
ten  KU  berühren,  eine  zweifache  gewöhnliche  Berührung  mit 
ihr  und  schneidet  sie  also  in  vier  aufeinander  folgenden  Punk- 
ten. Nach  dem  eben  Entwickelten  liegt  dieser  Punkt  einer 
Berührung  höherer  Ordnung  auf  der  Jacobischen  Kurve  und 
es  giebt  zwölf  Kegelschnitte  in  dem  System 

>l«E7+2AF-f  jy-0, 
welche  mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  eine  solche  höhere  Be- 
rührung  eingehen;   denn   durch  jeden  der   Schnittpunkte   der 
Jacobischen  Kurve  mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  geht  einer 
derselben. 

255.  Es  giebt  in  dem  System 

rr/-H2AF-f-^=0 
sechs  Kegelschnitte,  welche  sich  auf  gerade  Linien  reduzieren; 
denn  die  Diskriminante  dieser  (Gleichung  ist  als  Funktion  vom 
dritten  Grade  in  ihren  Koefficienten  vom  sechsten  in  A,  so 
dass  sechs  Werte  von  X  existieren,  für  die  sie  verschwindet. 
Wenn  aber  einer  der  umhüllenden  Kegelschnitte  in  gerade 
Linien  zerfällt,  so  liegen  seine  vier  Berührungspunkte  paar- 
weis in  den  ihn  bildenden  Geraden  mid  jede  derselben  ist 
somit  eine  Doppeltangente  der  Kurve  vierter  Ordnung.  Es 
erhellt  dann  aus  Art.  246,  dass  für 

n  =  0,     6  =  0;     c  =  0,     (^-O 


yGoosle 


Die  zerfallenden  Kegels chiiitte  des  Systems.  2fifi.  297 

als  die  Ausdrücke  von  irgend  zweien  unter  diesen  sechs  Paaren 
von  Doppeltangenten  die  Gleichung  der  Kurve  vierter  Ordnung 
in  die  Form 

gebracht  werden,  welche  aussagt,  dass  die  acht  Berührungs- 
punkte auf  einem  Kegelschnitte  F==0  liegen.  So  sehen  wir, 
dass  die  Form 

sechs  Paare  von  Doppeltangenten  der  Kurve  vierter  Ordniing 
einschiiesst,  welche  zwölf  Doppeltangeuten  sämtlich  eine  Kurve 
dritter  Klasse,  die  Cayleysche  Kurve  des  Systems,  berühren, 
während  zugleich  die  Durchschuittspuukte  der  einzelnen  Paare 
auf  der  Jacobischen  Kurve  dritter  Ordnung  liegen;  dass  fer- 
ner die  jedesmaligen  beiden  andern  Paare  der  Verbindungs- 
linien der  Berührungspunkte  je  eines  dieser  Paare  von  Doppel- 
tangenten die  Cayleysche  Kurve  gleichfalls  berühren  und  ihre 
Durchschnitts  punkte  auf  der  Jacobischen  Kurve  liegen.  Mau 
kann  dies  in  etwas  modifizierter  Form  ausdrücken,  wenn  man 
von  der  Kurve  dritter  Ordnung  /S'=0  ausgeht,  von  welcher 
die  Kegelschnitte 

fr=.o,    F=o,    w^-o 

Polarkegelschnitte  sind.  Wenn  dann  die  Gleichung  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  eine  in  U,  f,  W  quadratische  Funktion  ist, 
so  ergiebt  sich  daraus,  dass  das  Verschwinden  einer  solchen 
Funktion  die  Bedingung   ausdrückt,  unter  welcher  die  Linie 

einen  festen  Kegelschnitt  berührt,  das  Resultat,  dass  die  Kurve 
vierter  Ordnung  als  der  Ort  eines  Punktes  definiert  werden 
kann,  dessen  Polare  in  Bezug  auf  eme  Kurve  dritter  Ordnung 
yS  =  0  einen  festen  Kegelschnitt  berührt;  oder  mit  andern 
Worten,  dass  man  sie  als  den  Ort  der  Pole  der  Tangenten 
dieses  festen  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  die  Kurve  dritter 
Ordnung  und  endlieh  als  die  Enveloppe  der  Pol  arkeg  ei  schnitte 
der  Punkte  dieses  festen  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  dieselbe 
auffassen  kann.  Dann  entsprechen  die  Doppeltangenten  der 
Kurve  vierter  Ordnung  den  Punkten,  in  welchen  dieser  Kegel- 
schnitt die  Heasesche  Kurve  von  S  =  0  durchschneidet. 
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256.  Wir  betmehten  nun  irgend  zwei  unter  den  Doppel- 
tangenten  einer  Kurve  vierter  Ordnung  als  Fundamentaliinien 

a;^  =  0,     a;2  =  0; 
da  für  ^^  =  0  die  Gleichung  der  Kurve   auf  ein  vullstäiidigew 
Quadrat,  sagen  wir 

(x^^+ax^x^  +  bx^^y 

und  füf  ^g  =  0  auf  ein  anderes 

reduziert  werden  muss,  so  scblieaaen  wir,  dasa  die  (ileichung 
der  Kurve  vierter  Ordnung  von  der  Form 

x^x^TJ^  {x^-{-ax^x^-^h'X^^-{-cx^x^-{-dx^^'f 
ist,  d.  li.  von  der  Form 

welche  wir  soeben  diskutiert  haben.  Wir  können  sie  auch  in 
die  Form 

x,x.^{X^l! -\-  'IlV+x^x^)  =  (x^x.^  +  XTf 

setzen.  Es  giebt,  wie  wir  gesehen  haben,  ausser  dem  Werte 
^  =  0,  welcher  dem  Paar  «j^O,  3:^  =  0  entspricht,  fünf  andere 
Werte  von  A,  für  welche 

ein  Paar  von  Geraden  darstellt  und  man  kann  somit  die  Glei- 
chung in  fünf  verschiedenen  Arten  auf  die  Form 

'x^x,^x.^x,  =  V^ 
reduzieren,  Oder  durch  die  vier  Berührungspunkte  von 
irgend  zwei  Doppeltangenten  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung können  fünf  Kegelschnitte  beschrieben  werden, 
von  denen  jeder  durch  die  vier  Berflhrungapunkte 
zweier  andern  Doppeltaugenten  geht. 

Eine  Kui-ve  vierier  Ordnung  ohne  singulare  Punkte  hat 
28  Doppeltangenten  und  es  giebt  daher  für  sie  |-  ■  28  ■  27  =  378 
Paare  von  Doppeltangenten;  jedes  dieser  Paare  giebt  fünf  ver- 
schiedenen Kegelschnitten  den  Ursprung,  aber  jeder  derselben 
kann  aus  jedem  der  sechs  verschiedenen  Paare  entspringen, 
welche  die  vier  ihm  entsprechenden  Doppeltangenten  erzeugen; 
es  giebt  also  überhaupt  |  ■  378  oder  315  Kegelschnitte, 
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von  denen  jeder  durch  die  BeriihniiLgspunkte  von  vier 
Doppeltaagenten  einer  Kurve  vierter  Ordnung  geht,^^) 

257.  Wir  fanden,  dass  jedes  Paar  von  Doppeltangenten 
mit   fünf  andern  Paaren   verbunden   eine   Gfruppe    von   sechs 

.  bildet,  filr  welche  die  Berührungspunkte  von  irgend 
1  dieser  Paare  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  und  es  folgt 
daraus,  daes  die  378  Paare  in  63  solcher  Gruppen  von  sechs 
zerfallen.  Die  zwölf  Doppeltangenten  jeder  Gruppe  berühren 
dieselbe  Kurve  dritter  Klasse,  und  diese  Kurve  wird  auch  von 
den  geraden  Linien  berührt,  welche  direkt  und  kreuzweis  die 
vier  BerOhrangspunkte  jedes  dieser  Paare  verbinden.  Die 
Durchschnittspunkte  der  Doppeltangentenpaare,  und  ebenso 
die  der  Paare  der  besagten  Verbindungslinien  liegen  auf  einer 
Kurve  dritter  Ordnung.  Jeder  Gruppe  entsprechen  zwölf  Kegel- 
schnitte, von  denen  jeder  mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  eine 
zweifache  Berührung  erster  Ordnung  hat  und  sie  überdies  in 
vier  aufeinander  folgenden  Punkten  schneidet;  die  zwölf  Punkte 
dieser  Berührung  höherer  Ordnung  liegen  gleichfalls  in  der 
erwähnten  Kurve  dritter  Ordnung.  Es  ist  offenbar,  dass  aus 
den  63  Gruppen  756  solcher  Kegelschnitte  entspringen. 

258.  Um  zu  einer  Übersicht  über  die  315  Kegelschnitte 
zu  gelangen,  bezeichnen  wir  vorläufig  die  ersten  26  Doppel- 
tangenten durch  die  Buchstaben  unseres  Alphabets  und  die 
letzten  beiden  durch  die  Buchstaben  tp  und  il>;  wir  repräsen- 
tieren auch  den  durch  die  acht  Berührungspunkte  der  Doppel- 
tangenten a,  b,  c,  d  gehenden  Kegelschnitt  durch  abcd.  Wenn 
dann  abcd,  abef  zwei  der  315  Kegelschnitte  sind,  so  gehören 
die  Paare  aö,  cd,  ef  zu  derselben  Gruppe  und  nach  dem  Ent- 
wickelten ist  cäef  ein  anderer  von  ihren  Kegelschnitten.  Dies 
kann  direkt  wie  folgt  bewiesen  werden.     Sei 

die  Gleichung  der  Kurve  vierter  Ordnung  oder  in  anderer  Form 

ab {cd^-  2A  F-f  i?al)  -  (F+  kahf, 
so  können  wir  X  so  bestimmen,  dass 

cd  +  'ikV  +  X'ab^ef 
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wird;  die  Substitution  des  Wertes  von  V  aus  dieser  ü-leichung 
in  die  der  Kurve  vierter  Ordnung  giebt 

icdef--  (cd  +  ef-  X^ab)% 
eine  Form,  welche   den  ausgesproehenen  Satz   beweist,     Ma.ii 
erkennt  ho,  dass  für  drei  gegebene  Paare  von  geraden  Linien 
als  Doppeltang enten  einer  Kurve  vierter  Ordnung  von  dersel- 
ben Gruppe  die  Gleichung  der  Kurve  von  der  Form 

sein  mass,  so  dass  für  zwei  weitere  gegebene  Punkte  eine  ein- 
zige Kurve  vierter  Ordnung  gefunden  werden  könnte,  die  den 
vorgesebriebenen  Bedingungen  genügt. 

Da  jeder  Gruppe  fünfzehn  Kegelschnitte  entsprechen,  welche 
respektive  durch  die  Berührungspunkte  jeder  zwei  von  den  sechs 
Paaren  der  Gruppe  hindurchgehen,  so  könnte  es  scheinen,  dass 
f)3. 15  =  945  derartige  Kegelschnitte  existieren;  da  aber  jeder 
Kegelschnitt  abcd  dabei  dreifach  gezählt  ist,  nämlich  als  den 
drei  Gruppen 

«6,  cd,  ...]    ac^  bd,  ...;     ad,  hc,  ... 
augehörend,  so  kommt  die  Gesamtzahl  der  Kegelschnitte  wie 
vorher  zurück  auf  315. 

259.  Betrachten  wir  nun  irgend  einen  Kegelschnitt  ahcd, 
so  können  die  ( 


ah,  cd,  ...  und  ac,  hd,  ... 
keine  ande]-e  Doppeltangente  gemein  haben,  so  lange  die  Kurve 
vierter  Ordnung  ohne  singulare  Punkte  vorausgesetzt  wird. 
Wenn  also  z.  B.  ahef  ein  Kegelschnitt  der  ersten  Gruppe  ist, 
so  kann  aceg  nicht  ein  Kegelschnitt  der  zweiten  Gruppe  sein. 
Denn  nach  Art.  2bl  kann  der  durch  die  Berührungspunkte  von 
«,  b,  c,  d  gehende  Kegelschnitt  in  der  Form 

^ab+j{cd-ef)^0 

ausgedrückt  werden  und  wenn  acey  ein  anderer  Kegelschnitt 
wäre,  so  müsste  dies  mit 
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identisch  sein.     Aus  dieser  Identität  wäre  zu  schliessen,  dass 

sei  und  dass  folgliet  e  als  identisch  mit  einem  der  Faktoren, 
in  welche  die  linfee  Seite  zerfällt,  entweder  durch  den  Schnitt- 
punkt von  &  und  c  oder  durch  den  von  a  und  d  geht;  in  jedem 
dieser  Fälle  wäre  aber  der  Punkt,  durch  welchen  e  gehen  müsste, 
ein  Doppelpunkt  in  der  Kurve 

Ak^ahcd  ^  (X^ab  +  cd-'  effi 
und  die  Kurve  vierter  Ordnung  hätte  also  der  Voraussetzung 
entgegen  einen  singulären  Punkt,    In  genau  demselben  Wege 
sehen  wir,  dass  wenn  abef^  acmn  zwei  der  Kegelschnitte  sind, 
eine  Identität 


(«-,«)  (»-1^)4.^-^. 


besteht  und  dass  also  von  den  Diagonalen  des  Vierseits  efmn 
eine  durch  ad  und  die  andere  dui-ch  bc  geht;  d.  h.  die  Durch- 
schnitt spunkte  der  Paare  der  Doppeltangenten  liegen  nach  einei- 
bestimmten  Kegel  zu  drei  in  einer  G-eraden. 

Wenn  ein  Schema  der  315  Kegelschnitte  gemaeht  wäre, 
so  hat  die  Unterscheidung  keine  Schwierigkeit,  welche  der 
Diagonalen  durch  ad  and  welche  durch  bc  geht;  z.  B.  wenn 
erkannt  ist,  dass 

aemu^  afnv  und  aduv 
Kegelschnitte  des  Systems  sind,  so  erkennen  wir  in  derselben 
Art  wie  vorher,  dass  die  Diagonalen  des  Vierseits  emfn  durch 
ad  und  uv  geben  und  erfahren  also,  dass  ad  in  der  geraden 
Verbindung  von  ew,  fm  liegt.  Beti-aehten  wir  dann  einen  Kegel- 
schnitt abcd,  so  gehört  derselbe  zu  den  drei  Gruppen 

ah,  cd,...]     ac,  bd,...;     und     ii,d,  bc,  — 
und  jedes  der  sechzehn  Vierseite,   welche  man  erhält,  indem 
man  eines  der  vier  andern  Paare  der  Gruppe  ac,  bd  mit  einem 
der  Paare  aus  der  Gruppe  ad,  bc  kombiniei-t,  hat  eine  durch 
ab  gehende  Diagonale.    Nun  gehört  das  Paar  ab  zu  fünf  ver- 
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schiedenen  Kegelschnitten  und  es  giebt  somit  SO  Vieraeite, 
welche  eine  durch  ab  gehende  Diagonale  besitzen.  Aber  man 
findet,  dass  diese  Vierseite  in  Paare  geteilt  werden,  welche 
eine  Diagonale  gemein  haben  und  es  gehen  deshalb  durch  je- 
den der  378  Punkte  ai  40  Gerade,  von  denen  jede  durch  zwei 
andere  unter  denselben  Punkten,  geht  und  deren  Gesamtzahl 
somit  gleich  5040  ist. 

.  260.  Wir  sind  nun  in  der  Lage,  ein  Schema  der  315  Kegel- 
schnitte aufzustellen,  in  welchem  nur  die  Bezeichnung  will- 
kürlich ist.    Beginnen  wir  mit  der  Aufschreibung  der  Grupiie 

ab,  cd,  ef,  gh,  ij,  ?cl, 
so  können  die  Gruppen 

ac,  bd    und     ad^  bc, 

weil  sie  weder  mit  einander  noch  mit  der  vorigen  Gruppe  eine 
Doppeltang ente  gemein  haben  können,  geschrieben  werden: 

ac,  hd,  mn,  op,  qr,  st;  ad,  hc,  uv,  wx,  yz,  (pi^. 
Um  sodann  die  Gruppe  ue,  hf  zu  bilden,  erinnern  wir,  dass 
dieselbe  keine  Üoppeltangente  aus  der  Gruppe  ah  enthalten 
kann,  dass  aber  in  jedem  ihrer  Paare  eine  der  Doppeltangeuten 
aus  der  Gruppe  ac  mit  einer  aus  der  Gruppe  ad  kombiniert 
sein  muss.  Da  nun  die  Bezeichnung  der  Paare  dieser  Gruppen 
in  unserm  Belieben  stand,  so  ist  es  gleichfalls  nur  Sache  der 
Bezeichnung  und  schliesst  nicht  irgend  eine  geometrische  Be- 
dingung ein,  wenn  wir  diese  Gruppen  in  der  Form 

ae,  if,  tnu^  oiv,  qy,  sip 
achreiben.   Ebenso  ist  ea  nur  Sache  der  Bezeichnung,  wenn  wir 
voraussetzen,  dass  die  Doppeltangenten  so  bezeichnet  seien,  da.ss 

ag  mid  mx,     ai  und  mz,    ah  und  mip 
respektive  zur  nämlichen  Gruppe  gehören  sollen.    Wenn  also 
dies  vorausgesetzt  wird,  so  findet  man,  dass  die  Gruppe  af,  bc 
notwendig  iat 

UV,  px,  rz,  ttp 
und  kann  so  Schritt  für  Schritt  zur  Bildung  des  ganzen  Sy- 
stems gelangen.   Eine  Tafel  der  315  Kegelschnitte  mitzuteilen, 
erscheint   nicht  mehr  nötig,    seit  Hesse  einen  Algorithmus 
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rben  und  Cayley  denselben  eingehend  diskutiert  hat, 
der  in  einer  leicht  erltennbaren  Weiip  die  gegenseitigen  Be- 
ziehungen der  28  Doppeltaugenten  aubdiuckt.™*)  Hesses 
Methode  fusat  auf  Betrachtungen  aus.  der  (leometrie  von  drei 
Dimensionen.     Er  vergleicht  mit  Null  die  Diakriminante  von 

für 

P_.o,    v^o,    Tr=o 

als  die  Gleichungen  von  drei  l^'läehen  zweiten  Grades;  da  die- 
selbe eine  Punktion  vom  vierten  Grade  in  den  y^  ist,  so  be- 
zeichnet ihr  Verschwinden  eine  ebene  Kurve  vierter  Ordnung, 
wenn  man  die  ?/,  als  Veränderliclie  betrachtet.  Für  jede  Wert- 
gruppe der  y,-,  für  welche  die  Diskriminante  verschwindet, 
ist  aber 

die  Gleichung  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade,  so  dass  jeder 
Punkt  der  ebenen  Kurve  vierter  Ordnung  einem  Punkt  im 
Räume,  nämlich  dem  Scheitel  dieses  Kegels  entspricht;  und 
Hesses  Methode  verbindet  die  Doppeltangenten  der  ebenen 
Kurve  vierter  Ordnung  mit  den  geraden  Verbindungslinien  der 
acht  Punkte  des  Raumes,  welche  die  Schnittpunkte  von  drei 
Flächen  zweiten  Grades  sind.''*)  Wir  wollen  nun  die  Bezeich- 
nung benutzen,  welche  Hesses  Methode  darbietet,  aber  von 
Sätzen  aus  der  Geometrie  des  Raumes  keinen  Gebrauch  machen. 
261.  Die  Kombination  der  acht  Zeichen 
1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8 
in  Paaren  giebt  uns  28  Symbole 

12,  13, 78, 

welche  wir  zur  Bezeichnung  der  28  Doppeltangenten  benutzen. 
Diese  Bezeichnung  erlaubt,  die  geometrischen  Beziehungen  der 
28  Doppeltangenten  auszudrücken,  während  sie  freilich  die 
Symmetrie  des  ganzen  Systems  nicht  darstellt,  weil  erwartet 
werden  möchte,  dass  die  Doppeltangente  12  in  anderer  Weise 
mit  den  Doppeltangenten  13,  14,  u.s.w.  als  mit  34,  56,  u.s.w. 
verbunden  sei,  während  in  der  That  keinerlei  Unterschied  zwi- 
schen den  geometrischen  Beziehungen  der  verschiedenem  Paare 
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Wir  setzen  die  Zeieten  aber  so  gebraucht  voraus, 
dass  12,  34,  56,  78  vier  Doppeltangenten  bezeichnen,  deren 
acht  Berührungspunkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  und  dass 
jede  Gruppe  von  vier  Doppeltangenten  dieselbe  Eigenschaft 
habe  deien  vier  Doppeltangenten  «üämtliche  acht  Zeichen  ent- 
halten Die  Zihluug  ergiebt  ab«  sofort,  dass  nur  105  An- 
ordnungen dei  b  Zeichen  m  Reihen  wie  12,  34,  56,  78  mög- 
lich sind  und  dass  diher  dit,  iibiigeu  210  Kegelschnitte,  welche 
\ier  Doj  pelt  mgenten  entipi  etilen  nicht  in  dieser  Weise  dar- 
gestellt werden  können  \\u  bilden  ihre  Symbole  so,  dasa 
die  Zeichenpaaie  aus  irgend  emei  Anordnung  von  vier  der 
acht  Zuchen  c^khseh  geordnet  sind  wie  z.  B.  12,  23,  34,  41; 
es  hssen  sich  m  der  That  *10  solcher  Tetraden  aufstellen. 
Dann  besteht  die  zu  dem  Paar  12,  34  gehörende  Gruppe  aus 

o6,  7fe,     57,  68,    58,  b7,     13,  24;     14,  23 
und  die  an  einem  Paare  wie  12,  13  gehörige  aus 

24,  34;     25,  35;     26,  36;     27,  37;     28,  38. 
In  dieser  Weise  wird  die  Vereinigung  der  Doppeltangenten  in 
Gruppen  durch  die   Bezeichnung  vollständig  angegeben.     Es 
könnte  aber  erwartet  werden,  dass  die  105  Kegelschnitte  von 
der  Form 

12,  34,  56,  78 
in  ihren  Eigenschaften  von  den  210  Kegelschnitten  der  Form 

12,  23,  34,  41 
abweichen,  während  dies  in  der  That  nicht  der  Fall   ist  und 
vielmehr  die  315  Tetraden  ein  untrennbares  System  bilden. 

262.  Aus  den  Untersuchungen  von  Hesse  hat  Cayley 
die  folgende  allgemeine  Regel  gezogen:  Eine  zweiseitige 
Substitution  lässt  die  geometriechen  Beziehungen  der 
durch  irgend  eine  Reihe  von  Symbolen  dargestellten 
Doppeltangenten  ungeändert.  Wenn  wir  ein Substitutions- 
aymbol  wie  1234.5678  büden,  so  bezeichnet  eine  zweiseitige 
Substitution  irgend  welche  Vertauschung  der  Paare 

12,  34;     13,  24;     14,  23 
und  der  Paare 

56,  78;     57,  68;     Ö8,  67, 
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bei  unveränderter  Belaseung  solcher  Paare  wie  15,  36,  in  denen 
ein  Zeichen  der  ersten  Gruppe  von  vieren  mit  einem  der  zwei- 
ten Gruppe  verbunden  iat.  Die  Zahl  solcher  zweiseitigen  Sub- 
atitütioneu  ist  35  und,  wenn  wir  die  unveränderte  Belassung 
aller  Paare  eins ehli essen,  36. 

Wenn,  wir  z.  B.  die  zweiseitige  Substitution  1234.5678 
auf  das  Paar  12,  34  anwenden,  so  erhalten  wir  dasselbe  Paar 
in  entgegengesetzter  Ordnung,  aus  12,  13  erhalten  wir  34,  24, 
ein  Paar  von  dem  nämlichen  Typus  mit  12,  13;  aus  12,  15 
entsteht  34,  15,  ein  Paar  von  scheinbar  verschiedenem  Typus, 
aber  nicht  vom  ursprüngliehen  verschieden  in  geometrischer 
Hinsicht,  Wenn  wir  also  dieselbe  zweiseitige  S.ubstitution  auf 
die  Tetrade  15,  67,  28,  34,  d.  i.  eine  der  105  ersten  anwen- 
den, so  entsteht 

15,  58,  82,  21, 

eine  der  210  zweiten,  die  also  nach  der  Regel  die  njimlichen 
geometrischen  Eigenschaften  besitzt. 

263.  Die  nachstehende  Tabelle  über  die  geometrischen  Be- 
ziehungen der  Doppelt  an  genten  der  Kurven  vierter  Ordnung 
ist  von  Cayley  gegeben  worden  bis  auf  die  nach  Riemann- 
Weber  hinzugefügte  Gruppe  der  Heptaden."^)  Die  beigefügten 
geometrischen  Zeichen  setzen  voraus,  dass  die  Zeichen  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  7,  8  als  Punkte  betrachtet  werden  und  dasa  jedes  Paar 
derselben  durch  eine  die  zwei  entsprechenden  Punlcte  verbin- 
dende Gerade  angezeigt  wird.  So  ist  A  das  Symbol  für  das 
Glied  12,  23,  31.  Mit  Hilfe  dieser  Bezeichnung  können  wir 
sogleich  übersehen,  dass  das  Symbol  irgend  einer  Gruppe  in 
dem  System  von  15120  Gliedern  eines  der  Symbole  |||,  [J  ent- 
halten muss,  d.  h.  dass  unter  den  acht  Berührungspunkten  der 
Doppeltangenten  einer  Gruppe  immer  sechs  sind,  welche  auf 
einem  Kegelschnitt  liegen;  während  dagegen  in  den  geometri- 
schen Zeichen  der  Gruppen  des  Systems  von  5040  Gruppen 
der  letzten  Art  die  Zeichen  ||[,  [J  nicht  als  Teile  auftreten. 

In  demselben  Sinne  können  dann  die  beiden  Gruppen 
von  Hexaden  von  Doppeltangenten  ani  Schlüsse  der  Tabelle 
aufgestellt  und  bezeichnet  werden. 
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Geome- 

Zahl 
der 

BeprSacn- 

öeometrischar  Charakter. 

1 

38             S8 

12. 

Doppeltangenten. 

V 

IJ 

l^M         378 
3101 

12.   13, 
12.  34. 

u 
III 

420  1 

12,  23.  34. 
12.  34.  56. 

.nem  Kegelschnitt  angehören. 

A 
VI 

bg] 

1680        2016 
280 I      8276 

12.  23,  31. 
12.  23,  46. 
12.  23.  14. 

Triaden,  deren  6  Berühmngs- 
punkte  nicht  in  einem  Kegel- 
schnitt liegen. 

IUI 

D 

210f 

12.  34.  66.  78. 
12.  23.  34.  41. 

Tetraden  von  Doppeltangenten, 
deren  8  Bemhningapunkte  in 
einem  Kegelschnitt  liegen. 

IIV 
lU 

Lr 
hl 

25201 
5040 
3360  [   15120 

840 
3360) 

12.  34.  56.  67. 
12.  34.  45.  56. 
12.  23.  34.  45. 
12    23.  31.   14. 
12.  13,  14.  45. 

Teträden  von  Doppeltangenten, 
für  welche  6  der  8  Berührungs- 
punkte anfeinem  Kegelschnitt 
liegen. 

AI 

IV 
VV 

560 

2««        5040 
1680 
2620      20476 

12.  34.  45.  53. 
12.  13.  14-  15. 
12.  34.  35.  36. 
12.  13.  45.  46. 
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Es  sind  die  1008  und  5040  Hexaden,  welclie  von  Hesse 
und  Hteiner  als  solche  Doppeltangenten  studiert  worden  sind, 
deren  jedesmal  zwölf  Beriilirungspunlcte  auf  einer  eigentlichen 
Kurve  dritter  Ordnung  liegen,  indes  für  die  erste  Reihe  der- 
selben keine  aechs  derselben  aai  einem  Kegelschnitte  liegen, 
während  für  die  letzten  die  zwölf  Berührungspunkte  in  zwei 
Gruppen  von  sechs  auf  je  einem  Kegelschnitte  zerfallen.  Es  ist 
hinzuaufügen ,  dass  die  sechs  Taugenten  jeder  der  1008  Hexa- 
den des  ersten  Systems  denselben  Kegelschnitt  berühren,  wie 
es  aus  Aronholds  in  den  folgenden  Artikelu  darzustellenden 
Untersuchungen  sich  ergeben  hat;  wahrend  die  sechs  Tangen- 
ten einer  jeden  unter  den  5040  Hexaden  des  zweiten  Systems 
in  drei  Paare  so  zerfallen,  dass  ihre  drei  Durchschnitts  punkte 
in  einer  geraden  Linie  liegen,  wie  es  a.na  Art.  259  sieh  ergieht. 

264.  Aronhold''^)  hat  bewiesen,  daas  für  sieben  willkür- 
lich gegebene  gerade  Linien  eine  Kurve  vierter  Ordnung  ge- 
funden werden  kann,  die  dieselben  zu  Doppoltangenten  hat 
und  dass  deren  andere  Doppeltangenten  durch  lineare  Kon- 
struktionen bestimmbar  sind.  Die  Methode  der  Untersuchung 
geht  von  den  Eigenschaften  eines  Systems  von  Kurven  dritter 
Klasse  aus,  welche  sieben  gemeinschaftliche  Tangenten  besitzen 
und  es  erscheint  daher  zweckmässig,  hier  zuerst  die  Eigen- 
schaften des  dem  Leser  vertrauteren  reciproken  Systems,  des 
Systems  von  Kurven  dritter  Ordnung  durch  sieben  feste 
Punkte  zusammenzustellen. 

1.  Betrachten  wir  irgend  eine  Kurve  des  Systems,  so  geht 
die  gerade  Linie,  welche  ihren  achten  und  neunten  Schnitt- 
punkt mit  irgend  einer  andern  Kurve  desselben  verbindet, 
durch  einen  festen  Punkt  der  ersten,  nämlich  den  beigeord- 
neten Rest  der  sieben  gegebenen  Punkte  in  derselben  (Art.  161). 

2.  Durch  einen  willkürlich  angenommenen  Punkt  8  kann 
eine  und  nur  eine  Kurve  dritter  Ordnung  beschrieben  werden, 
in  welcher  dieser  Punkt  der  beigeordnete  liest  der  sieben  ge- 
gebenen Punkte  ist.  Denn  alle  Kurven  des  Systems,  welche 
diese  acht  Punkte  enthalten,  gehen  durch  einen  festen  neunten 
Punkt,  und  nach  der  Definition  ist  der  in  Rede  stehende  bei- 
geordnete  Rest   der  Punkt,   in   welchem    die  Verbindungslinie 
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von  8  und  9  die  Kurve  ferner  schneidet.  Wenn  also  der  bei- 
geordnete Rest  mit  dem  Punkte  8  zusammenfällt,  so  musa  die 
Kurve  dritter  Ordnung  die  gerade  Linie  89  zu  ihrer  Tangeute 
im  Punkte  8  haben. 

3.  Es  giebt  vier  Kurven  im  System,  welche  eine  gegebene 
Kurve  des  Systems  berühren,  und  die  zugehörigen  Berührungs- 
punkte sind  die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  von 
dem  beigeordneten  Restpunkte  in  ihr  an  die  gegebene  Kurve 
gehen. 

4.  Wenn  die  Punkte  8  und  9  zusammenfallen,  d,  h.  wenn 
Kurven  dritter  Ordnung,  welche  dem  System  angeboren,  ein- 
ander berühren,  so  ist  die  BnVeloppe  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  89  eine  Kurve  vierter  Klasse,  weil  durch  einen  an- 
genommenen Punkt  P  im  allgemeinen  vier  solcher  Geraden 
gehen.  In  der  That,  setzen  wir  eine  Kurve  dritter  Ordnung 
durch  P  und  die  Punkte  8,  9  voraus,  so  ist  nach  der  Defini- 
tion P  der  beigeordnete  Rest  der  Fund  am  entalp  unkte  in  der- 
selben und  diese  Kurve  ist  daher  nach  2),  weil  sie  P  zum  bei- 
geordneten Restpunkt  hat,  eine  bekannte  Kurve  dritter  Ord- 
nung; dann  aber  folgt  aus  3),  dass  die  fragliche  Enveloppe 
von  der  vierten  Klasse  ist,  weil  die  vier  vom  Punkte  P  ana- 
gehenden  Tangenten  derselben  durch  die  Aufsuchung  der  Kurve 
dritter  Ordnung  im  System  bestimmt  werden,  welche  diesen 
Punkt  P  zu  ihrem  beigeordneten  Rest  hat. 

5.  Der  Punkt  P  ist  ein  Punkt  der  fraglichen  Enveloppe, 
wenn  zwei  der  von  ihm  ausgehenden  Tangenten  derselben  zu- 
sammenfallen; es  ergiebt  aich  aber  aus  der  eben  angegebenen 
Konstruktion,  dass  dies  nur  dann  geschehen  kann,  wenn  die 
Kurve  dritter  Ordnung,  welche  diesen  Punkt  zum  beigeord- 
neten Best  hat,  einen  Doppelpunkt  besitzt.  Diese  Enveloppe 
kann  daher  auch  als  der  Ort  der  beigeordneten  Reste  des  ge- 
gebenen Systems  von  Punkten  in  denjenigen  Kurven  des  Sy- 
stems   bezeichnet  werden,    welche  einen  Doppelpunkt  haben. 

6.  Wenn    die   durch   die   sieben 
dritter  Ordnung   in  einen  Kegelsehi 


Punkte    gehende   Kurve 
nitt  durch  fünf  derselben 


und  eine  gerade  Linie  durch   die  beiden   übrigen  i 
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hat  sie  die  beiden  Schnittpunkte  des  Kegelschnitts  mit  der 
Geraden  zu  Doppelpunkten.  Jede  andere  Kurve  des  Syateiüa 
schneidet  diese  zusammengesetzte  Kurve  desselben  in  zwei 
weiteren  Punkten,  von  denen  einer  auf  der  erwähnten  Geraden 
und  einer  auf  dem  Kegelschnitte  liegt,  so  dass  der  beigeord- 
nete Rest  der  Punkt  P  ist,  in  welchem  die  Verbindungslinie 
dieser  beiden  Puntte  den  Kegelschnitt  zum  zweiten  Male 
schneidet.  In  diesem  Falle  ist  P  ein  Doppelpunkt  und  die 
beiden  Tangenten  in  ihm  sind  die  Geraden,  welche  ihn  mit 
den  Durchachnittspunkten  der  geraden  Linie  und  des  Kegel- 
schnitts verbinden.  Es  können  aber  sieben  Punkte  in  einund- 
zwanzig verschiedenen  Arten  in  zwei  Gruppen  von  zwei  und 
fünf  Punkten  verteilt  werden.  Die  betrachtete  Kurve  vierter 
Klasse  enthält  daher  21  Doppelpunkte,  und  zwar  einen  sol- 
chen in  jedem  der  21  Kegelschnitte,  welche  durch  je  fünf  der 
gegebenen  Punkte  bestimmt  sind. 

7.  Ausserdem  sind  die  sieben  gegebenen  Punkte  selbst 
Doppelpunkte  derselben  Kurve;  denn  durch  jede  sechs  der  ge- 
gebenen Punkte  läast  sieh  eine  Kurve  dritter  Ordnung  be- 
schreiben, welche  den  siebenten  von  ihnen  zum  Doppelpunkt 
hat  und  man  erkennt  leicht,  dass  derselbe  Doppelpunkt  der 
beigeordnete  Rest  des  Systems  für  diese  Kurve  ist.  Die  vier 
von  ihm  an  die  Kurve  dritter  Ordnung  gehenden  Tangenten 
reduzieren  sich  auf  zwei  Paare  von  zusammenfallenden,  näm- 
lich die  Tangenten  der  beiden  Äste  der  Kurve  im  Doppel- 
punkte. 

Die  Enveloppe  vierter  Klasse  hat  somit  28  Doppelpunkte, 
von  denen  sieben  in  den  gegebenen  Punkten  liegen,  während 
zugleich  ihre  Tangenten  in  denselben  die  Tangenten  der  re- 
spektiven  Kurven  dritter  Ordnung  sind,  welche  dem  System 
angehören  und  den  fei^liehen  Punkt  zum  Doppelpunkt  haben. 

265.  Die  Eigenschaften  des  Systems  von  Kurven  dritter 
Klasse  mit  sieben  gemeinsamen  Tangenten  folgen 
hieraus  nach  dem  Prinzipe  der  ßeeiprocität.  Für  irgend  eine 
Kurve  des  Systems  durchschneiden  sich  dann 

1.  Die  Tangenten,  die  sie  mit  einer  andern  Kurve  des- 
selben  gemein  hat,  in   einer  festen  Tangente  der  gewählten 
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Kurve,    die    als   dßr  beigeordnete  Rest  der  sieben  gegebeueii 
Tangenten  in  Bezug  auf  diese  Kurve  bezeichnet  werden  kann. 

2.  Für  jede  beliebige  Gerade  giebt  es  eine  Kurve  dea 
Systems,  in  Bezug  auf  welche  diese  Gerade  der  beigeordnete 
Rest  der  sieben  festen  Tangenten  ist. 

3.  Jede  feste  Kurve  des  Systems  wird  durch  vier  andere 
Kurven  desselben  berührt,  und  die  zugehörigen  Berührungs- 
punkte sind  die  vier  Punkte,  in  welchen  die  beigeordnete 
Resttangente  die  Kurve  femer  schneidet;  ihre  Zahl  ist  vier, 
weil  die  Kurve  als  eine  allgemeine  Kurve  dritter  Klasse  von 
der  sechsten  Ordnung  ist. 

4.  Der  Ort  der  Punlrte,  in  welchen  zwei  Kurven  des  Sy- 
stems einander  berühren,  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  weil 
die  Punkte,  in  denen  eine  angenommene  gerade  Linie  diesen 
Ort  sehneidet,  die  vier  Punkte  sind,  die  sie  mit  derjenigen 
Kurve  dritter  Klasse  ausser  dem  Berührungspunkte  gemein 
hat,  für  welche  sie  der  beigeordnete  Rest  der  sieben  festen 
Tangenten  ist. 

5.  Wenn  die  Kurve  dritter  Klasse  eine  Doppeltangente 
hat,  so  berührt  die  ihr  entsprechende  beigeordnete  Reettan- 
gente  den  bezeichneten  Ort  in  demjenigen  Punkte,  wo  sie  die 
Doppeltangente  schneidet. 

6.  Wenn  die  Kurve  aus  einem  Kegelschnitte  mit  fünf  der 
gegebenen  Geraden  als  Tangenten  und  einem  Punkte,  nämlich 
dem  Schnittpmikte  der  beiden  letzten  Geraden,  besteht,  so  ist 
die  beigeordnete  Eestgerade  für  dies  System  eine  Doppeltaji- 
gente  des  Ortes.     Es  giebt  21  solcher  Doppeltangenten. 

7.  Zu  diesen  kommen  die  sieben  gegebenen  Geraden  selbst 
als  Doppeltangenten  des  Ortes  hinzu;  ihre  Berührungspunkte 
mit  ihm  sind  dieselben  Punkte,  in  denen  jede  von  ihnen  die 
Kurve  dritter  Klasse  berührt,  welche  dem  System  angehört 
nnd  sie  zur  Doppeltangente  hat. 

Da  so  die  Berührungspmikte  der  gegebenen  sieben  Gera- 
den mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  gegeben  sind,  so  kennt 
man  vierzehn  Punkte  derselben,  welche  allein  sie  vollständig 
bestimmen;  und  es  giebt  also  nur  eine  Kurve  vierter  Ordnung, 
welche  diesen  Bedingungen  genügt.    Wir  bemerken  aber,  dass 
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mehrere  Kurven  vierter  Ordnung  möglich  sind,  welche  sieben 
gegebene  Gerade  zu  Doppeltangenten  haben;  aber  keine  an- 
dere als  die  hier  definierte,  für  welche  diese'  sieben  Tangen- 
ten unverbunden  sind  durch  Zusammengehörigkeit  von  ii'gend 
dreien  unter  ihnen  zu  einer  Gruppe. 

266,  Man  kann  nun  weiter,  wie  gesagt,  aus  den  sieben 
gegebenen  Doppeltangenten  die  übrigen  durch  lineare  Kon- 
struktionen finden,  nämlich  jede  durch  einmalige  Anwendung 
des  Satzes  von  Brianchon.  Deim  wir  haben  nur  die  bei- 
geordnete Eesttangente  für  jedes  der  Systeme  12345 .  67 ,  u.  s.  w. 
zu  ermitteln,  wenn  wir  durch  12345  den  Kegelschnitt  bezeich- 
nen, welchen  die  fünf  ersten  der  sieben  Geraden  bestimmen, 
und  durch  67  den  Durchs chnittsp unkt  der  beiden  letzten  unter 
ihnen.     Die  beiden  Systeme 

12345.67  und  12346.57 
haben  aber  sieben  gemeinsame  Tangenten  und  die  beiden  letz- 
ten gemeinsamen  Tangeuten  derselben  sind  die  Tangenten  der 
Kegelschnitte  12345  und  12346  aus  den  Punkten  57,  67  re- 
spektive, welche  man  beide  nach  dem  Brianchonschen  Satze 
linear  bestimmt.  Von  ihrem  Durchschnittspunkte  aus  geht 
noch  eine  wieder  nach  demselben  Satze  linear  zu  bestimmende 
Tangente  an  den  Kegelschnitt  12345  und  eine  an  den  Kegel- 
schnitt 12346  und  diese  sind  die  fraglichen  beigeoi'dneten 
Reste  und  daher  zwei  der  übrigen  Doppeltangenten. 

Oder  wir  bestimmen  für  die  drei  Systeme 
12345.67;     12346.57;     12347.56 
in  der  eben  beschriebenen  Art  die  achte  und  neunte  Tangeute, 
welche  jedem  Paar  derselben  gemeinsam  sind,   und   erhalten 
durch  die   geraden  Verbindungslinien   der  drei  Schnifctpunlfte 
dieser  Paare  drei  der  fraglichen  übrigen  Doppeltangenten. 

Wir  können  aber  die  Doppeltangente,  welche  der  bei- 
geordnete Rest  des  Systems  12345.67  ist,  als  die  Doppel- 
tangente 67  bezeichnen  und  somit  die  einundzwanzig  Doppel- 
tangenten der  Betrachtung  durch  Konibination  der  Zeichen 
1,  3,  3,  4,  5,  6,  7  darstellen.  Dazu  treten  dann  die  sieben 
gegebenen  Linien  selbst  und  wenn  wir,  der  Symmetrie  wegen 
ein  neues  Zeichen  8  hinzufügend,  sie  durch 
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18,  28,  38,  48,  58,  68,  78 
bezeiclmen,  ao  sind  wir  durch  die  Methode  von  Aroiihold  zu 
dem  Algorithmus  von  Hesse  geführt. 

267.  Der  Durchschnittspimkt  der  achten  und  neunten  Tan- 
gente, welche  irgend  zwei  Kurven  des  Systems  gemeinschaft- 
lich sind,  ist  ein  Punkt,  durch  den  die  beigeordnete  ßesttan- 
gente  für  jede  dieser  Kurven  geht.  Betrachten  wir  dann  die 
zusammengesetzten  Systeme  dritter  Ordnung 

12.34567;     34.12567, 
so  ist  die  Verbindungslinie  der  Punkte  12,  34  eine  ihrer  ge- 
meinsamen Tangenten,  d,  h.  in  dem  eben  wieder  gewonnenen 
und  früher  ausführlich  behandelten  Algorithmus   die  Verbin- 
dungshnie  der  Durchschnittspunkte 

18,  28     und     38,  48. 
Und  wir  sehen  nun,  dass  diese  Gerade  durch  den  Schnittpunkt 
der  beigeordneten  Iteste  der  bezeichneten  Systeme  geht,  d.  h. 
durch  den  Punkt  12,  34.    Somit  erhalten  wir  den  im  Art.  259 
bewiesenen    Satz    wieder,    dass    die    Durchschnitfcspunkte   der 

^^^'^  18,  28;     38,  48;     12,  34 

in  einer  geraden  Linie  liegen.    Und  Art.  262  zeigt  dann,  dass 

wir  durch  eine  gewöhnliche  oder  zweiseitige  Substitution  5040 

gerade  Linien   finden   können,    die  die  nämliche  Eigenschaft 

besitzen. 

268.  Die  algebraische  Untersuehmig,  welche  Aronhold 
von  der  so  erzeugten  Kurve  vierter  Ordnung  gegeben  hat,  ist 
im  wesentlichen  die  folgende.  Wir  denken  Linienkoordinaten 
li  angewendet  und  bezeichnen  durch  u,  v,  w  irgend  welche 
lineare  Funktionen  derselben 

«ili  +  ßalä  +  öa^s.  u.s.w.; 
dann  repräsentieren  die  Gleichungen 

drei  Kegelschnitte  derselben  Schar  oder  mit  vier  gemeinsamen 
Tangenten  und  von  denen  jeder  eine  der  Seiten  des  Fundamen- 
taldreiecks berührt.     Ferner  repräsentieren 
i,{kv-^,tv)^0,      k,{k^-k^)-0     und      i,{i,u-S.,v)^l) 
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drei  Kurven  dritter  Klasse  mit  sieben  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten, nämlich  den  vier  gemeinsamen  Tangenten  der  Kegel- 
schnitte und  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks.  Dann  kann 
jede  andere  Kurve  dritter  Klasse  mit  denselben  sieben  gemein- 
samen Tangenten  in  der  Form 

dargestellt  werden,  in  welcher  u'.  v',  w'  willkürliehe  Konstan- 
ten sind,  die  wir  von  der  Form 

di^'i  +  th^'s  +  fh^'a,  ■■■ 
voraussetzen  für  ^'t  als  die  Koordinaten  einer  beliebigen  (iera- 
den.     Wenn  wir  die  vorige  Gleichung  in  der  Form 

schreiben,  so  erkennen  wir,  dass  dieselbe  durch  die  Koordi- 
n0,tenwerte  1',,  S'aj  l'a  befriedigt  wird,  welche  somit  die  Koor- 
dinaten einer  Tangente  dieser  Kurve  sind.  Diese  Tangente 
ist  aber  zugleich  der  beigeordnete  Best  des  Systems  für  die 
betrachtete  Kurve.  Denn  wir  finden  die  beiden  andern  Tan- 
genten derselben,  die  von  irgend  einem  Punkte  dieser  Linie 
ausgehen,  indem  wir  in  die  Gleichung  für  die  1;  die 

substituieren;  die  entstehende  Gleichung  ist  durch  ft  teilbar 
und  wird  nach  der  Division 


1/', 


^0. 


Die  Symmetrie  dieser  Gleichung  zeigt  aber,  dass  diese  Tan- 
gentenpaai'e  dieselben  sind,  die  vom  Durch schnittspnnkte  der 
Geraden  |',-,  |";  an  die  beiden  Kurven 


'1,    6.6, 


=  0     und 


1,6. 

6.1, 


-0 
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werdeu.  Dalier  sind  die  Tangenten  |',,  1";  als  die 
respektiven  dritten  Tangenten  jeder  Kurve  aiis  dem  Selmitt- 
pvuikfce  ihrer  gemeinachaftlichen  achten  und  neunten  Tangente 
nach  der  Definition  die  beigeordneten  ßeattangenten. 

Die  beiden  betrachteten  Kurven  berühren  einander,  wenn 
die  quadratische  Gleichung  in  A:fi  gleiche  Wurzeln  hat,  oder 
mit  der  Abkürzung  P,  Q,  R  für  die  drei  Koefficienten  dieser 
Gleichung,  wenn  Q^=4FIi 

ist.     Bezeichnen  wir  aber  die  Minoren  der  vorigen  Determi- 


j/w"  —  tf'w',    ■uftt"  —  w^'u\    u'i/'  ~u"v', 
weil  sie  den  Elementen 

respektive  entsprochen,  nach  der  Reihe  durch 

,.  t     .  X.,  X.,  ^„ 

so  haben  wir 

q  ^  (i',  i",  +  i.\  t',)  X,  +  ik\i.'\  +  ^",i\)  X,  +  ii\  g", + i'\  i\ 

R  ^  I",  g"^  X,  +  g"3  a\  Xg  -h         r'i  I", 

Wir  können  dann  .,  p,  _  p,  ., 

als  die  Pimktkoordinaten  xi  des  Durchs ehnittspunktes  der  ! 
den  Geraden  5',-,  ^'i  betrachten  und  erkennen  ao,  daas 
Gleichung 
äquivalent  ist  mit 

VXiHV^ä*  +  a;/-^8*— ^^a^^aX^Xg- 2x3^^1  XgX^ 
-2x^x^X^X^^0 

VW^)  +  V¥X  +  VW^^  -  0. 

wir  endlich  in  die  Unterdeterminanton  X;  für  die 


=  4PÜ 


oder 


W< 

ihre  Werte 

w'=  «,  S'i  +  «al'a  +az'S^, 

w"  =  d\  S'\ + a'\  l''^  +  «"3  §"3 
einsetzen,  so  erhalten  wir 
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Xg  =  (a"a  «s  -  «2  ffl'^ic,  +  (a"s  «1  -  «3  a"i)iKa+  (a"i  «a  -  «i  ""s) ^3> 

Somit  repräsentieren  die 

X^^O,     X^^O,     ^3=0 
bekannte  gerade  Linien,  nämlicli  die  Seiten  des  Dreiecks,  des- 
sen Ecken  dnrch  ^  ^  ^ 
M  =  0,     v  =  0,    w='0 

dargestellt  sind.  Wir  bemerken  endlicli,  dass  die  Koefficien- 
ten  in  X^,  X^,  X^  die  Elemente  der  ßeeiprokal- Determinante 
oder  dea  adjungierten  Systems  von  der  Determinante  sind, 
welche  die  Koefflcienten  von  tt,  v,  w  bilden,  so  dass,  wenn 
die  Xi  ursprünglich  gegeben  waren,  die  m,  v,  w  durch  analoge 
Formeln  gefunden  werden  könnten. 

269.  Dieselbe  Untersuchung  gilt  audi  für 

als  die  Gleichungen  der  drei  Kegelschnitte.  Man  erhält  die  Werte 
von  Xj,  Xg,  X^  in  derselben  Art  wie  vorher,  aber  es  wird 

P=-&2&3^'al'3X,  +  b«6j|'8riX3  + 6,6,1', |'aX„  U.S.W.; 
und  die  Gfleichung  der  Kurve  vierter  Ordnung  wird 

1/(62  &3^iX,)  +>^(PÄ^)  +l/R^^)  =  0- 
Dies  ist  die  allgemeinste  Gleichung  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung, welche  drei  gegebene  Paare  von  Geraden  3^,,  X^^  u.  s. w. 
als  Doppeltangentenpaare  derselben  Gruppe  besitzt.  Die  Kon- 
stanten 61 ,  6g ,  63  werden  vollständig  bestimmt ,  wenn  eine  siebente 
Doppeltangente  gegeben  wird;  denn  die  von  den  Koordinaten 
dieser  letzten  Doppeltange  nie  zu  erfüllenden  Gleichungen 

6,  §',  m' =  63  g",  tj' =  63  l'a  w' 
bestimmen  h^^,  636,,  5,6,  als  den  Grössen 

^iw',  l'W,  SW 
proportional.  Daher  können  wir,  wenn  verlangt  ist,  eine  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  sieben  gegebenen  Geraden  als  Doppel- 
tangenten  zu  beschreiben,  ausser  der  in  Art.  266  bestimmten 
einen  Kurve,  für  welche  keine  zwei  der  gegebenen  Doppel- 
tangenten derselben  Gruppe  angehören,  7.15,  d.h.  105  andere 
Kurven  vierter  Ordnung  nach  der  Methode  dieses  Artikels  kon- 
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struieren,  indem  wir  irgeüd  eine  der  sieben  Graden  ausscheiden 
und  die  sechs  Übrigen  in  drei  Paare  gruppieren,  was  bekannt- 
lich in  15  verschiedenen  Arten  möglich  ist. 

270.  Ausser  in  Bezug  auf  die  Doppeltangenten  ist  die 
Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung  ohne  singulare  Punlifce 
noch  wenig  studiert  und  wir  wollen,  was  wir  sonst  noch  dar- 
über mitzuteilen  haben,  auf  den  Abschnitt  von  den  Invarian- 
ten und  Kovarianten  versparen.  Um  die  Theorie  der  Doppel- 
tangenten  zu  vervollständigen,  müssten  wir  die  Modifikationen 
untersuchen,  welche  diese  Theorie  erfährt,  wenn  die  Kurve 
einen  Doppelpunkt  oder  mehrere  Doppelpunkte  besitzt.  Aber 
auch  den  Fall,  in  welchem  eine  Kurve  vierter  Ordnung  einen 
Doppelpunkt  hat,  wollen  wir  hier  nicht  erörtern.''*)  Die  Kur- 
ven vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  sind  für 
den  Fall,  wo  diese  die  unendlich  fernen  Kreiapunkte  sind,  den 
Fall  der  bieivkularen  Kurven  vierter  Ordnung,  in  be- 
sonders eingehender  Art  untersucht  worden'^'')  und  es  sollen 
einige  der  wichtigsten  von  den  erhaltenen  liesultaten  mitgeteilt 
werden.  Natürlich  können  die  für  diese  Kurven  gefundenen  pro- 
jektiviechen  Eigenschaften  als  Eigenschaften  der  Kurven  vierter 
Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  ausgesprochen  und  bewiesen 
werden;  wir  finden  es  aber  passend,  mehrere  von  ihnen  in 
ihrer  ursprünglichen  Form  au  geben,  da  der  Leser  keiner 
Schwierigkeit  in  ihrer  Verallgemeinerung  begegnen  wird.  Kur- 
ven vierter  Ordnung,  welche  die  unendlich  fernen  Kreispunkte 
zu  Spitzen  haben,  sind  unter  dem  Namen  der  Cartesischen 
Ovalen  gleichfalls  viel  studiert  worden''^  und  ihre  Eigenschaf- 
ten können  ebenso  verallgemeinert  und  als  Eigenschaften  von 
Kurven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  ausgesprochen 
werden.  Wenn  eine  Kurve  vierier  Ordnung  den  einen  der  Kreis- 
pimlite  zum  Doppelpunkt  und  den  andern  zur  Spitze  haben 
soll,  so  kann  sie  nn,ht  leeJ!  sein,  infolgedessen  ist  dieser  Fall 
wenig  studieit  worden  und  wir  haben  über  die  Eigenschaften 
der  Kurven  vieriei  Oidnung  mit  rmem  Doppelpunkt  und  einer 
Spitze  wenig  mitzuteilen 

271.  Aus  jedem  der  beiden  Do])pelpunkte  einer  Kurve 
vierter  Ordnun^,  mit  zwei  Doppelpunkten  gehen  nach  Ari.  79 
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vier  Tangenten  an  die  Kurve  und  wir  werden  jetzt  beweisen, 
dass  die  Doppelverbäljnisse  dieser  beiden  Büechel  von  vier 
Tangenten  einander  gleich  aind. 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Kucve  vierter  Ordnung, 
welche  die  Fimdamentalpnnkto  in  der  Geraden  x.^'^0,  also 
ihre  Schnittpunkte  mit  den  Geraden  x^  =  0,  a'3==0  zu  Doppel- 
punkten hat,  ist 

+  Xg^  {ax^^  +  hx^  +  cx^  +  2/3^  a^  +  'igx^x^  +  ^hx^  a^g)  =  0; 
und   die  Paare   der  Tangenten  dieser  Kurve   in   den   Doppel- 
punkten sind  durch 

x^-\-  2mXiX^-\-bx^^Q ^  x^ -^-^Ix^x^-^- ax.^  —0 
gegeben.  Wir  vermindern  die  Allgemeinheit  nicht,  indem  wir 
?=»M=^0  setzen,  weil  wir  damit  als  die  Geraden  a^^  =  0  mid 
iCg^-O  nur  die  Geraden  wählen,  weiche  zu  der  Verbindungs- 
linie der  Doppelpunkte  x^^O  in  Bezug  auf  das  jedesmalige 
Tangentenpaar  harmonisch  konjugiert  sind.  Wenn  wir  aber 
nun  die  Gleichung  der  Kurve  in  der  Form 
x^{Xi^-^'bx^)+'^Xiy-sij'\+^^^+^'s{aXi^+^9^t^i-'r<^!>^^^^^ 
schreiben,  so  sehen  wir  unmittelbar,  dass  die  vier  Tangenten 
der  Kurve  aus  dem  Doppelpunkt  a;^  =  ai,  =  0  durch  die  Glei- 
chung 

(«,^  +  hx.f)  («3:/  +  2^3:3  Xi  +  cx^  =  «3^  (J'x^  +  hx^'^ 
oder 

ax^^  -\-  2gx^^x^  -|-  {c  -}-  ah  —  h^)  x^x^  +  2{bg~  hf)  x^  x^^ 
+  {ic-p)x3^^0 
ausgedrückt  sind.    Die  Invarianten  dieser  biquadratiachen  Glei- 
chung sind 

I^ahc-ap-  h(f  +  fgh  +  ^^(c^ab-  h^, 

--lh\ap+bg^)  +  3abfgh  +  iPg^-iiic  +  ah-hy. 
Indem  wir  bemerken,  dass  diese  Werte  in  Bezug  auf  n  und  b, 
/"und  g  symmetrisch  sind,  erkennen  wir,  dass  sie  mit  den  In- 
varianten der  biquadratischen  Gleichung  übereinstimmen ,  welche 
dem  Büschel  der  Tangenten  aus  dem  Doppelpunkt 
X,  ^  x^  =  0 
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entspricht  und  damit,  dass  diese  beiden  Tangenteiibüschel  pro- 
jektiviaeh  sind. 

272.  Daraus  ergiebt  sieb  wie  in  Art.  169,  dass  durch  die 
beiden  Doppelpunkte  und  die  vier  Schnittpunkte  jeder  Tan- 
gente aus  dem  einen  mit  der  entsprechenden  Tangente  aus 
dem  andern  ein  Kegelschnitt  geht,  und  weil  die  Strahlen  des 
zweiten  Büschels  in  vier  verschiedenen  Ordnungen  genommen 
werden  können,  ohne  dass  das  Doppel  Verhältnis  geändert  wird, 
dass  die  sechzehn  Schnittpunkte  der  Tangenten  der  ersten  Reihe 
mit  den  Tangenten  der  zweiten  Reihe  in  vier  Kegelschnitten 
liegen,  welche  alle  durch  die  beiden  Doppelpunkte  gehen.  Ist 
die  Kurve  vierter  Ordnung  bicirkular  oder  sind  die  beiden 
Doppelpunkte  die  unendlich  fernen  Kreispunkte,  so  sagt  der 
Satz,  dass  die  sechzehn  Brennpunkte  einer  bicirku- 
laren  Kurve  vierter  Ordnung  zn  je  vier  in  vier  Krei- 
sen Hegen,''')  Wir  bemerken,  daas  einer  von  den  bezeich- 
neten vier  Kegelschnitten  durch  die  Doppelpunkte  in  zwei 
gerade  Linien  degenerieren  kann,  von  denen  die  eine  die  Dop- 
pelpunkte verbindet,  dass  also  insbesondere  vier  von  den  Brenn- 
punkten einer  bicirkularen  Kurve  vierter  Ordnung  in  emer  Ge- 
raden liegen  können, 

273.  Wir  haben  früher  bemerkt,  dass  die  Gleichung  einer 
Kurve  vierter  Ordnung  in  unendlich  vielen  Arten  in  die  Form 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  ?7=0,  V=0,  TF=0 
Kegelschnitte  repräsentieren.  Hat  die  Kurve  keinen  singulären 
Punkt,  so  haben  die  drei  Kegelschnitte  keinen  gemeinsamen 
Punkt,  da  jeder  Punkt,  welchei  denselben  ilkn  gemeinschaft- 
lich wäre,  ein  Doppelpunkt  m  dei  Kurve  vieiter  Ordnung  sein 
müsste,  welche  dieser  Gleichung  entspiicht  In  dem  falle  der 
Kurve  mit  zwei  Doppelpunkten  können  U^O,  F^O,  W^O 
als  Kegelschnitte  betrachtet  werden,  welche  durch  die  Doppel- 
punkte gehen,  und  als  Kreise  sonnt,  wenn  dipse  Doppelpunkte 
die  unendlich  fernen  Krei&punkte  smd  Wii  verlieren  nichts 
an  Allgemeinheit,  wenn  wii  unsere  Unteisuchung  auf  die 
Gleichung 
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richten,  auf  welche  wie  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  die 

vorige  Gleichimg  in  unendlich  vielen  Arten  reduziert  werden 

kann.     Wir  können  sie  z.  B.  schreiben 

{nU+gW+hry  =  (h^-ab)V^+2(ßh-af)rW+(!}^~ac)W^, 

in  welcher  Form  die  rechte  Seite  der  Gleichung  in  Faktoren 

zerfällt. 

Bicirkulare  Kurven  vierter  Ordnung  und  allgemeiner  solche 
mit  zwei  Doppelpunkten  können  somit  durch  Untersuchung  der 
Gleichung  UW=V^ 

studiert  werden,  d.  h.  indem  man  sie  als  Enveloppe  des  Systems 

X^Ü+2XV+W'=-0 
betrachtet,  in  welchem   Ü^O,    F=0,    Tf'^^O  Kreise  respek- 
tive Kegelschnitte  durch  die  beiden  Doppelpunkte  sind.  Und  man 
hat  nur  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  diese  Beschränkung 
die  früher  erhaltenen  Resultate  modiüziert  (vergl,  Art.  2Ö2flg.). 

274,  Wenn  drei  Kegelschnitte  zwei  Punkte  gemein  haben, 
so  zerfällt  ihre  Jaeobische  Kurve  in  die  gerade  Verbindungs- 
linie dieser  Punkte  und  einen  gleichfalls  durch  diese  Punkte 
gehenden  Kegelschnitt;  und  wenn  insbesondere  die  drei  Kegel- 
schnitte Kreise  sind,  so  ist  der  Jacobische  Kegelschnitt  auch 
ein  Kreis,  uud  zwar  der  Orthogonalkreis  der  drei  gegebenen 
(vergl.  „Kegelschn."  Art.  360).  Weil  die  Jacobische  Kurve 
durch  eine .  Determinante  dargestellt  wird,  so  ist  die  von 

dieselbe  wie  die  von 

[,?  =  0,     F=0,     W=0 
uud    wenn    diese  Kreise  sind,    so   haben  alle  in  der  vorigen 
Gleichung  dargestellten  Kreise  denselben  Orthogen  alkreis. 

^'«■"  £7-0,     F-0,     If-0 

Kreise  sind,  deren   Centra  als  die  Ptinlite  3:P,   xf\  xP  be- 
stimmt sind,  so  sind  die  Koordinaten  des  Centrnms  von 

,    ,  A';/+2jr-i-r-o 

duicii 

1"»,"'  +  2  Ji,<»  +  3!,™,     J'ij»l+  2i.r,»-f  1,1» 
J'a:,<')  +  2»:t,0'+»5<'> 
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ausdriäckbar  und  der  Ort,  den  das  Oentrum  mit  veränderlieliem 
l  durchläuft,  ist  eia  Kegelschnitt.    Die  Kurve  vierter  Ord- 

°°»S  VW~7' 

kann  also  als  die  Bnveloppe  eines  Kreises  betrachtet 
werden,  dessen  Mittelpunkt  sich  auf  einem  festenKegel- 
sehnitte  i»'  bewegt  und  der  einen  festen  Kreia  J  immer 
orthogonal  durchschneidet.  Die  Brennpimkte  dieses  festen 
Kegelschnittes  sind  zugleich  die  Doppelbrennpunkte  der 
Kiirve  vierter  Ordnung,^*) 

Denn  wemi  eine  Tangente  vom  Punkte  J  an  den  Kegel- 
schnitt F  ihn  in  den  unendlich  nahe  benachbarten  Punkten 
P,  P'  trifft,  so  ist  JF  eine  gemeinsame  Normale  der  aus  P 
und  P'  durch  J  beschriebenen  Kreise;  für  J  als  einen  der 
Kreispunkte  sind  also  die  Tangeuten  von  J  zu  F  zugleich  Nor- 
malen und  daher  Tangenten  der  Kurve  vierter  Ordnung*. 

Und  allgemeiner  ist  die  Kurve  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Doppelpunkten 

TJW-T'^O   für    D"=0,    F=0,    H'  =  0 
als  Kegelschnitte  durch  dieselben  die  Enveloppe  des  veränder- 
lichen Kegelschnittes 

A^0"+2AF+TF=0, 
welcher  die  festen  Doppelpunkte  auch  enthält  und  ein  System 
von  gemeinsamem  Jacobischen  Kegelschnitt  beschreibt,  wäh- 
rend der  in  Bezug  auf  ihn  genommene  Pol  der  die  Doppel- 
punkte verbindenden  Geraden  einen  festen  Kegelschnitt  F 
durchläuft. 

275.  Durch  jede  besondere  Relation  zwischen  der  Jacobi- 
achen  Kurve  nnd  dem  Kegelschnitte  F  wird  die  Natur  der  ent- 
stehenden Kurve  vierter  Ordnung  modifiziert.  Wenn  F  dieselbe 
berührt,  ao  ist  der  Berührungspunkt  ein  neuer  Doppelpunkt 
der  Kurve  vierter  Ordnung;  findet  zweimalige  ßerflhrung  zwi- 
schen denselben  statt,  so  zerfällt  die  Kurve  vierter  Ordnung 

*  Dl  das  Aigument  filr  jede  Kuive  F  odei  fui  jedes  Geset?,  über 
d  Tage  lei  Kieiscentia  odei  lei  Konstruktion  dei  Kieiae  gilt,  ho  lie- 
woiat     &  iiigl  ich   l  n  '-  tU  u  i  Bpiaj  lele    Ips  A  f   1  j  i  jig   154. 
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a,ls  vier  Doppelpunkte  enthaltead  ia  zwei  Kegelachnitte ,  welche 
dui'ch  dieselben  gehen.  Geht  F  durch  einen  der  festen  Dop- 
pelpunkte, so  wird  derselbe  insbesondere  zu  einer  Spitze  der 
Kurve,  vierter  Ordnung  und  wir  erhalten  somit,  wenn  F  durch 
beide  hindurchgeht,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Spitzen.  So  wird  die  bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung, 
wenn  auch  F,  der  Ort  der  Centra,  ein  Kreis  ist,  zu  einer 
solchen  Kurve  mit  Spitzen  in  den  Kreispunldien,  d.  h.  zu  einer 
Cartesischen  Kurve. 

Wenn  der  Kegelschnitt  F  die  Verbindungsgemde  der  Dop- 
pelpunkte berührt,  so  wird  diese  Linie  ein  Teil  der  Kurve 
vierter  Ordnung;  im  Falle  der  bicirkularen  Kurven  zerfällt 
also  die  Kurve  vierter  Ordnung  in  die  unendlich  ferne  Uerade 
und  eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung,  wenn  der 
Kegelschnitt  F  eine  Parabel  ist. 

Wenn  die  Centra  der  drei  Kegelachnitte 
IJ=0,     F=0,     W-^0 
in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  reduziert  sich  die  Jacohisehe 
Kurve  auf  diese  Gerade. 

276.  Wir  kehi-en  zur  Gleichung 

/.arück.  Es  giebt,  wie  wir  sahen,  im  allgemeinen  sechs  Werte 
,o„  i,  für  wBloho  i,yj^2iy^w 

in  F'aktorea  zerfallt  ujid  die  durch  die  verschiedenen  Faktoren 
repräsentierten  Geraden  sind  Doppeltangenteu  der  Kurve 

Wenn  aber  die  Kegelschnitte 

ü-0,     F=0,     Tf=0 
sämtlicli  durch  zwei  feste  Punkte  gehen,  so  muss 

r  (7  +  2-17+1^=0 
als  Gleichung  einer  durch  dieselben  Punkte  gehenden  Kurve, 
insofern  sie  gerade  Linien  darstellt,  entweder  zwei  Gerade 
ausdrücken,  von  denen  jede  durch  einen  dieser  Punkte  geht, 
oder  die  gerade  Verbindungslinie  derselben  zusammen  mit 
einer  andern  Geraden.     Im  ersten  Palle  sind  die  beiden  Ge- 
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raden  keine  eigentlichen  Doppeltangentcn  der  Kurve  vierter 
Ordnimg 

sondern  gewölinliclie  Tangenten  derselben  aus  einem  ihrer 
Doppelpunkte  —  da  ja  jede  durch  einen  Doppelpunkt  gehende 
Gerade  eine  uneigeniliche  Tangente  der  Kurve  ist;  im  letzten 
Falle  ist  eine  der  beiden  Geraden  eine  eigentliche  Doppeltan- 
gente,  während  die  andere  die  Verbindungslinie  der  Doppel- 
punkte ist.  80  entsprechen  von  den  sechs  Werten  von  A  nur 
zwei  dem  Falle  eigentlicher  Doppeltangenten.  Denn  für  L~0 
als  die  Gleichung  der  gemeinscha.ftlichen  Sehne  dei-  Kejjel- 
achnitte 

U^^O,     7-0,      T7=0 
sind  die  letzten  beiden  Oleichungen  von  der  i''orin 

aU+LM=0,    bü-i-LN--0, 
und 

hat  L  zu  dem  einen  Faktor,  wenn  l  eine;  dor  Winv.ehi  der 
Oleichung  ,2,0,      ,7      r, 

ist.  So  giebt  es  im  Falle  bicirkularer  Kniven  vierter  Ord- 
Bu„gfflr  p^g^     j,_g^     ^_^ 

als  Kreise  zwei  Werte  von  l,  für  welche  der  TCocfficieiit  von 

versehwindet  und  fiir  jeden  dieser  Werte  beKeiclmet  diewe 
Gleichung  eine  gerade  Linie,  welche  die  Kurve 

doppelt  berührt. 

Wir  k&nnen  dasselbe  Ergebnis  aus  der  Konstruktion  des 
Art.  274  geometrisch  ableiten.     Wenn  der  Kreis 

eine  gerade  Linie  wird,  so  liegt  das  Centruin  desselben  im 
Unendlichen,  also  in  einem  der  beiden  unendlich  fernen  Punkte 
des  Kegelschnittes  F,  und  die  beiden  Doppeltangenten  sind 
also  die  vom  Centrum  der  Jacohischen  Kurve  auf  die  Asymp- 
toten desselben  gefällten  Normalen. 
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In  jedem  der  vier  andern  Falle,  wo  die  Diakriminante 
der  Gleichung 

verschwindet,  bezeiehneb  diese  ein  Paar  von  Tangenten  der 
Kurve  vierter  Ordnung,  von  denen  jede  durch  einen  der  un- 
endlich fernen  Kreispunkfce  geht  und  deren  Durchschnittspunkt 
also   ein  Brennpunkt  der  Kurve  ist;  oder  was  dasselbe  ist, 

X^n  +  2XV+W^0 
ist  die  Gleichung  eines  unendlich  kleinen  Kreises,  dessen  Ceii- 
trum  der  Brennpunkt  ist  und  der  mit  der  Kurve  vierter  Ord- 
nung in  doppelter  Berührung  ist.  Wenn  von  zwei  zu  einander 
orthogonalen  Kreisen  der  eine  sich  auf  einen  Punkt  reduziert, 
so  muss  dieser  Punkt  auf  dem  andern  liegen;  wenn  also 

l^U+2XV  +  W=-0 
sich   auf  einen    Punkt   reduziert,    so   muss   derselbe   auf  dem 
Jacoliischen  Kreise  von 

p-=0,     7=0,     If  =  0 
liegen.    Wir  erhalten  somit  vier  Brennpunkte,  nämlich  die 
Durchschnitte   dieses   Jacobischen   Kreises   mit   dem   Kegel- 
schitt  F,  welcher  der  Ort  der  Centra  der  im  System 

!i''U+2kr+W^-0 
enthaltenen  Kreise  ist  und  daher  als  ein  Pokalkogelschnitt 
bezeichnet  werden  kann. 

Die  vier  Punkte,  in  denen  der  Jacobische  Kreia  die 
Kurve  vierter  Ordnung  schneidet,  sind  cyklische  Punkte, 
d.  h.  solche,  in  welchen  Kreise  des  Systems 

l^U+2XV+W=0 
die  Kurve  vierter  Ordnung  in  vier  aufeinander  folgenden  Punk- 
ten treffen  (Art.  252). 

Es  giebt  vier  Wege,  in  welchen  die  Gleichung  einer  ge- 
gebenen bicirkuiaren  Kurve  vierter  Ordnung  auf  die  Form 

reduziert  werden  kann;  jedem  derselben  entsprechen  vier  Brenn- 
punkte, zwei  Doppeltangenten  und  vier  cyklische  Punkte  oder 
Punkte  der  KuiTe,  wo  vier  aufeinander  folgende  Punkte  der- 
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selben  aaf  dem  nämlichen  Kreise  liegen  (Ai't.  114).  Diese 
Kurven  haben  also  in  allem  16  Brennpmikte,  8  Doppeltangen- 
ten und   16  cyMische  Punkte. 

277.  Wenn  einer  der  Brennpunkte  der  Kurve  als  Anfangs- 
punkt der  Cartesisehen  Koordinaten  genommen  wird,  so  muss 
die  Gleichung  derselben  von  der  Form 

sein,  für  W—i)  und  F=0  als  zwei  Kreise;  die  Kurve  vierter 
Ordnung  ist  die  Enveloppe  von 

x^  +  y^  +  2kV-\-^^W.^-0. 
Ausser   dem  Werte  1  =  0  giebt   es  drei  andere  Werte  von  A, 
för  welche  dieser  veränderliche  Kreis   sieh   auf  einen  Punkt 
reduziert;  und  einer  dieser  Werte  muss  reell  sein.    Wir  köimen 
daher  die  Gleichung  schreiben 

oder  mit  andern  Worten,  wenn  wir  einen  Brennpunkt  kennen, 
30  kann  die  Gleichung  der  Kurve  vierter  Ordnung  auf  diö  Form 

gebracht  werden ,  in  welcher  ^1  =  0  und  B^O  Punktkreise  sind. 
Wir  können   die  bicirkularen  Kirrven  vierter   Ord- 
nung in  zwei  Klassen  teilen,  je  nachdem  die  beiden  andern 
Werte  von  ;i,  für  welche 

A  +  2i.V+>.^B'-0 
sich  auf  die  Gleichung  eines  Punktkreises  reduziert,  reell  oder 
nicht  reell  sind,  oder  mit  andern  Worten,  je  nachdem  die  vier 
reellen  Brennpunkte  in  einem  Kreise  liegen  odernicht. 
Ist  im  ersten  Falle  0  —  0  einer  der  beiden  Punktkreise,  ao 
eliminieren  wir  wie  in  Art.  258  die  Grösse  V  zwischen  den 
Gleichungen 

AB^V^    und    A-^2XV+l^B^C 
und  erkennen,  dass  die  Gleichung  der  Kurve  vierter  Ordnung 

in  der  Form  _  „ 

iy{Ä)+mV{B)+ny(G)^0 
dargestellt  werden  kann,   d.  h.  dass  die  Kurve   der  Ort  eine» 
Punktes   ist,   dessen   Entfernungen   von    drei   festen   Punkten 
durch  die  Relation 
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verbunden  sind. 

Die  Bedingang,  unter  welcher 
_l^^^j^  lY(Ä)+mY(Jl)+ny(C)~0 

lA+itB  +  vC-0 
borülirli  wild,  ist  (vergl.  „Kcgelachnitte"  Avt.  159} 

l  ^  V 

unil  wenn 

^  =  0,     if  =  0,     Ö=0 

Punktlireise  eiiid  und  a,  h,  c  die  Längen  <äer  sie  verbiiideudeii 
Geraden  bezeichnen,  so  feann  leicht  bestätigt  werden,  dass  die 
Diskriminante  von       ,   .  ,      .^  ^      „     ^ 
rerachwindet ,  wenn         «      la        2 

" +» +l_o 

A  jlt  V 

ist.     Die   Kwei  so  erhaltenen  Gleichungen  bestimmen  ^,  (j.,  v 
und  daher  den  vierten  Brennpunkt. 

Wir  wissen  aber  (vergl.  „Kegelschn."  Art.  126),  dass  fiir 
vier  Punktkreise  A,  B,  G,  D  um  die  Punkte  Ä',  B',  C,  D' 
die  identische  Relation  besteht 

B'G'B'.A  +  C'B'Ä'.B  +  D'Ä'B'.C+A'B'C'.D^O, 
wenn  A'B'C  u.  s.  w.  die  Flächenzahlen  der  Dreiecke  der 
Punkte  Ä,  B',  C,  n.  s.  w.  bezeichnen.  Demnach  sind  l,  ji,  v 
den  Inhalten  der  Dreiecke  proportional,  welche  vom  vierten 
Brennpunkt  mit  jedem  Paar  der  drei  andern  Brennpunkte 
gebildet  werden.     Im  Falle,  wo  die  drei  Punkte 

A',  B',  C 
in  einer  geraden  Linie  liegen,  beweist  man   leicht,   dass  die 
Quadrate    der   Entfernungen   irgend    eines  Punktes    von    vier 
Punkten  einer  Geraden  durch  die  Gleichung  mit  einander  ver- 
bunden sind 

^-^-  + ^ + -^-^ 

A'B'.Ä'C.A'II'      B'Ä'.li'C'.B'D'      C'Ä'.C'B'.C'D' 

+ 5 .0. 

D'A'.B'B'.D'C 

Dann  sind  die  Eeciproken  von  X,  (i,  v  zu  den  Produkten 
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Ä'B'.  Ä'C.  A'D',    B'A'.  B'C.  B'B',    CA!.  C'B'.  CD' 
proportional  und  wir  erhalteu  die  Gleichung 
l\A:B'.A!G'.A!I>'^m\B'A!.  B'C'.B'D'-i-  n\C'Ä'.G'B'.C'D'-^0. 
Insbesondere  liegt  für 

IKÄ'B'.A'0'+  m\  B'A!.  B'G'+  n'.  CA'.  CD'^  0 
der  vierte  Brennpunkt  im  Unendlichen  und  die  Kurve  ist  eine 
Carteaische  Kurve. 

278.  Wenn  vier  konoyklische  Brennpunkte  für  eine 
bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  gegeben  sind,  so 
gehen  durch  einen  beliebigen  Punkt  zwei  sich  recht- 
winklig durebschneidende  Kurven  dieser  Art. 

Wenn  der  vierte  Brennpunkt  gegeben  ist,  so  sind  die 
Werte  von  l,  ji,  v  bekannt,  für  welche  die  Kurve 

XA  +  ti.B-^vG  =  0 
sich  auf  eijien  Punkt  reduziert;    und  es  können  offenbar  zwei 
Systeme  von  Werten  der  l,  m,  n   gofimdcn   werden,   welche 
den  Gleiehunaen  ,„         »        .. 

/.  {l  V 

und 

genügen,  in  deren  letzter  die  q,  p',  q"  oder  V(Ä),  y(B),  y(CJ 
die  Entfernungen  eines  gegebenen  Kurvenpunktes  von  den 
drei  Brennpunkten  bezeichnen. 

Zwei  Kurven  vierter  Ordnung 

iyjA)+my{^+ny(^=o, 

i'-|/(I)  +  m'  y{B)  +  n'  y{G)  ^  0 
sind  konfokal,  wenn 

a^{mH'^-m'^n^)  +  hHnH'^-n'H^)  +  c\l^m"'-l'^m^)^0 
ist,  wie  man  durch  Elimination  von  A,  ft,  v  awischen  den  drei 
Gleichungen 

|  +  !!"  +  «'  =  o,    '"  +  •^'  +  '^^0,    'iV-t-'L'-o 

/.         (i         V  l         (t  V  l         (i        V 

sofort  erkennt. 

Um  sodann  die  Bedingung  aufzustellen,  unter  welcher 
diese  Kurven    vierter  Ordnung   sich   rechtwinklig  durchachnei- 
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den,  schicken  wir  voraus,  was  man  leicht  bestätigen  wird, 
da83  iiir  ji,  B,  G  als  Punkfckreise  und  «,  h,  c  als  von  der 
vorher  bezeielmeten  Bedeutung  die  Bedingung  des  rechtwink- 
ligen Durchschnittes  für 

lA  +  itB^vC^O,     l'A  +  i>lB  +  v'C-=<} 
in  der  Gleichung 

a*  (fi  v'-l-  ft'v)  -h  h^  {vi'  +  v'X)  +  c*  (A  f('  -I-  ^V)  =  0 
ausgedruckt  wird.     Wir  bemerken  ferner  (vergl.  „Kegelschn." 
Art.  tö9),  dass  die  Kurve  vierter  Ordnung 

; !/(!)  + m  T/(B) +  « "[/(^  =  0 
in  einem  Punkte,  für  welchen  p,  q',  p"  die  Werte  von 

yp),  VW),  VW) 


üichneu,  von  dem  Kreise 


;>c=o 


berührt  wird.    Endlich  ist  die  Bedingung,  unter  welche) 
Kreis  den  Berührungskreis  von 

in  demselben  Punkte  rechtwinklig  durchschneidet 


TT! ^  ^ ii ^  ^  T" 


-0. 


Durch  Auflösung  der  Gleichungen 

(p  -i-  Mäß'-f  rap"  =  0,     ü'^i  +  m'p'-l-  wV  =  0 
ergeben  sich  aber  die  p,  p',  p"  respektive  proportional  ■/ 

(mn'  —  m'n),    {nl'  —  n'l),     (Im'—Vm) 
und  somit  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung  die  Be- 
dingung der  Orthogonalität  der  Kurven  vierter  Ordnung 
fflä  (m^n'^-m'^n^)  +  h^  {nH'^  -  n'H")  +  c^  {Pm'^-l'^nv')  =  0; 
dieselbe,    welche    die   Konfokalität    der   nämlichen   Kurven 
ausspricht. 

Die  Giltigkeit  des  Beweises  erscheint  von  der  Realität  des 
C  unabliängig  und  es  gilt  also  der  Satz,  dass  konfokale 
Kurven  vierter  Ordnung  sich  rechtwinklig  schneiden, 
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auch  dann,  wenn  die  vier  reellen  Brennpunkte  uiclit  in  einem 
Kreise  liegen. 

279.  Der  Satz  des  vorigen  Artikels  wurde  von  Hart 
durch  geometrische  Betrachtungen  zuerst  für  den  Fall  der 
cirkulareii  Kurve  dritter  Ordnung  begründet.  Wenn  wir 
den  Ort  eines  Punktes  suchen,  für  welchen  seine  Entfernungen 
von  drei  festen  Punkten  durch  die  Relation 

verbunden  sind,  so  wird   der  Koefficient  von  {x^  +  y'^Y  'lurch 

(l.  +  m-^n){m-^n-X){n-\-l-  m)  (l  +  m  —  n) 
ausgedrückt;   der  fragliche  Ort,  welcher  im  allgemeinen  eine 
bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  ist,  reduziert  sich  also  aiif 
eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung  für 

l±m±n^O 
uad  es  gelten  daher  die  vorher  entwickelten  Sätze  auch  für  diese 
Kurven,    welche   auch    sechzehn  Brennpunkte  haben,    die 
Fig.sG.  im    allgemeinen    iu   vier 

Kreisen  liegen.  Hart 
beweist,  dass  die  Punkte 
0,  P,  Q,  als  die  Schnitt- 
punkte der  Gegenseiten- 
paare oder  die  Centra  des 
von  den  vier  Brennpunk- 
ten Äj  B,  C,  D  der  Kurve 
dritter  Ordnung  gebildeten 
Vierecks,  auf  der  Kurve 
liegen  und  eine  der  Hal- 
bierungslinien des  von  dem 
betreffenden  Gogenseiten- 
paare  gebildeten  Winkels 
zur  Tangente  haben,  wel- 
che zugleich  der  reellen 
^'-'"'^  Asymptote  der  Kurve  pa- 
rallel ist;  sowie  dass  die 
Kurve  auch  durch  den  Mittelpunkt  li  des  Pokalkreises  hin- 
durchgeht und  hier  ebenfalls  die  Parallele  zur  reellen  Äsymp- 


y  Google 


Hart«  Deweismetliode.  280.  329 

tote  berülu-fc,  (Die  Centra  der  vier  Poialkreiae  der  cirknlareii 
Kurve  dritter  Ordnimg  sind  also  die  Berührangspimkte  der 
der  reellen  Asymptote  parallelen  Tangenten  oder  liegen  auf 
einen  Hyperbel,  für  die  diese  gleichfalls  Asymptote  ist.)  Weil 
aber  0,  P,  Q^  B  die  Berührungspunkte  der  von  demselben 
Punkt  der  Kurve  an  dieselbe  gehenden  Tangenten  sind,  so  ist 
der  Schnittpunkt  von  OP  mit  QR  oder  der  Fuespunkt  der 
Normalen  von  0  auf  QR  gleichfalls  ein  Funkt  der  Kurve 
(Art,  151);  und  das  Gleiche  gilt  für  die  Schnittpunkte  von  OQ 
mit  PjR  und  von  Oli  mit  PQ.  Und  man  zeigt  überdies,  da.ss 
die  Tangenten  der  beiden  Kurven  dritter  Ordnung,  welche 
durch  diese  Punkte  geben,  in  ihnen  zu  einander  rechtwinklig 
sind.  So  sind  die  sieben  den  beiden  Kurven  dritter  Ordnung 
mit  A,  B,  (7,  D  als  Brennpunkten  gemeinschaftlichen  Punkte 
durch  einfache  Konstruktionen  bestimmt,  und  wir  können  von 
da  aus  durch  die  Methode  der  Pi-ojektion  zu  Sätzen  gelangen, 
von  denen  einige  früher  entwickelt  worden  sind;  z.  B.  (vergl. 
Art.  153)  wenn  in  irgend  einer  Ordnung  entsprechende  Tan- 
genten aus  zwei  Punkten  /,  J  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
sich  in  den  Punkten  A^  B,  C,  I)  durchschneiden,  so  sind  die 
Gegenseitenachnittpunkte  des  von  ihnen  gebildeten  Vierecks 
gleichfalls  Punkte  der  Kurve  und  haben  den  Punkt,  in  wel- 
chem die  Gerade  IJ  die  Kurve  überdies  schneidet,  zu  ihrem 
gemeinschaftlichen  Tangentialpunkt;  der  Berührungspunkt  der 
vierten  Tangente  aus  diesem  ist  der  Pol  der  Geraden  U  in 
in  Bezug  auf  den  durch  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  I,  J  gehen- 
den Kegelschnitt, 

280.  Die  Beweismethode  von  Hart  bestand  in  dem  Nach- 
weis, dass  bei  gegebenen  Brennpunkten  die  im  Art.  277  be- 
gründeten Relationen  in  Verbindung  mit  der  Bedingung 

zur  Bestimmung  von  /,,  m,  n  hinreichen  und  dass  für  a,  i,  c,  d 
als  die  Entfernungen  der  vier  Brennpunkte  von  0  die  Kurve 
entweder  die  durch 

{b+  c)  Q  +  (a~h)  q"  =  ±(a  +  c)  ^' 
oder  die  durch 
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ausgecü-ückte  Eigeuschaft  haben  muss.  Jeder  Koefficieufc  hat 
hier  ein  doppeltes  Zeichen,  weil  in  der  Gleichung 

Zß  +  mp'  +  n9"=-0 
nach  Entfernung  der  Wurzeln  nur  die  Quadiate  von  I,  i»,  ii 
vorkommen.  Die  beitien  Gleichungen  euispiechtu  .Äwei  vei 
sehiedenen  Kurven  dritter  Ordnung,  welche  die  nämlichen 
Brennpunkte  haben;  die  verschiedenen  Zeichen  eutspiechen 
verschiedenen  Ästen  derselben  Kurve 

Die  oberen  Zeichen  gehören  insbesondere  zu  euifiu  ins 
Unendliche  gehenden  Aste,  weil  bei  iloiei  Geltung  die  Glei 
chung  für 

p  =  p'  =  p" 

erfüllt  wird,  welche  einem  unendlich  fernen  Punkte  entspre- 
chen; in  diesem  Äste  liegt  *Jas  Centriim  des  Fokalkreises.  Die 
untern  Zeichen  gehören  dagegen  au  einem  Oval,  weil  sie  mit 
p  =  p'  =  ff"  unverträglich  sind.  Weil  die  Gleiehuugen  für  «,  h,  c 
als  die  Werte  von  p,  q',  p"  ei-füUt  werden,  so  gehört  der  Punkt 
0  zur  Kurve  dritter  Ordnung. 

In  gleicher  Art  haben  wir  die  Eelafcionen 

(6-  -ci)9±(«  +  d)9"-±{a  +  c)  9'" 
(ider 

(c  -\-  ä)  ()  +  {a  —  d)  q"  ■-=^  ±{a  +  c)  q"\ 

also  durch  Kombination 

HV'  ^  e'  H-  q'" 
a+  c         h  +  d  ' 

oder  die  beiden  Kurven  dritter  Ordnung  bilden  den  Ort  der 
Durchschnitte  zweier  ähnlicher  Kegelschnitte,  die  Ä  und  6', 
B  und  X*  zu  ihren  respektiven  Brennpunkten  haben.  Die  sich 
in  0  durchschneidenden  ähnlichen  Kegelschnitte  haben  offenbar 
eine  der  Halbierungslinien  des  bezüglichen  Winkels  zur  ge- 
meinschaftlichen Tangente  und  diese  Halbierungslinien  sind 
daher,  wie  wir  schon  angaben,  die  Tangenten  der  beiden  den 
Ort  bildenden  und  sich  daher  rechtwinklig  durchschneidenden 
Kurven  dritter  Ordnung. 

281.  Kurven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen 
können  als  Greuzfall  solcher  Kurven  mit  zwei  Doppelpunkten 
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aufgel'asst  werden.  Man  nennt  solche  Kurven  Cartesisiilie, 
wenn  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  I,  J  diese  Spitzen 
sind;  des  Cartes  studierte  diese  als  Cartesisches  Oval  be- 
zeicbnete  Kurve  als  den  Ort  eines  Punktes  0,  dessen  Entfs]-- 
nungen  von  zwei  festen  Punkten  A,  B  dnvch  die  Relation 

verbunden  sind.  Cliasles  zeigte,  und  man  kann  es  ohne 
Schwierigkeit  bestätigen,  dass  immer,  wenn  diese  Relation  er- 
füllt ist,  ein  dritter  Punkt  C  in  der  Linie  AB  existiert,  für 
welchen  die  Entfernung  von  0  eine  'Relation  von  der  Form 

ei-füUt,  oder  mit  andern  Worten,  dass  das  Oval  ausser  den 
beiden  von  des  Oartes  betrachteten  Brennpunkten  noch  einen 
dritten  Brennpunkt  von  der  gleichen  Eigenschaft  besitzt.  Wir 
wollen  nun  die  Bezeichnung  Cartesische  Kurve  in  etwas  wei- 
terem Sinne  gebrauchen.  Wir  werden  zeigen,  dass  für  eine 
Kurve  vierter  Ordnung,  weiche  die  Punkte  J,  J  zu  Spitzen 
hat,  drei  Brennpunkte  in  gerader  Linie  existieren;  sind  die- 
selben reell,  so  ist  die  Kurve  mit  der  von  des  Cartes  stu- 
dierten identisch;  wenn  aber  zwei  von  ihnen  nicht  reell  sind, 
so  wollen  wir  die  Kurve  noch  als  eine  Cartesische  bezeich- 
nen, obwohl  die  Cartesische  ErzeuguDgsweiee  nicht  länger  gilt. 
Die  Gleichung  der  Cartesischen  Kurve  kann  für 
Ä  =  0  und  X-0 
als  Gleichungen  eines  Kröises  und  einer  Geraden  respektive 
and  flir  h  als  eine  Konstante  oder  7c  =  0  als  Ausdruck  der 
unendlich  fernen  Geraden  in  die  Form 

gesetzt  werden,  aus  welcher  ersichtlich  ist,  dass  die  Schnitt- 
punkte von  S^O  und  h^O  Spitzen  sind,  deren  Tangenten 
sich  im  Mittelpunkte  von  S  durchschneiden,  so  dass  dieser 
der  dreifache  Brennpunkt  der  Kurve  ist;  die  Gerade  i  =  0  ist 
eine  Doppeltangente  derselben.  Wir  wollen  bemerken,  dass 
diese  Kurve  von  Cayley  unter  der  Gleichungsforra 

studiert  worden  ist, 
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Die  Form  S^  —  h^L  lUssb  die  Kurve  als  die  Eiiveloppe 
des  veränderliclien  Kreises 

erscheinen,  dessen  Mittelpunkt  sich  längs  einer  zu  L  =  0  ni)!-- 
malen  geraden  Linie  bewegt.  Durch  Vergleichung  der  Dis- 
kriininante  desselben  mit  Null  erkennt  mau,  dass  es  drei 
Werte  von  k,  giebt,  für  welche  der  Kreis  sich  auf  einen  Punkt 
reduziert,  oder  mit  andern  Worten  drei  Brennpunkte.  Nach 
der  vorher  entwickelten  Theorie  kann  aber  für 

^  =  0,     J9  =  0,     C-O 
als  irgend  drei  Lagen  des  veränderlichen  Kreises  die  Gleichung 
der  Enveloppe  in  der  Form 

dargestellt  werden;  und  wir  haben  daher  für  q,  p',  p"  als  die 
Entfernungen  von  den  drei  Brennpunkten  die  Eigenschaft 

Iq  +  mq'  +  nQ"'^0 
oder,   weil  ft^=0   ein  Kreis  des  Systems  ist,  der  dem  Werte 
A  =  0  entspricht,  wir  haben 

iQ  +  m&'^nh 

Eine  Cartesische  Kurve  kann  auch  als  Ort  der  Spitze 
eines  Dreiecks  erzeugt  werden,  dessen  Basisecken  sich  in  Kwei 
festen  Kreisen  bewegen,  während  die  Seiten  und  die  Basis 
sich  um  die  Centra  und  einen  festen  Punkt  in  der  Ceutral- 
linie  derselben  drehen. 

Wenn  eine  Sehne  die  Cartesische  Kurve  in  vier 
Punkten  schneidet,  ao  ist  die  Summe  der  Entfernun- 
gen dieser  letzten  von  einem  der  Brennpunkte  kon- 
stant. Denn  die  Poiargleicbung  der  Kurve  für  den  Brenn- 
punkt als  Pol  ergiebt  sich  in  der  Form 

p^  —  2  (ß  -f  6  cos  K»)  e  +  c^  ^  0 
und  durch   die  Elimination   von  cj   zwischen   dieser   und   der 
Gleichung  einer  beliebigen  Geraden   erhalten   wir  für  p   eine 
biquadratische  Gleichung,  in  welcher  der  Koefficieut  des  zwei- 
ten Gliedes  durch  —4a  gegeben  ist. 
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Wemi  c  =  0  ist,  so  wird  die  vorige  Gleicliiing 
&-=a-\-h  eos  o 
und  die  Kurve  iiat  ausser  den  Spitzen  in  I  and  J  im  Anfangs- 
punkt der  Koordinaten  einen  Knotenpunkt.  Man  nennt  sie 
dann  die  Pascalsche  Schnecke  oder  Lima^on  und  kann  sie 
offenbar  dadurch  erzeugen,  dass  man  in  den  Radien  vektoren 
des  Kreises  aus  einem  Punkte  desselben  konstante  Längen  von 
ihren  Endpunkten  aus  abträgt.  Wenn  noch  speeieller  a^h 
ist,  so  erhält  die  Kurve  eine  dritte  Spitze  und  hoisst  die 
Cardioide;  die  abzutragende  konstante  Länge  ist  dem  Durch- 
messer des  Kreises  gleich.     Die  Gleichung  kann  in  der  Form 

p4  ^  mi  cos^ito        o'^-^  (la.)  ''CM-ttO; 
geschrieben  werden. 

282.  Die  Brennpunlcts-Eigenschaften,  die  wir  soeben  er- 
örterten, können  durch  die  Methode  der  Inversion  nach 
Art.  123  untersucht  werden.  Man  zeigt  mit  Leichtigkeit,  dass 
jedem  Brennpunkt  einer  Kurve  ein  Brennpunkt  der  inversen 
Kurve  entspricht  und  dass  das  Centrum  der  Inversion  ein  Brenn- 
punkt ist,  wenn  die  unendlich  fernen  Punkte  J,  J  Spitzen  sind. 

So  ist  für  die  Cartesische  Kurve  mit  drei  in  einer  Ge- 
raden liegenden  Brennpunkten  die  Inverse  ip  Bezug  auf  irgend 
einen  Punkt  eine  bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  mit  vier 
Brennpunkten  in  einem  Kreise,  nämlich  dem  Centrum  der  In- 
version und  der  entsprechenden  der  drei  gegebenen  Brenn- 
punkte. Da  nun  aber  für  0  als  Centrum  der  Inversion  und 
,  B'  als   die   entsprechenden  Punkte   zu  A,  B  die  Relation 


besteht 


so  tritt  an  Stelle  einer  Relation  von  der  Form 

k.AP+^.BF^-G 
eine  solche  von  der  Form 

}J.A!F'+ii!.B']''^t'.OF', 
und   wir  erhalten  somit  die  Fundamentaleigenschaft  der 
hicirkularen  Kurve   vierter  Ordnung,  indem  wir  sie  als 
die  Inverse  einer  Oai-tesischen  Kurve  betrachten.     In  der- 
selben Weise  entspringt  aus  jeder  Relation 
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A.ÄF+ii.BP+v.CP^O 
eine  Delation 

l'.  Ä'F'  +  (i'.  B'F  +  v'.  G'F'  =  0. 
Die  inverse  Kurre  einer  bicirkularen  Kurve  vierter  Ordiiiing 
fiir  einen  ibrer  Punkte  als  Oentrum  der  Inversion  ist  eine 
cirliulare  Kurve  dritter  Ordnung  und  diese  besitzt  daher  die- 
selben Fokaleigensehaften  wie  jene.  In  Bezug  auf  jeden  der 
Punkte  0,  P,  Q,  B  (Fig.  des  Ai-t.  279)  ist  eine  bicirkulare 
Kui-ve  dritter  Ordnung  und  eine  bicirkulare  Kurve  vierter 
Ordnung  zu  sich  selbst  invers,  d.  h..  jeder  ihrer  Punkte  ent- 
spricht einem  andern. 

Da  der  Winkel,  unter  welchem  zwei  Kurven  sich  schnei- 
den, durch  Inversion  nicht  geändert  wird,  so  gilt  der  Satz 
vom  rechtwinkligen  Durchschnitt  konfokaler  Kurven  dieser 
Art  fiir  die  der  vierten,  sobald  er  für  die  von  der  dritten 
1  ist  ui|d  umgekebi-t.  Die  inverse  Kurve  eines  Kegel- 
!  ist  eine  bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung,  welche 
das  Centi'um  der  Inversion  zum  dritten  Doppelpunkt  hat,  und 
raan  schliesst  daher  aus  der  Bremvpunktseigeuschaft  der  Ke- 
gelschnitte unmittelbar,  dass  solche  Kurven  vierter  Ordninig 
die  durch  die  Relation 

A'F     IIP 

ausgeclviickte  Eigenschaft  haben  für  A',  B'  als  zwei  ihrer  Brenn- 
punkte und  0  als  den  reellen  Doppelpunlit.  Die  Beziehung  der 
Funkte  der  Kegelschnitte  zu  Brennpunkt  und  Directrix  giebt 
daher  unmittelbar  eine  andere  von  Hart  bemerkte  Konstruk- 
tion zur  Erzeugung  dieser  Art  von  Kurven  vierter  Ordnung. 
Wenn  der  von  dem  festen  Punlcte  G  ausgehende  ßadins  vektor 
(jE  eines  durch  diesen  Punkt  gehenden  Kreises  die  Kurve  in 
P  schneidet,  so  ist  FA'=' P'E  für  A  als  einen  andern  festen 
T'unkt. 

2^i  im  Kiiven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunit- 
ten  lasst  sieb  eine  Theorie  der  Einschreibung  von  Polygonen 
in  vollkoinmenei  Analogie  au  Poncelets  Theorie  derselben 
für  Kegelschnittt  entwickeln.''^)  Seien  A  und  B  die  Doppel- 
punkte,  so    veibmde   mau   den    einen    derselben  A    mit    einem 
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beUetigen  Punkte  P  der  Kurve,  den  neuen  Schnittpunkt  Q 
dieser  Geraden  init  der  Kurve  mit  dem  andern  Doppelpunkte 
Bj  den  neuen  Schnittpunkt  M  dieser  Geraden  mit  dem  ersten 
Doppelpunkte  A^  so  dass  man  einen  Punkt  der  Kurve  S  er- 
hält; u.  9.  w.  So  entsteht  im  allgemeinen  ein  ungeschloasenes 
Polygon  PQBS  .. .,  dessen  eine  Schar  alternierender  Seiten 
PQ,  BS,  ...  durchs  geht,  während  die  andere  Schar  QU,  ... 
durch  B  geht.  Es  giebt  nun  für  eine  beliebige  Kurve  vierter 
Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  keinen  Punld;  P  von  solcher 
Lage  in  ihr,  dass  in  dieser  Weise  ein  geschlossenes  Polygon 
von  gerader  Seitenzahl  entstünde,  z.  B.  ein  Viereck  FQRS, 
dessen  Seitenpaar  PQ,  BS  durch  A  gebt,  während  QB,  ST 
durch  B  gehen.  Aber  die  Kurve  vierter  Ordnung  kann  so  be- 
schaffen sein,  dass  ein  Polygon  der  fraglichen  Art  existiert; 
und  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  existieren  unendlich  viele  sol- 
che Polygone,  d.  h.  jeder  Punkt  P  in  der  Kurve  kann  als  erste 
Ecke  gewählt  werden  und  das  in  der  angegebenen  Weise  ge- 
bildete Polygon  Bchliesst  sich  immer.  Dass  die  Kurve  so  be- 
schaffen sein  kann,  ist  für  das  Viereck  evident;  denn  ist  PQBS 
ein  beliebiges  Viereck  und  wird  der  Schnittpunkt  von  PQ  und 
BS  mit  A  und  der  von  PS,  QB  mit  B  beaeichuet,  so  giebt 
es  immer  eine  durch  P,  Q,  P,  S  gehende  Kurve  vierter  Ord- 
nung, welche  die  Punkte  A  und  B  zu  Doppelpunkten  hat. 

284.  Die  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten erlauben  eine  rationale  Parameterdaratellung  durch 
Einführung  des  Büschels  von  Kegelschnitten,  welches  durch  die 
drei  Doppelpunkte  geht  und  z.  B.  die  Kurve  in  einem  derselben 
nach  ihrem  einen  Aste  berührt;  denn  ein  solcher  Kegelschnitt  kann, 
weil  er  sieben  feste  Punkte  mit  der  Kurve  gemein  hat,  sie  nur 
in  einem  weitem  durch  seinen  Parameter  im  Büschel  bestimm- 
ten Punkte  schneiden.  So  ergiebt  sich  z,  B.  für  die  Lemniskate 
von  Bernoulli  mittelst  der  im  reellen  Doppelpunkt  den  einen 
Ast  berührenden  Kreise  der  brauchbare  Parameterausdruck '") 

und  ähnlich  in  andern  Fällen.  Wir  wollen  jedoch  von  dieser 
schon  genügend  erläuterten  Methode   hier   absehen  und  zwei 
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einheitlielie  aoidere  Behandlungsweisen  entwickeln,  zuerst  die 
durch  die  Theorie  der  Inversion. 

Wenn  man  die  drei  Doppelpunkte  einer  unikurealen  oder 
rationalen  Kurve  vierter  Ordnung  als  Fundamentalpunkte  des 
Koordinatensystems  nimmt,  so  ist  die  Gleichung  der  Kurve 
notwendig  von  der  Form 

oder 

«„(i7+«J7+«..(i)'+2^,-^+2„..-L 

+  2a,3  —  =  0. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve 
vierter  Ordnung  aus  der  Gleichung  eines  Kegelschnitts  dadurch 
entsteht,  dass  man  die  Vaviabeln  durch  ihre  reciproken  Werfe 
ersetzt.  Man  kann  die  entsprechende  geometrische  Transfor- 
mation ala  Inversion  bezeichnen,  wenn  man  dies  Wort  in 
einem  weitern  als  dem  vorher  angenommenen  Sinne  fasst. 

Man  drückt  diese  Transformation  leicht  durch  eine  geo- 
metrische Konstruktion  aus.  Wenn  die  Koordinaten  den  senk- 
rechten Abständen  von  den  Seiten  des  Fundamental dreiecks 
proportional  sind,  so  gilt  für  zwei  Punkte 

P{Xi,  x^,  x^)     und     P'(a/,,  a/^,  a/g), 
die  durch  die  reciproken  Delationen 

verbunden  sind,  nach  Art.  55  der  „Kegelschnitte",  dass  die 
geraden  Linien  von  ihnen  nach  den  Ecken  des  Fundamental- 
dreiecks 2.  B.  PAj^,  P'A^  mit  den  anstossenden  Seiten,  also 
A^Ä^,  ^1.^5,  gleiche  Winkel  einschliessen ,  d.  h.  nach  Art.  329, 
13  ibid.  es  sind  F  und  F'  die  beiden  Brennpunkte  eines  Kegel- 
schnitts, welcher  die  Fundamentallinien  berührt.  Im  allgemeinen 
Falle  tritt  an  Stelle  der  in  Bücksicht  auf  die  bezüglichen  Fun- 
damentalliuien  oder  die  Halbierungslinien  der  von  ihnen  ge- 
bildeten Winkel  symmetrischen  Paarung  der  aus  den  Funda- 
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mentalpuükten  nach  P,  P'  gehenden  ötrahlen  die  involutori- 
sehe,  nämlieli  in  der  Weise,  dass  die  Geraden  ÄiP,  AtP'  ein 
Paar  einer  Involution  bilden,  die  durch  das  Tstai:  AiAt,  AiAi 
und  den  Doppelstrahl  A;E  (für  E  als  den  Einheitapunkt  der 
Koordinaten)  bestimmt  ist, 

Inamer  entspricht  im  allgemeinen  einer  Lage  von  P  eine 
einzige  bestimmte  LageLVOn  P'.  Wenn  aber  ^^'^  =  0  ist  oder 
P'  in  der  geraden  Linie  A^A^  'iegt,  so  werden  x^  und  «g 
beide  Null  und  P  fällt  mit  A^  zusammen;  und  uuagekehrt  ent- 
spricht dem  Punkte  A^  jeder  Punkt  in  A^A^.  Es  ist  jedoch  das 
Verhältnis  der  einem  bestimmten  Werte  von  a/j  entsprechen- 
den Werte  von  x^  und  x^  immer  gleich 

also  auch  für  verschwindendes  x^i  noch  gleich  x^^-.x'^,  d,  h. 
jedem  Punkt  P'  in  A^A^  entspricht  ein  zu  A^  unendlich  naher 
Funkt  P  in  bestimmter  Richtung  von  A^  aus,  nämlich  so, 
dass  wie  im  allgemeinen  Fall  AfP,  A^P'  mit  den  Fundamen- 
tallinien  A^A^,  Aj^A^  gleiche  Winkel  machen  oder  ein  Paar 
der  Involution  bilden,  welche  durch  diese  und  den  Doppel- 
strahl A^E  bestimmt  ist.  Wir  wollen  in  der  Folge  den  ersten 
Fall  voraussetzen. 

Wenn  der  Punkt  P  irgend  einen  Ort  beschreibt,  so  durch- 
läuft P'  einen  entsprechenden  Ort;  wenn  z.  ß.  der  Ort  von  P 
eine  gerade  Linie 

a^Xi  +aiXi  +  a^x^=0 
ist,  so  ist  der  von  P'  der  Kegelschnitt 

tSi  x\  x's  -f  Hg  fl/g  a/j  -|-  «3  a^i  »i'a  =■  0 
und  umgekehrt   (vergl.  „Kegelschnitte"  a.   a,  0.);   för   %  =  0 
d.  h.  wenn  die  Gerade  durch  A^  geht,  reduziert  sich  der  ent- 
sprechende Kegelschnitt  auf 

^i  ('^B  ^3  "I"  ^i  *'b)  =  ^ 
und  besteht  also  aus  den  Geraden 

ic*^  =  0     und     a^id^  +  ag3^^  =  0, 
von  welcher  letzten  wir  sagen  können,   dass  sie  der  Geraden 

<»^-.%-t-<y,^,T3  =  0 
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Allgemeiner  entapricht  wie  gesagt  einem  Kegel- 
schnitt eine  Kurve  vierter  Ordnuug  mit  drei  Doppel- 
punkten, d.  i.  wie  dieser  vom  Geschlecht  0,  in  Überein- 
'  mit  Art.  83. 


285.  Das  Entsprechen  des  Kegelschnitts  und  der  Kurve 
vierter  Ordnung  kann  im  einzelnen  erörtert  werden;  davon 
folgendes:  Der  Kegelschnitt  schneidet  jede  Seite  des  Funda- 
mentaldreiecks 7..  B.  Ä^Ä^  in  zwei  Puakten;  denselben  ent- 
sprechen zwei  zu  A^  in  'bestimmten  Riehtungen  benachbarte 
Elemente,  d.  h.  also  die  Tangenten  der  Kurve  vierter  Ordnung 
im   Doppelpunkt  A^.     Je  nachdem   also   der  Kegelschnitt  die 


Gerade  A^A^  in  zwei  nicht  reellen  oder  in  zwei  reellen  Punk- 
ten schneidet  oder  in  einem  Punkte  berührt,  hat  die  Kurve 
vierter  Ordnung  in  Ä^  einen  isolierten  Punkt,  einen  Knoten- 
punkt oder  eine  Spitze;  ebenso  für  die  andern  Seiten  und 
Ecken.  So  ist  für  eine  Ellipse  oder  einen  Kreis,  welche  ganz 
im  Innern  des  Fuu<?amentaldreiecks  liegen,  die  Kui-ve  vierter 
Ordnung  eine  Kurve  mit  drei  isoUerten  Punkten,  in  den  Fnn- 
damentalp unkten  und  einer  nach  denselben  hin  ausgebauchten 
dadurch  dreieckähnlichen  geschlossenen  Kurve  im  Innern  des 
Fnudamentaldreiecks  (Fig.  57).  Wenn  die  Ellipse  dem  Drei- 
eck eingeschrieben  ist,  so  hat  die  Kurve  vierter  Ordnung  drei 
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Spitzen  (Fig.  58)  in  den  Fundamentalpunbten.  Schneidet  aber 
die  Ellipse  jede  Seite  in  zwei  reellen  Punkten,  so  hat  die  ent- 
stehende Kurve  vierter  Ordnung  drei  Knotenpunkte  in  den 
Fundamentalp unkten,  und  zwar  in  der  Form  der  Fig.  59, 
wenn  die  Schnittpunkte  der  Ellipse  in  jeder  Seite  zwischen 
den  bezüglichen  Ecken  und  nach  dem  Typus  der  Fig.  60, 
wenn  diese  Schnittpunkte  ausserhalb  der  bezüglichen  Ecken 
liegen.  Eh  ist  zu  bemerken,  dass  beim  Übergang  aus  der 
einen  Form  in  die  andere  die  Ellipse  nach  einander  durch 
die  Ecken  des  Dreiecks  gehen  muss,  so  dass  der  Übergang 
nicht,  wie  man  ei-warten  konnte,  durch  die  Form  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Funkte  hindurchgeht; 
wenn,  die  Ellipse  durch  eine  Ecke  geht,  so  zerfällt  die  Kurve 
in  eine  gerade  Linie  und  eine  Kurve  dritter  Ordnung.  Die 
vollständige  Diskussion  der  verschiedenen  Formen  ist  inter- 
essant und  nicht  schwierig,  würde  aber  ziemlich  vielen  Raum 
erfordern;  man  hätte  die  Kegelschnitte  zu  betrachten,  welche 
in  jeder  Figur  der  unendlich  fernen  Geraden  in  der  Ebene  der 
andern  Figur  entsprechen.  Die  Anwendung  derselben  Theorie 
auf  sphärische  Figuren  wird  dadurch  wesentlich  vereinfacht, 
dass  solche  Kegelaebnitte  nicht  auftreten. 

286.  Die  besprochene  Art  der  Erzeugung  der  Kurve  vier- 
ter Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  führt  sogleich  zu  ver- 
schiedenen Eigenschafton  der  Kurve.  Es  ist  bekannt,  dass 
die  sechs  Geraden,  welche  die  Ecken  eines  Dreiecks  mit  den 
Schnittpunkten  seiner  respektiven  Gegenseiten  mit  einem  Ke- 
gelschnitt verbinden,  einen  Kegelschnitt  berühren  und  man 
weist  leicht  nach,  dass  die  sechs  Geraden,  welche  den  vorigen 
für  das  Dreieck  als  Pundamentaldreieck  nach  dem  Gesetz  der 
Inversion  entsprechen,  die  Gegenseiten  wieder  in  sechs  Punk- 
ten eines  Kegelschnittes  schneiden  und  also,  dass  die  sechs 
inversen  Geraden  gleichfalls  einen  Kegelschnitt  berühren.  In 
der  That,  wenn  die  Geraden 

a:j  =  a3^,  x^  =  a'x^;  x^  =  ßxg,  x^'^ß'x^;  X^  =  yx^,  ^s^y'^s 
die  Seiten  n  n  r> 

in  sechs  Punkten  eines  Kegelschnittes  schneiden,  so  muss 
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sein  uad  diese  Relation  wird  durch  Einfühmnig  der  reeiprokeu 
Werte  von  «c,  ß,  y,  «',  ß',  y' 

statt  derselben  nicht  gestiert.  Nach  dem  vorgehenden  sind 
aber  die  Tangenten  der  durch  Inversion  aus  einem  Kegel- 
schnitt entstehenden  Kurve  vierter  Ordnung  im  Doppelpunkt 
Ai  die  inversen  Geraden  zu  den  Verbindungslinien  von  ^Ij  mit 
den  Schnittpunkten  der  Seite  A^A^  mit  dem  Originalkegel- 
schnitt, d.  h.  die  Tangenten  der  Kurve  in  den  Doppel- 
punkten Äj^,  Ä^,  A^  berühren  einen  und  denselben  Ke- 
gelschnitt, was  sich  auch  aus  der  Gleichung  der  Kurve  direkt 
ergiebt. 

Wenn  man  von  den  Pundamen talpunkten  A,,  A^,  A^  Tan- 
genten an  einen  Kegelschnitt  zieht,  so  sind  die  sechs  inversen 
Geraden  wieder  Tangenten  eines  Kegelschnittes.  Bei  der  In- 
version des  ersten  Kegelschnittes  in  die  Kurve  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpimkten  in  A^,  A^,  A^  geben  aber  jene  Tan- 
genten in  ihren  inversen  die  von  den  Doppelpunkten  an  die 
Kurve  gehenden  Tangenten,  deren  Anzahl  gleich  2  ist,  weil 
sie  im  allgemeinen  durch  v  —  4  ausgedrückt  wird.  Wir  er- 
halten somit  den  Satz:  Die  sechs  Tangenten,  welche  von 
den  Doppelpunkten  an  die  Kurve  vierter  Ordnung 
gehen,  sind  Tangenten  desselben  Kegelschniifces. 

287.  Den  Doppeltangenten  der  Kurve  vierter  Ordnung 
entsprechen  Kegelschnitte,  welche  dem  Fund  amental  dreieck 
umschrieben  sind  und  den  Originalkegelschnitt  doppelt  be- 
rühren; den  stationären  Tangenten  derselben  solche  Kegel- 
schnitte, welche  jenen  stationär  berühren.  Man  zeigt  ohne 
Schwierigkeit,  dass  vier  Kegelschnitte  der  ersten  und  sechs 
der  zweiten  Art  existieren.  Übereinstimmend  mit  den  Charak- 
teren T  =  4,  (=-6.  Das  Resultat  rttcksichtlich  der  Doppeltan- 
genten lässt  sich  aber  auch  unmittelbar  aus  der  Gleichung  der 
Kurve  ableiten,  die  man  in  der  Form  schreiben  kann 

{ a^2«s  VM  +  ^s  «1  VM  +  ^1%  VC^s)  I " 
=•  2  a^t  3^3  a: J  { y  («aa  «3^)^-0^ )  a^i  4- { V^^^)  -  »3, )  ai, 
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In  deraelbeii  bezeiclinet  der  Faktor  von  2x^x^Xs  gleich  Null 
gesetzt  eine  Doppeltaiigciite,  und  der  Wechsel  der  Zeichen  bei 
den  Wurzel  grossen  giebt  die  vier  Doppeltai^eiiten  der  Kurve. 
Setzen  wir  daiui  abkürzend 

«83^1  +  «31^2  +  Oisa^a  ="  Vj 

und  repräsentieren  die  Grleiehnng  der  vier  Doppeltangenten 
durch  ©  =  0,  80  haben  wir 

=  0'  ~  j/i'  -  y^^  -  y^^y  -  4  ivs%^ + y!^W + yi%''+  2  j/i  y^  Vs  v) 

für  U  als  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Kurve.  Man  kann 
somit  die  Gleichung  der  Kurve  auch  in  der  Form  schreiben 

welche  aussagt,  daas  die  acht  Berührungspunkte  der 
Doppeltangenten  auf  einem  Kegelschnitt  liegen. 

Wenn  die  vier  Doppel fcangenten  durch  ^5  =  0,  4  =  0,  tg  =  0, 
i^=0  ausgedrückt  werden,  so  kann  die  Gleichung  der  Kurve 
vierter  Ordnung  durch 

ii^+%^  +  ^^  +  h^-(^ 
oder 

dargestellt  werden,  aus  welcher  Form  erhellt,  daas  die  *;  =  0 
Doppeltai^enten  sind ,  deren  Berührungspunkte  auf  einem  Kegel- 
sclmitt  liegen,  und  mit  welcher  man  zeigt,  dass  die  Punkte 

t^  —  t^^O,     t^~i^O 
die  drei  Doppelpunkte  sind,'') 

288.  Wir  haben  soeben  gezeigt,  wie  die  Gleichung  der 
Kurve  vierter  Ordnung  auf  die  Form 

reduziert  werden  kann,  und  bemerken  nun,  dasa  für 

M  =  0,     w  =  0    und     «  =  0 
als  die  Gleichungen  von  zwei  Tangenten  und  der  entsprechen- 
den Berühi-uiigssehne  des  Kegelschnitts  aus  der  Gleichung 
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desselben,  die  Gleichung  der  Kurve  vierter  Ordmmg  iii.  der 
Form 

für  U,   V,  W  als  lineare  Funktionen  von 

unmittelbar  entspringt.  Endlich  ergiebi  sieh  daraus,  dass  die 
Eoordinaten  x'i  eines  Punktes  des  Kegelschnitts  als  quadra- 
tische Funktionen  eines  Parameters  d  ausgedrückt  werden 
können,  für  die  Kurve  vierter  Ordnmig,  welche  aus  ihm  durch 
Inversion  entsteht,  die  Ausdrückbarkeit  der  Koordinaten 

ihrer  Punkte  durch  biquadratische  Punktionen  desselben  Pa- 
rameters.    Die  Kurve  ist  also  einläufig  nach  Art.  44. 

Die  vorige  Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei 
Doppelpunkten  überträgt  sich  auch  auf  den  Fall,  wo  diese 
Punkte  alle  oder  zum  Teil  Spitzen  sind.  Die  Kurve  mit  drei 
Spitzen  ist  durch 

x^"^  +  xfi  -\-  xf^i  =  0 
darstellbar  und  die  Riickkehrtaugenten  werden  durch  die  Glei- 
chungen 

^1  =  ^2  =  ■^B 

ausgedrückt,  gehen  also  durch  einen  Punkt.  Die  Ecciprokc 
dieser  Kurve  ist  von  der  dritten  Ordnung  und  hat  die  Glei- 
chung 

welche  das  Vorige  bestätigt  (Art.  216).  Wenn  die  Kurve  zwei 
Spitzen  und  einen  Knotenpunkt  hat,  so  gehen  die  geraden 
Verbmdi  ngslmien  der  beiden  Spitzen  und  der  beiden  Inflexious- 
punkte  d  irch  emen  Punkt  der  Doppeltangente. 

Nur  die  im  Ait  245  bezeichneten  Fälle  des  Vorkommens 
höherer  Singular  ititen  erfordern  eine  besondere  Untersuchung. 
2b9    Die    Gleichung    einer   Kurve   vierter   Ordnung    mit 
einem  Beruhrungsknoten  ist  nach  Art.  245 
x^^Xg^  +  i^i^a^  ^i  +  cx^Xg^x^  -j-  dx^x^  -|-  ex^  -\-  fx^x^^  +  gx^^x^ 
+  hXi^x^^-{-  ix^==0^ 
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wenn  der  Punkt  x^^x^^O  der  Berühriingsknoten  und  die  Ge- 
rade x^'^-O  die  entsprecheude  Tangente  ist.  Hat  die  Kurve 
einen  weitem  Doppelpunkt,  so  kann  derselbe  als  Fundamen- 
talpimkt  Xg'^Xj^  —  O  genommen  werden  und  es  mues  dann 
d  —  h^i  =  0  sein,  so  dass  die  Gleichung  eine  quadratische 
Funktion  von 

wird,  nämlich 

(x2Xgy+bXj^.x^x^+cx^x^.X2Xg  +  ex^^+fxj^.x^X2-{-g(Xj^x^y^='0. 
Wir  erhalten  somit  die  Gleichung  einer  Kurve  vierter  Ordnung 
mit  einem  Berührungsknoten  und  einem  Doppelpunkt 
aus  der  allgemeinen  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  indem  wir 
die  x^x^,  Xj^,  x^x^  für  Xj,  x^,  Xg  respektive  substituieren.  Da 
nun  die  Relationen 

x\ :  a/j :  a;'ä  =  :Ci  a^a :  a;/ :  a^  (Tg , 
die  andern 

XiiXgix^  —  x\  x\  :x'^:  a/g  a/g 

bedingen,  so  ergiebt  sich  eine  ganz  analoge  Theorie  ftir  diese 
Kurven  vierter  Ordnung  wie  für  die  mit  drei  verschiedenen 
Doppelpunkten.  Die  Konstanten  können  so  bestimmt  werden, 
dass  der  Doppelpunkt  zur  Spitze  oder  der  Beruh rungsknoten 
zur  Knotenspitze  wird,  oder  dass  beides  zugleich  eintritt;  und 
die  Theorie  erweitert  sich  so  auf  die  Kurven  vierter  Ordnung 
mit  zwei  verschiedenen  singulären  Punkten,  Doppelpunkt  oder 
Spitze  und  Berührungsknoten  oder  Knoteuspitze, 

Die  Gleichung  der  Kurve  vierter  Ordnung  mit  einem  Os- 
kulationsknoten  ist  nach  Art.  245 

(«3  «3  —  mx^^^  +  ca^^a^g  {x^  x^  —  mx,^)  +  dx^^x^  +  gx^x^ 
+  hx^x^^  +  ix^  —  0 , 
eine  quadratische  Funktion  von 

Und  da  aus 

x\  : x\ : x\^^ Xj^x^'- X^'.x^ x^  —  mx^' 
die  Relationen 

folgen,  so  existiert  anch  für  diesen  Fall  eine  Theorie,  welche 
der  der  Kurven  mit  drei  Doppelpunkten  analog  ist.    Die  Eon- 
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ebanten  können  so  specialisiert  werden,  dass  der  Oskulations- 
knoten  zar  Berührungsknotenspjtze  wird  uud  die  Theorie  für 
diese  Kurven  gütig  bleibt. 

In  allen  diesen  Fällen  haben  wir  die  Koordinaten  Xi  eines 
Teränderliehen  Pimktes  der  Kurve  vierter  Ordnung  als  qua- 
dratische Funktionen  der  x'i^  d.  h.  der  Koordinaten  eines  ver- 
änderlichen Punktes  eines  Kegelschnitts  ausgedrückt  oder,  da 
die  letzten  bekanntlich  quadratische  Funktionen  eines  Para- 
meters Ö  sind,  als  biquadratische  Funkfcionen  desselben  Para- 
meters. 

290.  Es  bleibt  endlich  der  Fall  der  Kurve  vierter  Ord- 
nung mit  dreifachem  Punkt  von  allgemeiner  oder  spezieller 
Art  zu  erwähnen,  für  welchen  die  in  den  letzten  Artikeln  ge- 
brauchte ßehandlungs weise  nicht  anwendbar  ist,  während  wir 
doch  leicht  in  anderer  Weise  die  Koordinaten  als  rationale 
Funldäonen  eines  Parameters  ausdiücken  können.  Denken  wir 
den  Punkt  a;j  =  %  =  0  als  den  dreifachen  Punlit,  so  ist  die 
Gleichung  der  Kurve  notwendig  von  der  Form 
^  M<=>=H«'     für    M«)  und  M<^' 


als  homogene  Funktionen  dritti 

äu  un 

d  vierten  ( 

Setzen  wir 

dann 

%  = 

9^,, 

so  wird 

X, 

.0(31  = 

=  X,@(*t 

für 

®m 

0.i) 

als    Funktionen    dritten    und    vierten    Grades    von   dem    Para- 
meter 9;   es   sind  also  x^,  x^^  x^   respektive  proportional  au 

Diese  Methode  entspricht  genau  den  allgemeinen  Grund- 
sätzen des  Art.  44  Die  veränderliche  Gerade  iCg^öx^,  die 
durch  den  dreifachen  Punkt  gebt,  schneidet  die  Kurve  in  nur 
einem  andern  Punkt,  dessen  Koordinaten  daher  in  Ö  rational 
auadrückbar  sind.  Und  wir  würden  zu  denselben  Ergebnissen 
gelangt  sein,  wie  wir  sie  entwickelten,  wenn  wir  in  den  vor- 
her untersuchten  Fällen  die  nämliche  Methode  angewendet 
hätten;  wenn  wir  also  im  Falle  der  Kurve  mit  drei  Doppel- 
punkten den  veränderlichen  Punkt  als  den  beweglichen  Schnitt- 
punkt  der   Kurve   mit   einem   Kegelschnitt  betrachteten,   der 
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durch  die  Doppelpunkte  und  einen  weitern  festen  Punkt  der 
Kurve  geht. 

Wir  heben  endlich  den  Fall  einer  Kurve  vierter  Ordnung 
mit  dreifachem  Punkt  x^''x^  =  x^  besonders  hervor,  weil  er 
genau  in  der  Weise  des  Art.  213  behandelt  werden  kann. 
Die  Kurve  hat  ausser  dem  dreifachen  Punkt  nur  einen  Un- 
dulationspunkt  und  ihre  Reciproke  ist  eine  Kurve  von  dersel- 
ben Art. 

291.  Die  rationalen  Kurven  vierter  Ordnung  können  aber 
natürlich  auch  nach  der  algebraischen  Methode  des  Art.  217 
behandelt  werden;  man  kann  setzen 

3;a  =  «2V+463V'''2  4-6CaVV  +  4(^'tiV  +  eaV7 

und  bildet  daraus  nach  Art.  44  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den Kurve.  Die  Gleichung,  welche  die  Parameter  der  In- 
flexionspunkte  bestimmt  und  die  Itelation  zwischen  den 
Parametern  von  drei  Punliien  der  Kurve  in  einer  geraden 
Linie  können  wie  a.  a.  0.  ermittelt  werden;  man  erhält  sie  aber 
auch  in  folgender  Art. 

Wenn  man  die  geschriebenen  Koordinatenwerte  in  die 
Gleichung 

einsetzt,  so  entsteht  eine  biquadratische  Gleichung  zur  Be- 
stimmung der  Parametei-werte  ^,  /',  A",  k'"  der  Punkte,  in  wel- 
chen die  gerade  Linie  §,■  die  Kurve  vierter  Ordnung  schneidet 
—  imd  wir  wollen  sogleich  anmerken,  dass  die  Diskriminante 
derselben  die  Tangentialgleiehung  der  Kurve  oder  die  Gleichung 
ihrer  Reciproken  in  der  Form  S'  =  T^  liefert.  Dann  liefert 
uns  die  Theorie  der  Gleichungen  die  fünf  Relationen 

-4(S,S,  +  S,S,  +  S,i,)  -J,J',J",i"',  +  J,l',J",l"',  +  i,J',/l",J"', 

()  (E,  c,  + 1,  c,  + 1,  e,)  - 1,  l'i i", l"',+  A, »', A", >!\+  A,  1", »', A'", 
+  As  X'\  A'j  k"\  +  \  k"\  X\  l'\ 
+  A,J"',A',A",, 
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und  man   erhält  aus  ihnen  durch  lineare  Elimination  von  |^, 
^21  ^3  5   ''■'"n  ^"'2   <^^  Relation  zwiachen  den  Parametern  von 
drei  Punkten   der  Kurve,   die   in    einer  Geraden   liegen; 
mit  den  Äbtürzungen 
A==\  l\  V\,     B^l^  V^  l'\  +  J.'i  Ag  V\  +  A",  k^  A'^ , 

=  l^  ;i'^  A"^  +  ;i'^  Aj  A",  -[-  A"^  ^j  A'^ ,     B=\  A',  A", 


in  dei 

Form 

o„            n„           o„        J,,     0 
-4S„     -46„     "46„     -B,     J 

6(!„          6c„         66,,      C,     -B 
-4Ä„     -4i,,    -U„    J],     C 

e,,           a,,          e„        0,     2> 

- 

Durch  die  Annahme,  daes  A, :  A„  ^  A', :  A',  =  A", :  X", 
wir  die  Parameter  der  Inflexionapunlcte  als  besti 

«1,           ".,          «.,       ■•/>           " 
-46„     -46„     -46„    3J,"J„     1/ 
6(\,         66,,         6cs,      3A,A,^     3A/ 
4Ä,,    -4d„     -iä„    V>          3*!* 
«,,            %,            h,       0,             ■!,■ 

1, 

Man  kann  die  erste  Determinante  in  entwickelter  Form 
nach  bekannter  Symbolik  seh  reiben 

24(01^363)  D'+  16  (a^b^ds)  CD  +  i  (a,b^o,){G'~  BD) 

+   Ala,d^e^){S''~AC)  +  2i{\c^e^)A0+-lGQ>^d^e^)AB 

und   die   zweite   wird   Dach  Division  mit  24  zu  der  die  In- 
flexionspunkte  bestimmenden  Gleichung  sechsten  Grades 
(«AO^i^+2  (<hh^)  K^h  +  i  K&2C8)  +  3  (%Ca%)  I W 

+2  (öif^Cfl)  ^iA/+  (Cidäeg)  Agß  =  0. 
Wenn  man  in  der  vorhergehendeii  Relation  nur  zwei  der 
Parameter  einander  gleich  setzt,  so  erhält  man  die  Relation, 
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welche   den  Parameter  eiues  Punktes  Ä   der  Kurve  mit  dem 

Parameter    eines    der   Punkte    B   verbindet,  in   welchen   die 

Tangente   in  A  die  Kurve  ferner  schneidet;  indem  man  für 
B,  C,  -B,  A  respektive  schreibt 

folgt  die  in  l'  quadratische  und  in  l  biquadratische  Gleichung 

+  {12(%Ci,e5)+48(6iCa(4))  VV 

-f  {4  (ffiit^ßg)  +24(6^C2ejliiV+8(6i'4e3)  V] 

+32  (\d^eg)>,^>.^^+  24  (c^  ä^  e^)  X^"]  =  0. 
Sie  liefert  entweder  die  Parameter  der  zwei  Punkte  j6,  welche 
dem  Punkte  A  entsprechen,  oder  die  der  vier  Punkte  A,  welche 
aus  einem  Punkte  B  erhalten  werden.  Wenn  wir  die  Bedingung 
bilden,  unter  welcher  die  quadratische  Gleichung  in  A'  gleiche 
Wurzeln  hat,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  achten  Grades 
zur  Bestimmung  von  ^i'.^^,  welche  die  Parameter  der  acht 
Berührungspunkte  der  vier  Doppeltangenten  der  Kurve 
bestimmt. 

Und  wenn  bewiesen  ist,  dass  man  vier  lineare  Funktionen 
ti,  ^g,  t^,  t^  von  iCjj  i%,  a^j  finden  kann,  welche  durch  voll- 
kommene Quadrate  in  }-^:\  ausgedrückt  werden,  so  wird 
durch  Wurzelausziehung  und  lineare  Elimination  von  A^^,  A.A^ 
und  i.^  evident,  dass   die  Gleichung  der  Kurve  in  der  Form 

A^\^+  A^t^^+  A^t^^  +  A^t^^  =Q 
gesehrieben  werden  kann. 

292.  Bedingungen,  welche  durch  die  Parameter  eines 
Doppelpunktes  erfüllt  werden  müssen,  erhält  man  wie  in 
Art.  218  durch  die  Bemerkung,  dass  die  Parameterbedingung 
der  Kollinearität  von  drei  Punkten  erfüllt  sein  muss,  wenn 
zwei  dieser  Parameter  demselben  Doppelpunkt  entsprechen, 
während  der  dritte  einen  beliebigen  Punkt  der  Kurve  bezeich- 
net.    Wir  setzen 
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somit 

und  erhalten  durch  Substitution  dieser  Werte  in  die  Deter- 
minante des  letzten  Art.  und  durch  die  geti-ennte  Vergleichang 
der  Koeffieienten  von  A^^,  ijA^  rnid  l^^  mit  Null  die  drei  Be- 


«a, 


0 


"„ 

-4b,, 

-4i, 

6c„ 

Sc,, 

6<i 

•H, 

-id„ 

^-4d, 

-4*,, 


-44, 


6»„ 

6(i, 

44, 

-id., 

%, 

'„ 

«„ 

»ä, 

**., 

-46„ 

6c„ 

6»„ 

4ä„ 

-4^, 

<^1 


und  in  entwickelter  Form 

1  6  (%  JgO^)  ffj"  +  4  (0.^^563)  KgKg  +  24  (%  Cg  Og)  Kg  «3  +  6  («1  Cg  ^)  «2^ 

+96(6iCa^)«iffg+4(aid^e3)aiaa+24(6ie2e»)«i«3+16(feAea)V='0- 
Wir  kombinieren  mit  diesen  Gleichungen  die  drei  andern, 
die  durch  die  Multiplikation  von  ttj,  otj,  «^  mit 

erhalten  werden  und  eliminieren  die  Grossen  a,^,  a,^^  k^^,  ct^rn^, 
ftj«^,   «iKä   linear  ans   dem   System;  wir  erhalten  damit  eine 
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Gleichung  sechsten  Grades  zur  Bestimnaung  der  Parameter  der 
drei  Knoten, 

Man  kann  endlich  in  analoger  Art  wie  in  Art.  218  die 
verschiedenen  Fälle  untersuchen,  in  welchen  diese  Gleichung 
sechsten  Grades  gleiche  Wurzeln  hat  und  so  zn  den  verschie- 
denen speziellen  Fällen  der  rationalen  Kurven  vierter  Ordnung 
gelangen,  welche  wir  schon  aufgezählt  und  behandelt  haben. ^^) 


Invarianten  und  Kovarianten  voa  Kurven  vierter  Ordnung, 
293.  Wenn  wir  die  Gleichung  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung in  voller  Länge  schreiben  mösseu,  so  wollen  wir  sie  in 
der  Form  schreiben 

+  12  Ix^^cs^  Xg  -f  12mx^^Xg  x^  -f  12*1%^%  x^ 

-f  ia^Xj^x^  +  AOffX^^Xg 

+  4fc,  x/x^  +  46j  x^^x^  ■+  ie^x^^x^  +  Ac^x^^x.^  =  0. 
Die  Konkomitaute  der  niedrigsten  Ordnung  in  den  Koef- 
ficienten  ist  die  Eontravariante  des  Art.  93,  vom  zweiten 
Grade  in  denKoefficienten,  deren  symbolischer  Ausdruck  (|12)* 
ist  und  durch  deren  Verschwinden  ausgedrückt  wird,  dasa  die 
gerade  Linie  1;  die  Kurve  vierter  Ordnvmg  in  vier  Punkten 
schneidet,  für  welche  die  Invariante  S  verschwindet  („Kegel- 
schnitte" Art.  340,  =i^4,g)-  Wir  werden  diese  Kontra  Variante 
ö  nennen;  sie  ist  vom  vierten  Grade  in  den  i,-  und  wir  schrei- 
ben ihre  Koefficienten  Ä,  £,  v..  s.  w.  und  geben  in  folgendem 
ihre  Werte: 

C-ab  +  ^h^'-Aa^li; 

L-=2  ß  —  mn  —  gi^  —  hc^  +  h^Ci, 
M^2gm—  nl  —hc^—fa^-^c^a^, 
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^,  =  3  m  c,  -  3  «/■  -  c  &j  +  63  Cj , 

Bi  =  SlCi  —3ng  —  ca^-{-  c^a^; 
Ci  =  3^&i  -3mh-la^-'^a^bs, 

294.  Die  eben  entwictelte  Eontravariante  ist  die  Evelc- 
tante  der  einfaehaten  Invariante  A,  welche  vom  dritten 
Grade  in  den  Koefficienteo  ist  uud  die  den  symbolischen  Aus- 
drack  (123)*  hat;  d.  h,  aus  welcher  0  hervorgeht  durch  Voll- 
zag der  Operation 

''   da       ^   ab  de       '    •"   dj 

90  dass  umgekehrt  aus  den  vorher  gefundenen  Werten  der 
Koefficienten  von  e  die  von  A  abgeleitet  werden  können. 
Es  ist 

A  =  abfi  +  Z{ap-\-hg^~\-chF)  - 4:{a\c^  +  bc^a^-'r ca^h^) 
+  12(/';^4-?n*ä  +  Än^  +  Qfg'h  -  12lmn 
—  12(a^nf+  a^mf+  b^ng  +  b^lg  +  c^mh  +  c^l-h) 
+  12(Z&jCi  +  mcgas  + 5*%^  +  4(fl3?)3Cj  +  ög&^Ca). 
In  der  Bezeichnung  des  Art.  224  erscheint  A  in  der  Form 

r{d^)  +  i(dca)  +  Z(dh^  -  12(c^h) 
mit 

{d^)-^d^d^-id^d^  +  Bds% 
(dca)  =- «(,  { t^Cg -- 3(4cg  + 3^3^  —  rf^Co) 

+  «1  { c^Co  —  Sti^Ci  +  St^Cg  —  t^o^^a ! ) 
(d&ä)  =  i;oV-4t?iöA  +  4<^2V+2t?3V'a-4(?3Mi  +  fW) 
((^&)  =  6a(coC3  — e,^)  — 6j((^C3  — q^)  +  6o(Cie3  — Cgä); 
wo  die  Invarianten  (d^),  (dcd),  u.  s.  w.  aus  der  Theorie  der  bi- 
nären Formen  wohlbekannt  sind. 

295.  Die  nächst  einfache  Invariante  ist  vom  sechsten 
Grade  in  den  Koefficienten.  Man  kaJin  sie  aus  den  sechs 
Gleichungen,  die  durch  zweifache  Differentiation  der  gegebenen 
Gleichung  nach  den  Xf  entstehen,  durch  dialytische  Elimination 
der  sechs  Grössen  Xj^^  x/,  x^",  x.^Xi,  x^x,^,  x^x^  bilden;  wir  be- 
zeichnen sie  durch  B  und  ihre  Determinantenforni  ist  also 
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^J 

f, 

c, 

c,, 

(!„ 

n 

l, 

h, 

»j, 

f, 

n, 

m 

«J, 

m, 

»i> 

M, 

'J> 

l 

«1, 

h, 

n, 

m, 

l, 

h 

Wir  merken  au,  dass  Clebscli  diese  IuYLi,ria,iite  gebraucht 
hat,  um  zu  zeigen,  dass  die  Form 

mit  p,  q^  r,  s,  l  als  fünf  linearen  Funktionen  der  Koordinaten 
nicht  jede  beliebige  Kurve  vierter  Ordnung  darstellen  kann. 
Sie  enthält  vierzehn  unabhängige  Konstanten,  weil  die  p,  q, 
n.  a.  w.  je  drei  beliebige  Konstanten  enthalten,  und  kann  daher 
auf  den  ersten  Blick  ais  eine  kanonische  Form  angesehen  vperdeu, 
auf  die  jede  ternäre  biquadratische  Form  gebracht  werden 
kann.  Aber  indem  man  für  sie  die  Invariante  B  bildet,  findet 
man,  dass  dieselbe  verschwindet  und  dass  diese  Form  daher  nur 
eine  Familie  von  Kurven  vierter  Ordnung  darzustellen  vermag, 
für  die  eben  die  charahteristische  Relation  besteht  B  =  0.  Und 
wenn  die  ersten  Minoren  von  ^  sämtlich  verschwinden,  so  iat 
die  Kurve  durch  die  Summe  der  vierten  Potenzen  von  vier 
linearen  Funktionen  darstellbar.  Dagegen  kann  jede  temare 
bicjuadratische  Form  auf  dreifach  unendlich  viele  Arten  als 
Summe  von  sechs  Biquadraten  ausgdrückt  werden.'^) 

296.  Bei  Berechnung  des  Wertes  von  B  ist  es  vorteilhaft, 
den   folgenden  Wert    einer   symmetrischen   Determinante   mit 
sechs  Reihen  und  Zeilen  au  benutzen,   deren  Elemente   durch 
«^,  ab,  ac,  u.  3.  w.;  ba,  i^,  u.  s.w.  bezeichnet  sind,  nämlich 
a^bH'dH^p--Za''b^o'd^(efy+2I.a^b'c\äe.ef.fd 

+  -La'b^{cdf(eff-2Ta^bKcd.de.ef.fc 
+  2I.a\bc.cd.de.ef.fb-2I.a^{bcyde.ef.fd 
+  2-L{abf  cd.de.  ef.fc--Z{ahy\edf{eff 
—  2I.ab.'bc.  cd.de.  ef.fa-\-2'Lab. he.  ca.de.  ef.fd. 
Der  entwickelte  Wert   von  B  ist  folgender:  Wir  deuten 
die  Glieder  meist  nur  durch  Punkte  an,  welche  durch  Buch- 
staben- und  gleichzeitige  Indices Verschiebung,  wo  Indices  auf- 
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treten,  aus  den  n'ächstvorh  ergeh  enden  entspringen,  wobei«, &,c; 

f,  g,  h;  i,  m,  w;  und  die  Oi,  ij,  Ck  eyklisehe  Gruppen  bildend 

ahcifgh  —  fl^  —gm^  —  hn^  +  2  Imri)  +  bc\l^  —  Pgh 

+  2{gm  —  «Q  Oj  J  +  2  Qin  —  »1^)0,^4-  (w^  —  fg)  a^ 

-{ap  +  hg^-i-ch^)lfgh-fl^-gw'-hn^+Almn) 
+  3(afm^n^  +  bgnH^  +  c'hPfn^)  +  2ap{h^gn  +  e^hm)+  ■  - 

—  2afmn(bgg  +  Cgh) 2a(hgmn^  +  c^wfn) 

-\-a(pjf'gn^  +  Cs^hm^)+  ■  ■  -\-2afl{mb^c^  +  nbiC^)-i-  ■  ■ 

-{-2amn{mb^Ci  +  nbj^C2)+  ■  ■  —2af{hnb^c^^  +  gm\<i^'~  ■  ■ 

+  2(fgk~i-lmn)(abi;C^  +  bCiag  +  ca^hj)  —  2afP\c^—  ■- 

—  2  (öpi&^Ci  +  bg^mc^a^  +  ch^na^bg) 

--2abi(^(b^gn  +  c^hm) \-2abiCi{c^m^  +  bgn^+  •■ 

~2al(mhiCs^  +  nCib/) l-«{AVct^  +  ^^i^O+  '■ 

+  o/7*,\j^+  ■  ■  +2albsC^\c,  +  ■  ■ 

—  2a\c^{mejh^  +  n\c^—  ■■  +  2f^g^h^ 

-fyh(fP+gm^  +  iin')+_10fghlmn-(fP  +  gm^+hny 

-i-2lmn{fP+gm^+hn^  —  Pm^n^ 

+  2(b^gn  +  c^hm)(gm^  +  hn^-2fP-fgh  -  lmn)+  • . 

+  {gh-l^){h^g-c^hy+  ■■  +2a^aJ\2mn-fl)+  ■■ 

+  2l\c^  (fgh  +  Imn  +tV-gm^  -  ?in^)+  ■  ■ 

—  2ghmn\c^—  ■■  +  2(b^(^gm+b^(;ihn)  (gh  -{•  21^)+  ■■ 

—  2{fi^%Pm+bs^asg^n+c^^bghH-^ag\Pn+WgH+c/fi^li^m) 

+  2fmn  («ä^Cg  +  Og^ös)  +  -  - 

—  2(aibsß^-\-%b^c^){fP+gin^  +  hn^+lmn) 

—  2fa^a^{c^m^  +  igfi^ h2{fl—mn){gb^c^a^  +  hc^a.^bg)+  ■  ■ 

+  2(bg  c^Og  —  Cg«3  bi)  (b^gl  +  Cilim  +  a^fn  —  c^hl  —  a^fin  —  h^gvi) 
+  2{b-^^c^a^a^p-\-c^a^b^\g^-\-agb^c^c.Jt^) 

—  2gh{bg^ci^Ci^+c^^a^bi)—  •■  -\-(4:fl  —  2mn)c^a^agig+  ■  ■ 

+  2  (a^bgCj  +  a^bjC^){l\€^  +  mc^a^  +  na^bg)  ^  {a^h^Ci  +  a^biC^y. 
297.  In  der  Bezeichnung  der  Art.  224,  294  ist  der  Wert 
von  B 
r(ä^){¥)-~r{d^c^b)  +  r(clc^)'-(ä^)(ba^)  +  (d-'(?a^)  +  2(ä^cb''a) 

-  (b^)  (ßW)  -  2  (ä)fiba)  +  (de^^  -  (c^f 
mit  folgenden  Werten  der  einzelnen  Teile 
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(<!'»>6) 


hieraus 
einaetzt. 


(AS%) 


Pemer 
(d'h'). 

{äc'-haj- 

mit  den 

Q- 

P'- 

Q'- 

B'- 
Endlich 


-  d^d2di+2did^d^  —  d^d/  —  didi'~ä^^] 

- KWid^d^-d^^)  +  2e„C3 Krfa-  ^A) 
+  '^«ihi^A-^^)  +  <h\dad^-d^)  +  2c^c^{d^d^-dß^) 
^-<h^{d^di~d^)]+\\c^^(d^dc-d^)  +  '^(^<\{ä^d^—d^d^ 
+  2c^e^{dyd^-d^^)+c/{dad^-  d^^)  +  2c^(^{d.i^di  —  d^d^ 
+  cg^  {d^d^  -d^")]-  2&1  { c^cy  {d^d^-  rfg^) 
+  Cfl  Cj,  (da  t^  —  (^^4)  +  C0C3  {t?i(^  —  (^^  4- Ci^  (4'^  —  (^t^i) 
+  CiC.^{d^d^'\-  dj^dg  —  2d./)  +  (qcj  +  c^^id^d^  —  d^d^) 
+  c„.Ci(äad^-~d^^)]; 

entsteht  (d'^c^a^),  indem  mim  «0^,  Oj^,  0^%  für  b^,  b^,  b^ 
Sodann 

+  Ö3O0C1 )  ^  +  { ''o^i^a  ~  K  («i^a  +  «oC»)  +  h%<^2 )  ^ 
Werten 

b^{did^-d^'')-b^{dod^-d^di)  +  \{dad,-d^''). 

=  «0 1  P{c^  Cg  —  Cgä)  +  Q  (C3C1  —  CoCg)  +  E  (c^c^  —  c,^)  j 
Werten 


--bg{(^dg  —  Cid^  +  b^ 
-b^(c^d^~(^dy,)-\-b^ 


(cgd^—c^d^)  +  62  {Cidj  —  c^d^). 
(Cj  C^  ■—  Cj  (^)  +  63  (c^  <^  —  Ö3  f^) : 
{t^t^a  —  C^rfj)  +  63  (Cidg  —  Cgt^), 

(co4,  — ^t^)  +  fra(eitfi  — Co(^) 


Cg^boh^-2c^c^(h^h,b^  +  bj')  +  2(^c,b,% 
/(ioV+3^2V)-4CiCa^V+''/ßi'l 
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-2(filc8^V^r-C8e2(V^K+2^oV)  +  %''oV?'a 

-2CsCo(^oV  +  2iV)-V(öoV+26aV)  +  WI 
-  2^3  { c^W-  CflCi  (&o6/  +  2&a6i^  +  C(,Cs&o^i' 

+  (ii  ( V^aV-2C(,ei(6o^6ä  4^  V)  + 20003^^0 
und  ±\i>a 

298.  Wir  haben  im  Art.  222  gesehen,  dass  wir  durch  die 
Kenntnis  einer  biquadratischen  Kovarianbe  in  der  Lage 
sein  würden,  aus  jeder  bekannten  Invariante  eine  Reihe  an- 
derer Invaiianten  abzuleiten  und  wir  können  eine  solche  Ko- 
variante  erhalten,  indem  wir  die  Gleichung  bilden  für  den  Ort 
eines  Punktes,  dessen  erste  Polare  eine  Kurve  dritter  Ordnung 
mit  verschwindender  Invariante  S  ist,  oder  indem  wir  die  In- 
variante S  (Art.  221)  der  kubischen  Polare  gleich  Null 
setzen.     Die  Kovariante  S  i3er  bi quadratischen  Form 

az'^'-'rbf  +  ''ä'H  rf«'  +  ev'  =  0 
ist  von  der  Form 

X         y  Z  U  V 

Und  da  wir  früher  sahen,  dass  die  erste  Form,  obwohl 
scheinbar  eine  hinreichende  Zahl  verfügbarer  Konstanten  ent- 
haltend ,  eine  spezielle  ist,  auf  welche  die  Gleichung  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  nicht  allgemein  reduziert  werden  kann,  so  gilt 
dasselbe  von  der  letzten;  nur  unter  Bestand  einer  gewissen 
Relation  zwischen  den  Invarianten  ist  diese  Reduktion  ausführ- 
bar. Unter  den  verschiedenen  bi quadratischen  Kovarianten, 
welche  existieren,  ist  die  vorerwähnte  vom  niedrigsten  Grade 
in  den  Koefficienten.  Jede  andere  Kovariante  vom  vierten  Grade 
in  diesen  muss  von  der  Form 

sein  für  k  als  eine  numerische  Konstante,  und  A  als  die  erste 
Invariante;   man   bestätigt   dies   leicht  in  Bezug   auf  die  Ko- 
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S55 


Variante,  die  man  erhält,  indem  man  von  der  Kontravaiiaiitfl 
des  Art.  293  die  Eontravariante  bildet. 

299.  Die  allgemeiuen  Werte  der  Koefiicienten  von  S  sind 
nicht  berechnet  vrordeu;  ebensowenig  irgend  welche  höhere  In- 
varianten. Wir  haben  es  jedoch  für  nützlich  gehalten,  den 
besondern  Fall  zu  untersuchen,  wo  sich  die  biquadrati- 
sehe  Form  auf  ihre  ersten  sechs  Glieder  reduziert,  also 

axj'*  -f  öa^g*  +  ex/  +  Qfx/x^^  -t-  6  (/a^g^cc,^  +  QhXj^X2^  =  0. 

Diese  Form  enthält  nur  elf  Konstanten  implicite  und  ist 
daher  eine  sehr  spezielle  Form  der  allgemeinen  Gleichung; 
aber  sie  bietet  sich  leicht  der  Berechnung  dar,  weil  die  Ko- 
variante  S  von  derselben  Form  ist,  schreiben  wir 

aXj*  +  hx/  -\-  ex/  -}-  QtXj^''x/  +  6gx/x^'^  -\-  ^lix^^x./  =  0; 
deshalb  kann  nach  Art.  222  aus  jeder  Invariante  eine  andere 
durch  Vollzug  der  Operation 


da 


dh 


+  i 


abgeleitet  werden,  eine  Operation,  die  wir  durch  den  Buch- 
staben d>  bezeichnen  wollen  Indes  tieihch  Invarianten,  die 
im  allgemeinen  existieren,  tui  diesen  speziellen  Fall  verschwin- 
den können,  so  bleibpn  doch  die  Invaiianten,  die  in  diesem 
Falle  verschieden  sind,  auch  im  allgemeinen  verschieden.  Bei 
Berechnung  der  Invarianten  uuseies  Spezialfa.lles  erhalten  wir 
natürlich  alle  die  Gliedei  dei  allgemeinen  Invarianten,  welche 
nur  die  Koefficienten  «,  &,  c,  /,  f/,  h  enthalten. 

Die  Werte  der  Eoefiiciejiten  von  jS  fui  die  fragliche  Form 
sind  nun 

a  =  6i/^Ä=',     b-6F/',     c  =  6fY; 
i  =  hcgh~f{bg^+c¥)-p(jh, 
^^cahf-g{ch'  +  af)-fg'h, 
h,  =  abfg  —  h  (ap  +  hg^)  —  fgh^. 
Wir  merken  auch   an,   dass  die  Werte  der  Koefficienten 
der  Kovariante  S  im  Art.  293  in  diesem  Falle  sind 
_4^6c  +  3/^,     B  =  ca-\-Zg\     C^ab  +  3h\ 
F  =  af+gh,      G^bg  +  hf,      B^ch  +  fg. 
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300,  Für  das  Weitere  seheint  es  zweckmässig,  die  folgen- 
den Abkürzungen  zu  gebrauchen: 
abc  =  L,     ap  +  bg^-^ch^^P,     bcg^h^ -^  caJfip  +  a'hP(f  ^  Q, 

dann  werden  die  Ausdrücke  der  vorher  berechneten  Invarian- 
ten für  den  speziellen  Fall 

A  =  i  +  3P+6E,     B-/.j;  +  27iä— PJ? 

Die  Ergebnisse  der  Operation  <t>  an  diesen  verschiedenen 
(jrössen  sind 

(t>lB)^Q-2PIt-dR\ 
^^'^     4>{A)=18B. 

Wir  können  sodann  eine  neue  Invariante  vom  neun- 
ten Grade  in  den  Koet'hcienten  erhalten,  indem  wir  die 
Operation  0  an  B  vollziehen.     Das  Ergebnis  ist 

0(B)^C,^Q{L~P+14E)-LR(2P+9P) 
+  E(2P^-3FB~30Il'). 
Diese  Invariante  ist  aber  nicht  die  einzige  unabhängige 
Invariante  neunten  Grades  in  den  Koefficienfcen.     Wenn  wir 
die  allgemeine  Gleichung   der  Kurve   vierter  Ordnung   in   der 
Form  ,  _L,,  r  ä-l-M  j;  3-|-^-K*=^0 

sehreiben,  so  sind  die  höchsten  Potenzen  von  c,  die  in  einer 
Invariante  neunten  Grades  begegnen,  die  dritten  und  c  ist  mit 
einer  Invariante  sechsten  Grades  in  den  Koefficienten  von  der 
binären  biquadratischen  Form  n^  multipliziert.  Diese  letzte 
Invariante  muss  von  der  Form 

s^  +  hfi 
sein   und  jede  Invariante  neunten  Grades  kann  in  zwei  Teile 
zerlegt  werden,  von  denen  der  eine  c^  mit  s^  und  der  andere 
c'  mit  f  multipliziert  zeigt.    Der  erste  Teil  hann  in  der  Form 

lA^  +  mAB  +  nO^ 
ausgedrückt  werden  mit  A,  B,  C^  als  den  vorher  berechneten 
Invarianten.     Für  den  Ausdruck  des  letzten   int  eine  neue  In- 


y  Google 


HesscsoliK  Kovai-iantc,  Kontra  Variante  aechater  Klasse  etc.  301.      357 

vaiianbe  nötig  und  wir  wollen  einen  der  Wege  angeben,  auf 
denen  dieselbe  erhalten  werden  kann.  Es  ist  aber  vorerst  nötig, 
einige  andere  Kovarianten  und  Kontravarianten  zu  erwähnen. 
301.  Der  Wert  der  lleaseschen  Kovariante  für  unsern 
Fall  ist,  mit  Andeutung  einiger  durch  die  cyklische  Verschie- 
bung «,  b,  c\  /',  (/,  ft  aus  den  vorhergehenden  entstehenden 
Glieder  durch  Punkte 

+  {ach  +  afg  —  Bg^h)  3)^^x^^ 

+{ahc-5apSbg^-5ch^+lSf(ih)x^^x^''xs\ 
Es  wurde  femer  schon  in  Art.  92  konstatiert,  dass  eine 
Kurve  vierter  Ordnuug  eineKontravariante  sechster  Klasse 
hat,  deren  Symbol  (§12)Xg23)Xl31)^  ist;  der  Wert  derselben 
lür  den  betrachteten  Fall  ist  in  derselben  Äbküi-nung  wie 
vorher 

+  {ahc-3(ar+bg^+ch'')  +  4Sfghi^,%%^ 
Wenn  man  in  diese  Formen  Differential  Symbole  einführt 
und   die  niit  der  einen  ausgesprochenen  Operationen  an  der 
andern  dieser  Formen  ausführt,  so  erhält  man 
AH576B. 
Weun  wir  mit  der  Kontra  Variante  ö  an  der  Hesseschen 
Covariante  operieren,  so  entsteht  eine  quadratische  Kova- 
riante vom  fünften  Grade  in  den  Koefficienten  und  wenn 
wir  mit  der  biquadratischen  Form  selbst  an  der  Kontra  Variante 
sechsten   Grades    operieren,    eine    quadratische  Koutrava- 
riante  vom  vierten  Grade  in  den  Koefficienten;  diese  For- 
men sind      (afx,^  +  bys,^'  +  chx^^)(L+3P+S0E) 

-  4  («Y*a;/+  6 V«ä'  +  c^'A^a:/) ; 

+  4:{bcgH,^  +  cahß,^  +  abfy^/). 
Wenn  wir  in  jede  dieser  beiden  Konkomittanten  Düferen- 
tialsymbüle  einsetzen  und  damit  an  der  andern  operieren,  so 
erhalten  wir  eine  neue  Invariante  neunten  Grades 
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0,  -  (S0L-32P+USli)Q  +  -dF^-GF^L-lUl-'Ui+'dFL^ 
+  128  FLE  -  60  FIt^+ 102  TJM  +  iO&LM^- 12  EK 

Für  die  betrachtete  bi quadratische  Form  acheint  keine 
andere  unabhängige  Invariante  neanten  Gfrades  zu  existieren. 

Wenn  wir  z.  B.  mit  der  quadratischen  Kontra  Variante  an 
der  biquadratischen  Form  seibat  operieren,  so  iat  daa  llesultat 
in  Funktion  der  vorher  gefundenen  InvariEmtcu  daratellbar, 
nämlich  in  der  Form 

SCg-SOOi-lSOAB. 

Mit  Vereinfachung  könnten  wir  vielleicht  als  die  «weite 

unabhängige  Invariante  wähleu 

1- (Ca -320.) 
oder  ^  ^  ■'  ^' 

Cs      16QL+F^-2F^L-ß6F^R  +  FL^+GiFLli+i2Fll^ 

+  34i'E  +  232iBH  296Ü3. 

302.   Wir    gehen   zur   Biidmig   von   Invarianten    vom 

zwölften  Grade  in  den  Koefficienten  Über.     Zuerst  die  ku- 

biache  Invariante  der  biquadratiachen  Form  S  bilden  wir  mit 

Hilfe  der  Formeln  ,     niavi 

Ij  =^  ZlvJi  j 

B - Q'-2LBQ - F'B'-  2PB'+ L'E'+iLB'-- B\ 
slso 

L'  +  31-"+Gi;'-6ft, 
wo 

D,-4e''  +  C(-6PB^2iB~12ü')-h6P'-K'-6Piii' 
+  10PÜ'+i'-K'+22i-E'+44B» 
ist.    Wir  erhalten  ferner  durch  Vollzag  der  Operation  0  üii  Cj 
T),-2i,Q'+Q(iP'-4,PL-SiPB-20LB-2i,»B')-AP'B 
-  UP'B'+iPL'B+iaPLB'+UiPB'-  HUB' 
-84iB'+216B«. 
Durch  Kombination  dieser  beiden  bilden  wir 

wo 

D,~e(P''-Pi--  12PÜ-2iü-44-B=)-P'7i-llP'B' 
+  Pi'fi  +  46P.t«"  +  96PJi'  ~  SL'W-  MLB'-~  läB' 
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iaL  lu  Fitiiktiiiii  dieser  und  der  aiideni  vorher  angegebenen 
luvarianten  können  die  andern  Invarianten  /.wölften  Grades, 
wie  0  (Cj)  und  die  Diskriminante  des  kontravarianten  Kegel- 
aehiiittes  ausgedrückt  werden.  Ebenso  auch  die  Invarianten 
der  bjquadratjßcben  Kontravarianten;  wir  haben 

n'^LK  +  Q  +  PR+Ii^, 
F'^SF"-  5Ö  +  6Pit  +  FL  +  6LE  +  9ii^, 
Q'=^3Q^  +  Q(^dF^+APL  +  24:FIl+L^-SLE+61t^)+{2FUAi 
+  1  SFm''+  4  Fim + 1 0  FLR'<+  mFE'-  ■66LB^+21B* 
und  sodann 

303.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  während  nur  eine  quadra- 
tische Kontra  Variante  vom  vierten  Grade  in  den  Koeffieienten 
existiert,   zwei    quadratische  Kontravarianten   fünften 
Grades  vorhanden  sind,  nämlich  ausser  den  früher  gegebenen 
diejenige,  weiche  durch  Operation  mit  der  quadratischen  Kon- 
travariante an  der  biquadratisehen  Form  selbst  entsteht;  sie  ist 
(ßL+9F+lOR){afa:^^  +  hgx^^+chx^'^ 
+  {10L  +  2F+ili)(ghx^^+  .■)-12(a^f%^+  ■■). 
Durch  Verbindung  mit  der  früher  gegebenen  bildet  man 
die  einfache  Form 

4R(afx,^+  .■)  +  {L-F-2B){(fhx^^+..). 
Die  Diskriminante  der  letzten  giebt  die  einfachste  In- 
variante vom  fünfzehnten  Grade,  nämlich  für 
M=L-F-2B, 

:E^^WMB^Q  +  4:MmH->  +  M^B''+ULE^; 
oder 

E,^1G(L-P-2B)QF^+  n^^F''-6F^L  +  10F^B  +  FL^ 
-4FLB  +  4:Fn''  +  L^-GL"B+lGLB.^~SR']. 
Die  drei  übrigen  luvarianten  des  Kegelschnittsystems 
sind  übrigens  auch  Invarianten  der  Kurve  vierter  Ordnung 
vom  nämlichen  Gfrade  und  wir  köimen  ausser  ihnen  noch  <t>I>i, 
(|>Dg,  U.S.W,  berechnen;  alle  sind  mittelst  E,  und  E^'*)  aua- 
drückbar,  wenn  das  letzte  ist 
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E,-.16(L^P-2ü)g>+(3P»-6P»i-6P»ü+Pi"-ä28Pii! 

'-2172PP'+i'  +  298i'P  +  2636iK"-4296B')(3 

+  E(-  12P'  +  44P'i  -  52P'i"+  20Pi") 

+  B"(348P'-852P'i  +  308PI'+324i») 

+J!"(1320pi'-4l6Pi-|-2l6i')+720PB'+11376B'-864ß'. 
Es    giebt   ferner   zwei   unabhängige    Invarianten   vom 
Grade   aelrtzelln;  die  erste  ist   das   C,   der   biquadratisclien 
Kontravariante,  nämlich 

F,  SS  128«' 
+  <3'  (-  48  P'  +  80Pi  +  368  PB  +  32  i'  -  628  iP  -  160  B?) 
+  Q(SI^-12]'L-10SF'Jt-2P'U+3S4P'LB+240F'B' 
+  tFL'  +  mFL'B~2SSPLR'  +  b2SFB' 
+  i«~20i'P-400i'P'-2512iB'-144Ji') 
+  18P'J!-24P'iB+27P'B'.-4P'L'B+1.80P»iK> 
+  60  P>B'+  SP'i'P  +  114PWB"+  716P"iB'  +  288P'B' 
+  2Pi'B-  44PL'B"+  62Pi'E'-  692PiB" 
+  288PB'-21i«B'-60L'B"-  720i'B«-  2076LB'+  240B«. 

P,~128e' 
+  «■(-  SP'-  240Pi-  5312PB  +  312I,"+  9636iB 
+  neSOBO  +  eC-  18P'  +  64P»i  +  1146P>B-54P'£' 
+  1978P'iB+  7548P'B"+  18Pi"+  262PLi'B-4432PLB» 
+  49272PB'+  670£"B+  1620  i'B'+  6648iB»+  77808B') 
+  24P«B-  76P'iB-  1224P'B"  +  84P'i,'B+  2622P'LB' 
~lS032P'E'-36P'i'B-946P'i»B'H-8268P'Z,B'-30192P'B' 
+  4Pi'B-822Pi'B'-368Pi"B'-73784PiB'-5472PB» 
+  n4i,'B'-1524i'B'-14712i>B«-113904iB'  +  26920B«. 
Auch  iu  diesem  speziellen  Falle  ist  keine  litterale  Abhängig- 
keit der  gegebenen  Invarianten  höherer  Grade  von  denen  der 
inedem  erkannt   worden,  noch   haben  wir  zu  entdecken  ver- 
mocht,   dass    die  Diskriminante   in  Punktion   der  niedrigem 
Invarianten  darstellbar  sei. 
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Siebentes  Kapitel. 
Transcendente  Kurven. 


304.  Nachdem  bisher  ausschliesslich  Gleichungen  disku- 
tiert wurden,  welche  auf  eine  endliehe  Zahl  von  Gliedern  mit 
positiven  ganzen  Potenzen  von  x  und  y  reduzierbar  sind,  bleibt 
einiges  von  den  Eigenschaften  der  durch  transcendente 
Gleichungen  dargestellten  Kurven  au  erwähnen.  Da 
dieselben  Funktionen  enthalten,  welche  nur  durch  unendliche 
Reihen  von  algebraischen  Gliedern  ausdrüekbar  sind,  so  sind 
transcendente  Kurven  als  Kurven  von  unendlich  hoher  Ord- 
nungszahl zu  betrachten,  als  Kurven  also,  die  von  einer  gera- 
den Linie  in  unendlich  vielen  Punkten  geschnitten  werden  und 
die  eine  unbeschränkte  Anzahl  vielfacher  Punkte  und  Tan- 
genten haben  können.  Es  lässt  sich  daher  eine  allgemeine 
Theorie  von  den  Singularitäten  dieser  Kurven  nicht  geben, 
aber  es  ist  notwendig,  die  hauptsaeh liehst en  Eigenschaften 
einiger  der  merkwürdigsten  unter  ihnen  zu  entwickeln. 

Vorher  gedenken  wir  einer  von  Leibnitz  als  interscen- 
dent  bezeichneten  Klasse  von  Gleichungen,  in  denen  nämlich 
die  Variabein  als  mit  irrationalen  Exponenten  behaftet  auf- 
treten, z.ß.if  =  x'.  Wenn  wir  hier  für  V'2  die  Reihe  ratio- 
naler Brüche  substituieren,  welche  als  Näherungswerte  der  Wur- 
zel erscheinen,  so  erhalten  wir  eine  Reihe  von  algebraischen 
Kurven  von  stets  wachsender  Ordnungszahl,  die  sich  der  Ge- 
stalt der  geforderten  Kurve  mehr  und  mehr  annähern,  ohne 
sie  zu  genau  darzustellen,  so  lange  die  Ordnungszahl  end- 
lich ist. 

Unter  den  transcendenfcen  Kurven  verdient  nach  dem  his- 
torischen Interesse  sowohl  als  nach  der  Mannigfaltigkeit  ihrer 
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physikaliacheii  Au  Wendungen  die  Cykloide  den  ersten  Platz. 
Sie  wird  eraeugt   durch  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der 
Peripherie  eines  Kreises,  der  längs  einer  geraden  Linie  rollt. 
Ist  A  die  Anfangslage  des  bewegten  Punktes  und  P  die  dem 
Kreise  vom  Mittelpunkt  C  aoA  der  Berührungsstelle  M  mit 
der  Basiageraden  entsprechende   Lage   desselben,    so   ist  not- 
wendig a.i-cl'M^ÄM,  und  mit  den  Bezeichnungen 
LPCM-^cp,    GM^GF^a 
y  —  a{l  —  eos  95) ,     a;  =  a  (9  —  sin  ip). 
Daraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  die  Gleichung  der 


es  ist  aber  im  allgemeinen  zweckmässiger,  die  Kurve  aJs  durch 
die  beiden  vorigen  Gleichungen  bestimmt  zu  betrachten.  Die 
Form   derselben  wird  leicht  als  die  in  der  Figur  dargestellte 


erkannt  und  zwar  wegen  der  unbegrenzten  Fortsetz  bar  keit  der 
Bolibewegung  des  Kreises  als  zusammengesetzt  aus  unendlich 
vielen  gleichen  Stücken  =  J.JV*_B,  die  in  ihren  Vereinigungs- 
punkten  J.,  B  Spitzen  zeigen. 

Ist  M*P*K*-  die  dem  höchsten  Punkte  i^*  entsprechende 
Lage  des  erzeugenden  Kreises,  so  ist  wegen  AM^&tuPM^ 
ÄM*^a.rcM*F*N*  auch  lf*J1f  =P*P=arcP*iV*,  d.h.  die 
Kurve  wird  erzeugt,  indem  man  die  Ordinaten  eines  Kreises 
so  verlängert,  dass  die  Verlängerung  dem  entsprechenden  vom 
Endpunkt  des  Durchmessers  aus  gemessenen  Bogen  gleich  ist. 
Setzen  wir /.P*C*A^  =  Ö,  so  wird  die  Kurve  aui  AM*,  M*S* 
als  Axen  bezogen  durch  die  Gleichungen 

?/  =  «(l  +  cos0),     ic  =  «(0  +  sine) 
dargestellt. 
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305.  Die  Konetruktioo  der  Tangente  der  Kurve  ergieltt 
sich  aus  der  Bemerkung,  dass  in  jedem  Moment  der  Bewegung 
des  ei-zeugeiiden  Kreises  der  tiefste  Piiufet  M  dieses  letzten  in 
lluhe  ist,  so  dass  die  Bewegung  eines  Punktes  P  in  demsel- 
ben Augenblick  eine  Kreisbewegung  um  M  und  somit  <He 
Normale  seiner  Balin  nach  M  gerichtet,  die  Tangente  derselbcio 
also  die  Gerade  PN  ist. 
Die  Gleichung 

dii  sinm  ,  , 

y-  =  1 ^—  =^  cot-^  qi 

d'X       1  —cosfp  " 

beweist  das  Nämliche  analytisch,  denn  die  Tangente  macht 
darnach  mit  der  Axe  der  x  einen  Winkel,  welcher  zu  l_CNl' 
oder  ytp  komplementär  ist. 

Wir  verbinden  hiermit  die  geometrischen  Beweise  der 
Haupteigens  chatten  der  Cykloide. 

Die  von  der  Cykloide  mit  ihrer  Basis  umgrenzte 
Fläche  ist  dreimal  so  gross  wie  die  l'läche  des  er- 
zeugenden Kreises.  Denn  man  hat  das  Flächenelement 
Fl"Ii'R  =  'E[.FP'T'T=-m.F*P*'Q'Q  und  somit  die  von  der 
Cykloide  begrenzte  Fläche  AEN*FJi  der  Fläche  des  erzeugen- 
den Kreises  gleich,  oder  weil  die  Fläche  AEFB  das  Vier- 
fache der  letzten  ist,  die  Fläche  ÄN*BM*  gleich  dem  Drei- 
fachen der  Fläche  des  erzeugenden  Kreises. 

Der  Bogen  N*P  der  Cykloide  ist  doppelt  so  gross 
wie  die  Sehne  N*F'  des  erzeugenden  Kreises.  Denn 
für.  L  als  Schnittpunkt  von  P*JV*  mit  F'Q'  ist  P*'i=  F*'F* 
und  somit  K,  der  Schnittpimkt  von  P*N*  mit  P*'M*,  der 
Mittelpunkt  von  P*L;  oder  P*L,  das  Wachstum  des  Cy- 
kloidenbogenSj  ist  das  Doppelte  von  P*K,  dem  Wachatum 
der  Kreissehne, 

Bezeichnet  also  s  den  Bogen  der  Cykloide,  b  den  Durch- 
messer des  erzeugenden  Kreises  und  x  die  Abscisse  N*Q  vom 
Scheitel,  so  ist  die  Gleichung  der  Kui-ve  auch  —  nützlich  in 
der  Mechanik  — 

Der  Krümmungsradius  ist  doppelt  so  gross  wie 
die  Normale  PM.     Denn  das  von  zwei  aufeinander  folgen- 
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den  Nüi-malen  gebildete  Dreieck  I'F'R  hat  seine  Seiten  pa- 
j'allei  zu  denen  des  Dreiecks  F*KM*  und  da  nach  dem  soeben 
Bewiesenen  die  Basis  des  ersten  Dreiecks  F*L  das  Doppelte 
von  der  des  zweiten  gleich  P*K  ist,  so  ist  auch  der  Krüm- 
mungsradius FE  das  Doppelte  von  F*M*. 

Die  Evolute  der  Cykloide  ist  eine  ihr  gleiche 
Oykloide,  Denn  wenn  wir  einen  die  Basis  in  31  berühren- 
den Kreis  durch  den  Krümmungsmittelpunkt  R  legen,  so  ist 


-.-,JC,._ 


derselbe  dem  erzeugenden  Kreis  gleich  und  der  Bogen  N'Ii 
ist  gleich  Bogen  N*F*==N'D;  d,  h.  der  Ort  von  li  ist  die 
Cykloide,  welche  der  auf  der  Geraden  F!'F"  rollende  Kreis 
MltN'  erzeugt,''') 

Man  kann  auch  den  Ort  eines  in  der  Ebene  des  erzeugen- 
den Kreises  gelegenen  und  mit  ihm  fest  verbundenen  Punktes 
untersuchen,  einen  Ort,  den  man  als  verlängerte  Cykloide 
für  einen  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  und  als  verkürzte 
Cykloide  für  Punkte  innerhalb  des  Kreises,  oder  auch  mit 
gemeinscbaftli ehern  Namen  als  Trochoide  benennt.  Die  Auf- 
stellui^  der  Gleichungen  und  die  Bestimmung  der  Formen 
dieser  Kurven  bietet  keine  Schwierigkeiten  und  mag  hier  un- 
terbleiben. Die  Tangentenkoustruktion  der  Cykloiden  geht 
auf  sie  über.  Offenbar  können  diese  Kurven  auch  erzeugt 
werden   durch   das  Bollen  eines  Kreises  und   einen  auf  dem- 
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selben  gelegenen  Punkt  P,  wobei  der  Bogen  PM  in  einem 
konstanten  Verhältnis  zur  Geraden  AM  bleibt, 

306.  Eine  natürliche  Erweiterung  des  Problems  der  Cy- 
kloide  war  die  Diskussion  der  Kurve,  welche  ein  Punkt  be- 
schreibt, der  fest  verbnnden  ist  mit  einem  Kreise,  welcher  auf 
der  Peripherie  eines  andern  Kreises  abrollt.  Man  nennt  die 
erzeugte  Kurve  Epi-  oder  Hypo-Cykloide  für  den  Punkt 
auf  dem  rollenden  Kreise,  jenaehdem  die  Berührung  desselben 
mit  dem  frrundkreise  stets  eine  yis.  es. 

äussere  oder  stets  eine  innere  ^'        "'\ 

BerühiTong  ist;  und  man  nennt  i'        " 

sie    entsprechend    Epi-    oder  ^'^  ti-/'' 

Hypo-Trochoide,    wenn   der     /  /     \ 

erzeugende    Punkt    der    Peri-    /  /  \ 

pherie    des    rollenden    Kreises  "^p'  —  —  ~ 

nicht  angehört.  \  / 

Nehmen  wir  diejenige  Lage       \  / 

CB   des   gemeinsamen   Durch-  ■^-- ^-''^ 

messers  beider  Kreise,  welche  den  erzeugenden  Punkt  enthält, 
als  Axe  der  x^  und  sei  CO  eine  andere  Lage  des  gemeinsamen 
Durchmessers,  welcher  die  Lage  Q  des  erzeugenden  Punktes 
entspricht;  sei  dann 

CN-^-^a,     ON='b,     LNCS^tp,     LPON^ip,     ()Q  =  (i, 
so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Bogen  BN  und  NF 

Auch  ist 

und  die  Koordinaten  von  Q  sind 

y  =  (a  +  V)  sia  (p  —  d  sin  (^  -f-  V) ; 
a;  =  («  +  &)  cos  9)  —  rf  cos  (90  +  j^) , 
oder  für  a-\-b^mh 

y^mb  sin  7;  —  d  sin  m  tp, 

x^mh  cos  ip  —  (?cosjm(jp; 

Gleichungen,  aus  denen  durch  Elimination  von  ip  die  Gleichung 

der  Kurve  entsteht,  die  nicht  notwendig  transcendent  ist.    Denn 

sobald  zwischen  den  UmPlngen  der  beiden  Kreise  ein  endlich 
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angebbares  Verbältnis  besteht,  kommt  der  erzeugende  Punkt 
nach  einer  gewissen  Anzahl  von  Umdrehungen  in  seine  An- 
fangslage zurück  und  die  Kurve  ist  geschlossen  oder  von  end- 
licher Ordnung,  also  algebraisch;  sind  dagegen  beide  Kreise 
nicht  kommensurabel,  so  kommt  der  erzeugende  Punkt  nach 
keiner  endlichen  Anzahl  von  Umdrehungen  in  seine  Anfangs- 
lage zurück  und  die  Kurve  ist  transcendeut. 

Man  erhält  die  Gleichungen  der  entsprechenden  Cykloiden 
für  d=  +  h,  also 

^  =  6f«jsinq5±siiim(p),  x  =^1)  (m  cos  tp  ±  cös  m(p)] 
and  zwar  entsprechen  die  untern  Vorzeichen  der  Annahme, 
dass  die  Axe  der  x  durch  den  erzeugenden  Punkt  auf  dem 
festen  Kreise,  die  obern  der  andern,  dass  sie  durch  den  er- 
zeugenden Punkt  in  seiner  Masimalentfemnng  vom  festen 
Kreise  geht. 

307.  Die  den  Fällen  der  Hypotrocboide  und  Hypocykloide 
entsprechenden  Gleichungen  entspringen  aus  den  vorigen,  wie 
man  leicht  bestätigt,  durch  Änderung  des  Zeichens  von  b  und 
werden  daher  von  denselben  mit  umfasst,  wenn  man  negative 
Werte   yon  m   zulUsst,   oder  indem   man   setzt   m  =  —  n   und 

Die   obigen  Gleichungen  geben  für  Vertauschung  von  h 

und  m  mit  inh  und 

y  ^^  mb  \—  sm  tfi -t  äva    -  <p\i 

3;  =  »J&(  -cosQ>  +  eos  -  g))i 
Km  m    / 

und  wir  erkennen  für  ip^mip,  daas  diese  Gleichungen  densel- 
ben Ort  darstellen,  wie  die  vorigen,  können  somit  beweisen, 
dass  die  nämliche  Hypocykloide  mit  ö  ■=  ^  (c  -(-  a)  und  mit 
()=|-(c  — a)  erzeugt  wird."")  Wenn  dei  Radius  des  rollenden 
Kreises  grosser  ist  als  derjenige  des  festen,  so  kann  die  Hypo- 
cykloide auch  als  JEpicykloide  erzeugt  weidpn,  lU  dann 
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TangentBn  und  Doppelpunkte  dor  Cjkloiden,  308.  BG7 

308.  Man  verzeichnet  leicM  die  Tangenten  dieser  Kur- 
ven, weil  aus  denselben  Gründen,  wie  in  Art.  305  die  Gerade 
NQ  die  Normale  der  Kurve  in  Q  ist.  Wir  erkennen  so  anch, 
dass  die  von  einem  Punkte  im  Umfang  einer  Figur  beim  Kol- 
len  derselben  auf  einer  andern  erzeugte  Kui-ve  in  jedem  Punkte 
eine  Spitze  haben  muss,  in  welchem  sie  jener  Grundlinie  be- 
gegnet; denu  nach  jener  Konstruktion  nähert  sich  der  er- 
zeugende Punkt  an  einer  solchen  Stelle  der  festen  Kurve  in 
der  Richtung  ihrer  Normale  und  entfernt  sich  unmittelbar 
darnacli  in  derselben  Richtung  von  ihr,  d.  h.  der  besagte  Punkt 
ist  stationär  und- die  Normale  der  festen  Kurve  ist  die  ent- 
sprechende Tangente,  Eine  Epicykloide  besteht  daher  aus 
einer  Anzahl  gleicher  durch  Rückkehr  punkte  begrenzter  Teile, 
und  die  Radien  des  festen  Kreises,   die  den  letzten  für  einen 

2b3t 
solchen  Teil  entsprechen,  sind  unter  dem  Winkel  zu  ein- 
ander geneigt.  Die  .Zahl  dieser  Spitzen  ist  somit  endlich  für 
die  algebraischen  und  unendlich  gross  för  die  fcranseendenten 
Kurven  dieser  Art  und  im  letzten  Falle  ist  jeder  Punkt  der 
Basis  einmal  eine  Spitze  oder  die  Basis  ist  als  der  Ort  der 
Spitzen  der  Kurve  zu  bezeichnen,  jedoch  so,  dass  die  aufein- 
ander folgenden  Punkte  der  Basis  nicht  aufeinander  folgende 
Punkte  dieses  Ortes  sind, 

309.  Diese  Kurven  haben  überdies  wie  Epitrochoiden  im 
allgemeinen  stets  eine  Anzahl  von  Doppelpunkten  —  iso- 
lierte oder  Knoten  — ,  welche  in  Kreisen  liegen  und  zwar  in 
endlicher  Zahl  für  algebraische,  in  miendlicher  für  transcen- 
dente  Kurven.     Betrachten  wir  die  Gleichungen 

y  =  )MÖ5in  (p  —  d  sin  m<p,     x  ^mbcüfiip  —  d  cos  mtp., 
wo  9  =  0  der  Anfangslage  des  erzeugenden  Punktes  entspricht, 
nämlich  der  in  der  Centrallinie  beider  Kreise   oder  der  Ase 
der  X  und  in  der  Anfangs entfernung  vom  Ursprung 
mh  -  d. 
Alle  die  andern  Lagen  des  bewegten  Kreises,  für  welche 
der  erzeugende  Punlit  der  Axe  dem  'X  angehört,  entsprechen 
den  von  93  =  0  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichung 
mhämtf^dsminip. 
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368  VII.  Transoendente  Kucvhti.  310. 

Diese  Wurzeln    sind    offenbar   paarweis   gleich   und   von 

entgegeHgesetzten  Zeichen  und  jedem  dieser  Paare  entspricht 

ein  und  derselbe  Wert 

mhaosfp  —  dcoamip 

von   X;   d.  h.  die   entsprechenden   Punkte   sind   Dop})elpiJnkte 

des  Ortes. 

Der  Wert  mb  cos  <p  — d  cos  mip 

kann  mit  Hilfe  der  Bedingung 

mhsiatp  =  d3iamq) 

in  der  Form  .  ,  .    ,         ,s 

a;  sin  9)  =  rf  ain  {m—l)<p 

dargestellt  werden.  So  oft  der  erzeugende  Punkt  in  die  ana- 
loge Lage  zu  beiden  Centren  kommt,  so  oft  haben  wir  eine 
Linie  mit  Doppelpunkten  und  die  Zahl  solcher  Lagen'  und 
daher  der  letzten  ist,  wie  schon  ausgesprochen,  endlich  für 
algebraische  und  unendlich  gross  fiir  transcendente  Kurven. 
310.  Die  Gleichungen  der  Tangenten  der  Epi-  und 
Hypo  -  Cykloiden  können  in  sehr  einfachen  Formen  geschrieben 
werden.     Denn  es  ist 

dy  cos  <p  + cos  mcp  cos  g  (»» -f- 1)  95 

äx      —  (sin  <p  +  sin  m<p)  sin  -f  (m  + 1)  ^ 

oder  auch  _  dnf  (»+ l)y. 

coH(m  +  l)v' 
man  erhält  also  durch  Berücksichtigung  der  Bedingung,  dutm 
die  Tangente  durch  den  Punkt  von  den  ICoordinaten  a:,  y  im 
Art.  306  gehen  muss,  ihre  Gleichung  in  der  Form 
a-'cos|-{»j  +  1}  (p  ■{-  y  s\Dy  (m  -\-  l)(p  =  im  +  l)&eos|  (m  —  l)<p 
für  die  Axe  der  x,  welche  durch  den  erzeugenden  Punkt  in  der 
Maximalentfemung  vom  Centrum  des  festen  Kreises  geht,  und 
icsin  l(m+  l)g?  — j/cos-|(m+  l}(p  =  (m-{-  l)bsm~(m  —  l)q5 
fiir  die  durch  den  in  der  kleinsten. 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  im  letzten  Falle 
cc  cos  -l-  {m  +  l)ip  +  y  sin  {-  (m  + 1)  q)  =  {m—  l)b  cos  -  {m  —  l)tp, 
und  man  erkennt  aus  Vergleichuug  derselben  mit  der  ersten 
Form    der   Gleichung    der    Tangente,    dass    die  -Evolute   einer 


y  Google 


Beispiele  von  algebraischen  Cykloiden.  311.  369 

Epieykloide  eine  gleiche  Epicjkloide  ist,  für  welche  die  Ra- 
dien der  Kreise  im  Verhältnis  (m—  l):(m-^  1)  verändert  sind 
und  die  ihren  erzeugenden  Punkt  in  demselben  Durchmesser 
des  festen  Kreises  in  Maxim alentfernung  faat,  in  dem  er  für 
die  gegebene  in  der  Minimalenfcfernung  liegt. 

Dieselben  Bemerkungen  gelten  für  die  Hypocykloide. 

Die  Gleichung  der  Tangente  einer  Epitrochoide  findet  mau 
ebenso  in  der  Form 

(b  cos  q[)  —  d  cos  mip)  x-^-^bsmip  —  dsia  mrp)  y 

311,  Wir  verbinden  mit  dem  Vorigen  Beispiele  von  den 
einfachsten  Fällen,  in  denen  die  Gleichungen  dieser  Kurven 
algebraisch  sind  und  leicht  gebildet  werden  können.  Diese 
Fälle  sind  folgende. 

a)  Wenn  die  Gleichung  der  Tangente  in  der  Form 

a  cos  2  ö  +  6  sin  2  ö  +  e  cos  0  +  (^  sin  ö  +  e  =^  0 
enthalten  ist,  deren  EnveJoppe  wir  in  Art.  85, 3  gegeben  haben. 

b)  Wenn  die  Gleichung  der  Tangente  unter  die  Form 

«  cos  30  +  6  sin  3  ö  +  3c  cos  0  +  3rf  sin  Ö  =  0 
fällt,  weiche  nach  der  analogen  Methode  behandelt  eine  En- 
veloppe  giebt,  deren  Gleichung  als  Diskriminante  einer  kubi- 
schen Form  erhalten  wird,  nämlich  in  der  Form 

+  &{a^+b^(f+d'). 

c)  Wenn  m  ein  Bruch  ist,  dessen  Zähler  und  Nenner  um 
Eins  verschieden  sind.     Denn  aus  den  Gleichungen 

a:  =  *B6cos«q)  — rfcos(w+  l)(p, 
y  =  mb  sin  rnp  —  d  sin  (w  -f  1)  qj 
entsteht  durch  Quadrieren  und  Addieren 

und  der  Wert  von  cos  tp  aus  dieser  Gleichung  giebt  durch 
Substitution  in  den  Ausdruck  für  x  den  Vollzug  der  Elimi- 
nation. 

Beispiel  1.  Man  finde  die  Epitrochoide  für  d  —  mh.  Die  Glei- 
chungen lassen  sich  dann  auf  die  Form  bringen 

a:  =  2  d  sin  i  (»»  -  1)  ^  sin  i  {m  4- 1)  y  ■ 

2/ =  3  Ä  sin  Hm  -  1)  qi  cos  i  (m  +  1)  9- , 
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370  ^TI.  T ransceii deute  Kurven ,  311. 

so  dass  offenbar  \(m  +  l)ip  der  Winkel  m  ist,  den  der  Radius  vett.oc 
mit  der  Axe  der  y  macht.    Die  Polarglei chung  ist  somit 

Beispiel  2.     Man  beatitnme   die  Gleichungen   der  Epikoolioide 
und  Epicjkloide  für  gleiche  Radien  der  Kreise  oder  für  m  =  2. 
fndem  man  die  Gleichungen 

«  =  20009  ip-rfcos29, 
j;  =  2  &  sin  qi  —  (i  sin  2  q) 
wie  in  c)  behandelt;,  erhält  man 

die  Gleichung  eines  Cartesischen  Ovala,  welches  den  Punkt  i/  =  0,  x--=d 
zum  Doppelpunkt  hat,  also  insbesondere  eine  Lima^on  ist  (Art.  281).  Die 

rheoiie  dei  Aitikeh  aeigl"  das^  dieici  Punkt  dem  Werte  coi  »P  =  -j  ent 
spricht  wenn  also  rf^6  ifct,  odei  wenn  dei  ei.4eugende  Punkt  aussei 
hilb  des  bewegten  Kieises  liegt,  so  entspricht  der  Doppelpunkt  zwei 
leellen  Lagen  des  lollendpn  Kreisen  und  ist  also  em  Knoten  hegt  ^bei 
der  erzeugende  Punkt  mneihalb  des  loilenden  Kreises,  so  entepiicht 
dem  Doppelpunkte  keine  reeUe  Lage  desselben  und  ei  ist  isolieit 

Man  eihalt  den  Fall  der  Epicykloide  fm  d  =  b  also  mit  d™ 
Gl„ck..g  „.+  s,._3!,r-tS-(»I.-8.) 

Dar  Doppelpunkt  ist  insbesondere  eine  Spitze  und  die  Kurve  eine 
Cardioide.  Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  die  Evolute  einer  Cardioide 
eine  Cardioide  ist. 

Beispiel  S.  Man  soll  die  Gleichung  der  Epicjkloide  finden,  für 
die  der  Eadius  des  rollenden  Kreises  halb  so  gross  ist  wie  der  des  festen. 

Die  Gleichung  der  Tangente  ist  von  der  Form  Art.  85,. i 

imd  die  ihrer  l'Involoppe  daher 

Beispiel  4.  Bestimme  die  Hypotroohoide  und  Cjldoide  in  dem 
Falle,  wo  der  Radius  des  rollenden  Kreises  die  Hillfte  von  deiii  des 
festen  ist. 

Für  rn  —  l  sind  die  Gleichungen 


und  die  Hjpotrochoide  ist  daher  die  Ellipse 


-  d  auf  den  Durohiiiessf 
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Gleioliuiig  der  Eeciprokea  eiaei-  Bpicykloide,  313.  371 

Beispiel  6.     Man  beatimme  die  Hjpocykloide  für  »»  =  —  3,   d.  h. 
für  den  Badius  des  festen  Kreises  als  das  Dreifache  von  dem  des  be- 


Die  Gleichung  der  Tangente  ist 

ü)  cos  ip  —  y  sin  q;  =  ?i  cos  3  q> 
und  die  der  Eaveloppe  nach  der  Methode  b) 

dieselbe  iet  also  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Spitzen,  deren 
Eüekkehrtangenten  im  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  ausammenlaufen. 
Die  Kurve  ist  von  Steiner  als  die  Enveloppe  der  geraden  Linie  studiert 
worden,  die  die  Fuöspunkte  der  Normalen  auf  die  Seiten  eines  Dreiecks 
aus  Punkten  des  ihm  nmsehriebenen  Kreises  verbindet,")  In  der  That 
ergiebt  sich  die  Gleichung  dieser  Geraden  für  das  Cenfcrum  des  Kreises 
als  Anfangspunkt  und  rcos3a,  r  sin  3a  u.  s,  w.  als  Koordinaten  der 
Ecken,  sowie  raos2<p,  rün^tp  als  Koordinaten  des  entsprechenden 
Punktes  im  Ereise  in  der  auf  die  obige  zurückführbaren  Form 
iC  sin  (tt  +  ^  +  y  -  q>)  ^  ^  cos  (a+  ß  +  7  -  qj) 

=  ir!sin(B  +  ß  +  y-3q')  +  sin(p  +  7^ö-9)  +  sin(7  +  ß-|9-qi.) 
+  sin(c  +  p-r-y|. 
Beispiel  6,     Wenn  der  Radius  des  festen  Kreises  das  Vierfaclie 
7on  dem   des   beweglichen  ist,   so   wird  für  die  Hypocykloide  ra  =  — 3, 
die  Gleiohnng  der  Tangente 

xünip  +  y  cos  ip  =  2bsm2ip 
und  die  der  Enveloppe 

x^'  +  y^  =  (ib)^- 
312.  Die  Gleiehung  der  Beciproken  einer  Epicykloide 
wird  leicht  erhalten;  denn  tia  die  der  Tangente  ist 
ic  cos  Y  (m  +  1)  q)  + )/  sin  y  (m  +  1)  q^  =  (m  +  1)  fc  cos  |-  (jw  —  1)  ip, 
so  ist  klar,  daas  die  Senkrechte  auf  die  Tangente  einen  Wia- 
kel  |-{m+l)q:i  mit  der 'Axe  der  x  maoht,  und  die  Länge 

(m  -f  1)  ^  coB  |-  (m  —  1)  95 
hat;    der   Ort    des   Fusspunktes  dieser  Senkrechten    ist  daher 
durch 

,_(».+  l)Scos(|~i») 
und  die  reciproke  Kurve  durch 


<"="(s+T'»)-('»+i)* 


1  der  Originalku 
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372  "^I'  Tranaeendente  Kurven.  313. 

Q^^x^-'f-y^  =  h^lm^+  l  +  2»»cos(m  —  1)  <p} 
oder 

p^--&^(jB—  ly  +  4:mh^ cos^^  (m  —  1)  ip 
oder 

o       ,  ,       im        , 

Nach  der  Formel 


erhalten  wir  also  den  KrÜmmungaradius 

313.  Ein  andrer  allgemeiner  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungsradius der  Rouletten,  d.  i.  der  durch  einen  Punkt  einer 
rollenden  Kurve  erzeugten  Kurven,  kann  wie  folgt  gefunden 
werden:  Seien  P,  P'  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  der 
Kurve,  M  der  Berührungspunkt  der  rollenden  mit  der  festen 
Kurve,  ß  der  Krümmungsmittelpunkt,  so  ist  PP',  das  Bogen- 
element  der  Roulette,  gleich  MP.PMF';  aber  indem  wir  die 
Kurven  als  Polygone  von  unendlicher  Seitenzahl  betrachten, 
können  wir  sehen,  dass  PMF\  der  Winkel,  nm  welchen  FM 
sich  dreht,  gleich  der  Summe  oder  Differenz  der  Winkel 
zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Tangenten  der  festen 
und  der  rollenden  Kurve  ist.  Wenn  also  da  das  Bogenele- 
ment  der  Roulette  und  ds  das  gemeinschaftliche  Element  der 
Bogen  der  festen  und  der  erzeugenden  Kurve  iat,  wenn  p  und 
q'  die  Krümmungsradien  beider  sind,  so  haben  wir 


dß^MP 


aber  dies  Element  dß  ist  auch  gleich  dem  Produkt  des  Krüm- 
mungshalbmessers in  den  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander 
folgenden  Normalen;  und  wenn  wir  den  Winkel  OMP  zwischen 
den  Normalen  der  Roulette  und  der  fegten  Kurve  <p  nennen, 
so  ist  der  Winkel  zwischen  zwei  einander  folgenden  Normalen 
der  Roulette 

cos  y  dfi 
MB    ' 


ah 
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Die  Ordinata  als  tcigonometriäülie  Funktion  dei'  Abscisse,  314 
3IP+ME_ 


mid  somit '^) 


314.  Eine  ausgedehnte  Klasse  traiiscendenter  Kurven  wird 
erhalten,  indem  maji  die  Ordinate  als  irgend  eine  trigo- 
nometrische Funktion  der  Abscisse  nimmt;  es  hat  keine 
Schwierigkeit,  die  Form  solcher  Kurven  aus  ihren  G-leichnngen 
abzuleiten;  z.  B.  j/  =  sina:  hat  positive  und  stetig  wachsende 
Ordinaten  his  zu  3:  =  -g-  ii,  von  wo  an  die  Ordinaten  in  der- 
selben Art  abnehmen  bis  x  =  %^  wo  die  Kurve  die  Axe 
unter  einem  Winkel  von  45"  schneidet;  ein  ganz  gleicher  Teil 
der  Kurve  liegt  auf  der  negativen  Seite  der  Axe  zwischen 
x^n  und  x==23t.  Die  Kurve  besteht  daher  aus  einer  Un- 
endlichkeit gleicher  Teile  zu  beiden  Seiten  der  Axe. 

80  femer  stellt  y  ~  tan  x  eine  Kurve  dar,  deren  Ordina- 
ten von  x  =  0  bis  x=~-Xy  wo  j/=ac  ist,  regelmässig  wach- 
sen und  für  die  die  Linie  a:=^  |-3i  eine  Asymptote  ist.  Für 
grössere  Werte  von  x  ändert  sich  y  von  negativ  unendlich 
bis  Null  bei  x^n.  Die  Kurve  besteht  daher  aus  einer  Un- 
endlichkeit unendlicher  Zweige,  die  zu  ihren  Asymptoten  die 
geraden  Linien  x==~x,  x^y^i  ^'  ^-  ^-  haben  und  überdies, 
wie  leicht  gesehen  werden  kann,  Inflexionspunkte  in  x  —  0, 
x  =  %^  x^^2%,  u.  s.  w.  besitzen. 

In  gleicher  Weise  kann  der  Leser  die  Gestalt  der  Kurve 
y  =  aee.x  diskutieren,  welche  auch  aus  einer  Anzahl  unend- 
licher Zweige  besteht,  nur  dass  jeder  Zweig,  anstatt  die  Axe 
zu  durchsetzen,  wie  im  letzten  Falle,  ganz  auf  einer  Seite  von 
ihr  hegt;  nämlich  abwechselnd  auf  der  positiven  und  negati- 
ven Seite  derselben.  Zu  derselben  Familie  gehört  eine  Kurve, 
die  man  die  Gefährtin  der  Cykioide  nennt.  Sie  wird  er- 
zeugt, indem  man  die  Ordinaten  eines  Kreises  nicht  wie  im  Fall 
der  Cyklöide  so  verlängert,  dass  die  Verlängerung  dem  Bogen 
gleich   sei,   sondern  so,  dass   das   Ganze   ihm    gleich  werde. 


y  Google 


374  V^lf-  TranätemlBiite  Kurven,  315. 

Wenn  dann  das  Oentruiu  der  Ursprung  ist,  so  wird  die  Kurve 

durch  die  Gleiciiungen 

X'^acoad,    M  =  fliö,    oder     a  =  acos-'-- 
'     ^  '  a 

dargestellt;  eine  Kurve  derselben  Familie,  wie  die  Sinuskurve. 
315.  Nächst  den  von  trigonometrischen  Funktionen  ab- 
hängigen Kursen  erwähnen  wir  die,  welche  von  Exponential- 
funktionen abhängen.  Die  logaritbmische  Kurve  wird 
durch  die  Eigenschaft  charakterisiert,  dass  die  Abscisse  dem 
Logarithmus  der  Ordinate  proportional  ist,  und  ihre  G-leichung 

ist  daher 

X'^mlogy     oder     p  -=  a^. 

Die  Kurve   hat  dann  die  Axe  der  x  zu  einer  Asymptote, 

weil  für  a:=-~  cc,  p  =  0  ist;  der  Äbscisse  >full  entspricht  die 

Ordinate  von  der  Länge  Eins  und  dieselbe  wächst  von  da  ab 

ohne  Ende.     Die  Subtangente   der  logarithmischen  Kurve  ist 

konstant,  da  ihr  t "  i      .      . 

m  erhält. 

Die  geeignetste  Interpretation  der  Gleichung  y  =  e^  ist 
kontrovers.  Man  hat  zuerst  nur  den  auf  der  positiven  Seite 
der  Axe  der  x  liegenden  Teil  beachtet,  in  welchem  je  ein 
Punkt  dem  einzigen  reellen  und  positiven  Werte  von  e^  ent- 
spricht, welcher  aus  einem  bestimmten  Werte  von  x  hervor- 
geht. Seit  Elller  hat  man  die  verschiedenen  Werte  in  Be- 
tracht gezogen,  welche  die  Funktion  gleichzeitig  annimmt 
So  hat  für  x  als  einen  Bruch  luit  geradzahligem  Nenner  e' 
einen  reellen  negativen  sowohl  als  einen  reellen  positiven  Wert 
und  es  existiert  daher  auch  ein  jenem  Werte  von  x  entspre- 
chender Punkt  auf  der  negativen  Seite  der  Axe;  aber  weil  für 
X  als  einen  Bruch  mit  ungeradem  Nenner  e^  nur  einen  reellen 
positiven  Wert  haben  kann,  so  bilden  die  Punkte  auf  jener 
Seite  der  Axe  keine  stetige  Reihe,  d.  h.  keine  Kurve.  Man 
bildet  den  alle  Werte  der  Ordinate  umfassenden  allgemeinen 
Ausdruck,  indem  man  den  numerischen  Wert  von  e'^  mit  den 
imaginären  Wurzeln  der  Einheit  multipliziert,  deren  Ausdruck 
cos2mx7t-\-ism2mxic  ist  für  m  als  die  Reihe  allör  ganzen 
Zahlen  und  i  als  die  Quadratwurzel  aus  der  negativen  Einheit, 
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Dies  ist  gleichbedeutend  mit  der  Aussage,  dasa  die  Gleichung 
y  =  if  zu  betrachten  sei  als  die  Gleichung  einer  reellea  Kurve 
und  zugleich  als  Auadrack  unendlich  vieler  in  der  Formel 
j;  =  ß^(i+2n'Vn)  enthaltenen  nicht  reellen  Äste.  Jeder  beliebige 
dieser  imaginären  Äste  enthält  reelle  Punkte,  in  denen  er  den 
Äst  !/  =  e'''^"-'^"'''''  schneidet,  Punkte,  welche  somit  als  kon- 
jugierte Punkte  der  Kurve  anzusehen  sind. 

Die  Zahl  solcher  Punkte  ist  unendlich  gross  und  sie  lie- 
gen entweder  im  reellen  Teil  der  Kurve  oder  in-  dem  zu  ihm 
symmetrischen  auf  der  negativen  Seite  der  Axe  zu  x  gelegenen 
Aste.  Von  dem  letzten  ist  aber  hervorzuheben,  dass,  obsehon 
jeder  einzelne  seiner  Punkte  als  zur  logarith mischen  Kurve 
gehörig  anzusehen  ist,  doch  keine  zwei  seiner  Punkte  als  be- 
nachbart angesehen  werden  können,  weil  zwei  solche  zu  ver- 
schiedenen Ästen  gehören.  So  bildet  er,  was  man  eine  punk- 
tierieKurve  genannt  hat.  Betrachten  wir  einen  solchen  Punkt 
als  zu  einem  Zweig  von  der  Gleichung  y  ^  e'^<^+^"""''  gehörig,  so 
ist  der  ihm  entsprechende  Differentialkoefflcient  y{l  +  2m%i); 
und  derselbe  kann  auch  nach  dem  Vorbemerkten  nicht  reell 
sein,  weil  sonst  nach  dein  Taylorschen  Matze  auch  der  nächst- 
folgende Punkt  und  folglich  der  betrachtete  Kurventeil  ein 
reeller  Äst  wäre. 

Denken  wir  einen  isolierten  Punkt  als  Durchschnitt  von 
zivei  nicht  reellen  .4.sten  in  Anologie  zu  dem  Knotenpunkt  als- 
Diirchschnitt  von  zwei  reellen,  ao  sind  die  in  Präge  stehen- 
den Punkte  als  isolierte  zu  betrachten,  weil  als  Durchsehnitts- 
punkte  nicht  reeller  Äste.  In  der  Thafc  sahen  wir  früher,  dass 
eine  transcendente  Kurve  unendlich  viele  Knotenpunkte  oder 
isolierte  Punkte  haben  könne  und  in  dem  Palle  der  Epi- 
trochoiden  bemerkten  wii-  auch  bereits,  dass  solche  Punkte  in 
unstetiger  Weise  in  gewisse  örter  verteilt  sein  können.^) 

316.  Die  Ketteulinie  ist  die  von  einem  gleichförmig 
dichten  unelastischen  Eaden  in  seiner  Ruhelage  angenommene 
Form.  Sehr  einfache  Betrachtungen  der  Mechanik  fähren  zu 
der  Eigenschaft,  welche  wir  als  die  mathematische  DeHnition 
der  Kurve  annehmen  wollen:  dass  der  von  ihrem  tiefsten  Punkte 
aus  gemessene  Bogen  der  Kurve  der  trigonometrischen  Tan- 
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gente  des  Winkels  proportional  ist,  den  die  Kucventangente 
in  seinem  Endpunkte  mit  der  horizontalen  Tangente  der  Kurve 
biJdet,     Denken  wir  die   Axen   als  eine  Horizontale   und  die 

dx 

winkligen  Axen  ist  aber  das  Bogenelement  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  den  Katheten  dx  und  dij^ 
d.  h.  ds^  =  dx^-^rdy^.  Mittelst  der  Gleichung  der  Kurve  folgt 
daraus 

u       .       „  ds^        ,  cds 


;..,[.±^0], 


wo  die  Konstante  so  zu  nehmen  ist,  daas  s  und  x  gleichzeitig 
den  Wert  Null  erreichen.     Also  ist  auch 


Aber  die  Gleichung  der  Kurve  giebt  ebenso 

und  somit 

wemi  wir  voraussetzen,  dass  die  Axen  so  gewählt  seien,  dass 
für  s  oder  x  gleich  Null  y  den  Wert  c  erhält.  Dieser  Wert 
von  y  giebt  die  Gleichung  der  Kurve 


,=  f  (/+.-) 


oder  mit  der  Bezeichnung  der  hyperbolischen  sinus  oder  cosinus, 

also  mit  i  /      ,        ,\  i 

*  (e''  +  e~"')=-cosh3;, 

T  i.^"  ~  e~''')  =  cinh  x, 
1/  =  c  cosh  —  5      s  =  c  sinh  — 
317.  Aus  der  Gleichung  der  Kurve  erhalten  wir 

^  _  j  (e^-  r  •')  _  i  _  y'.»'-"') 

dx       ^\  Je  c 
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und  werden  dadurch  zu  folgender  Konstruktion  geführt:  Vom 
.Fusapunkt  der  Ordinate  M  ziehen  wir  die  Tajigente  MT  an 
den  aus  dem  Centriim  C  mit  dem  Radius  c  beschriebenen 
Kreise;  dann  ist 

MC^y,     CT=c,     MT^  ]/{f  - c"), 
tan  Jf  CT=  tan  MTL  =  -  y(f  -  c^), 

somit  die  Tangente  PS  parallel  zu  MT.  Diese  Werte  be- 
weisen auch,  dass  FS^-MT^'  der  Länge  de8  Bogens  vom  tief- 
sten Punkte  bis  zum  Punkte 
P  ist.  Der  Ort  des  Punktes 
S  ist  somit  die  Involute  oder 
Evolvente  der  Kettenlinie  und 
Si^T parallel  TC  ist  ihre  Tan- 
gente, weil  PS  zum  Ort  von 
8  als  Tangente  seiner  Evo- 
lute normal  sein  muss.  Die 
Evolvente  der  Ketten- 
linie ist  daher  eine  Kurve, 
für  die  der  Abschnitt  SN  auf 
der  Tangente  zwischen  dem  Berührungspunkte  und  einer  festen 
Geraden  konstant  ist.**^)    Man  hat  diese  Kurve  die  Traktrix 


318.  Man  findet  die  Gleichung  der  Traktiis  ohne  Schwie- 
rigkeit, denn  die  Lauge  zwischen  dem  Fasspunkt  der  Ordinate 
von  S  und  dem  Punkt  JV"  ist  l/(c^— y^);  und  zugleich  fur*/  =  0 

in    der   Gleichung   der  Tangente   gleich -^  i  so   dass   die 

Differentialgleichung  der  Kurve  ist 

wir    machen    sie    durch    die    Substitution    z^=c^-  if   riitiuniil 
und  erhalten 

-ds. 


c^dis 
ax  =  -„- — r,  - 


.logji+if^öi^^l..^..^,. 
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Mail  erkemit  leicht,  dass  die  Kurve  aus  vier  gleichen 
Teilen  besteht,  wie  die  punktierte  Linie  der  Figur,  und  aus 
dem  letzten  Artikel  ergiebt  sich  die  geometrische  Konstruk- 
tion ihrer  Tangente. 

Den  Ort  eines  Punktes  Q  in  der  Tangente  der  Traktrix, 
der  die  konstante  Linie  SN  in  gegebene  Teile  zerlegt,  bat 
man  die  Syntraktrix  genannt.  Sind  a^,  ?/  die  Koordinaten 
des  Punktes  der  Traktrix  und  x,  y  die  des  letzten  Punktes, 
so  ist  für  QIN  —  d  auch  ^d^yc  und 

!'(«"-?")  7  >'('*'-?")-='■-»'; 

und  ila  nach  der  Gleichung  der  Traktrix 
ist,  so  wird  die  Gleichung  der  Syntraktrix 

.+y(<i'-./)=«iogj'^±i^ö). 

Die  Traktrix  ist  ein  besonderer  Fall  der  altgemeineii 
Äquitangentialkurven,  die  aus  der  Forderung  entstehen, 
eine  Kurve  solle  auf  ihrer  Tangente  zwischen  dem  Berührungs- 
punkt und  eiuer  festen  Direktrix  einen  Abschnitt  von  kon- 
stanter Lunge  erzeugen. 

319.  Das  Problem  der  Verfolgungskurvon  von  dem 
Weg  eines  Hnndes,  der  seinem  Herrn  nachläuft,  lässt  sich 
mathematisch  so  aussprechen:  Der  Punkt  A  durchläuft  uiit 
konstanter  Geschwindigkeit  eine  bekannte  Kurve;  man  verlangt 
den  Weg  des  mit  konstanter  Geschwindigkeit  stets  auf  A  zu- 
eilenden Punktes  B  zu  bestimmen,^")  Denken  wii-  Ä  längs 
einer  geraden  Linie  bewegt,  die  wir  als  Axe  der  y  wählen,  so 
ist  der  von   der  Tangente  in  dieser  Axe  gebildete  Abschnitt 

gleich  y^x^   und   das   Wachstum   desselben   ist   nacb    der 
Voraussetzung  dem  Wachstum  des  Bogeiis  proportional,   also 

log  X'  +  log  { y  +  V(l  +y)  I  +  log  ^  -  0, 
2j)  ---  Ar^x-''  —  Ax'', 
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Die  Kurve  ist  daher  ; 


tbraiach,   den  Fall 


/( =^  1   ausge- 


,  iu  welchem  wir  für  -■   ^      -    den  log^  einzusetzen 
haben. 

320.  Die  IiiYolute  odef  Evolvente  des  Kreises  ist  eine 
weitete  tranacendente  Kurve  von  leicht  bestimmbarer  (Jleichuag, 
denn  sie  ist  der  Ort  eines  Punktes  Q  in  der  Tangente  des 
Kreises  im  Punkte  P,  für  welchen  die  ^^^  ^^ 

Strecke  FQ  dem  von  einem  festen  Punkte  jj 

Ä   des   Kreises   aus   gemesseneu  Bogen 
AF  gleich  ist.     Ist   a   der  Radius   des 
Kreises,    G  sein   Centrum,   GQ  =  p   der  ,' 
Radius  vektor,  ^ 

LPGA=-<p,    LQCA-^i); 
so  ist  .  ^ 


I 


und  überdies  =  a(p  nach  der  Voraussetzung. 

q:f  — 9 +  arc.  (  cos—     j- 
Die  Polargleichung  des  Ortes  ist  daher 


Aber  ( 


ist 


V{9'- 


'.=»+, 


re.  (eos=      1- 


Die  Evolvente  des  Kreises  ist  der  Ort  der  Durchs chnitts- 
pmitte  der  Tangenten  in  solchen  Punkten  des  Kreises  und  der 
entsprechenden  Cykloide  mit  dem  Scheitel  A,  in  denen  eine 
Ordinate  zu  CA  sie  schneidet, 

321.  Wir  wollen  dies  Kapitel  mit  einer  Übersicht  von  den 
Spiralen  beschliessen.  In  den  G-leichungen  dieser  Kurven 
in  Polarkoordiiiaten  ist  der  Radius  vektor  nicht  eine  perio- 
dische Funktion  des  Winkels,  sondern  eine  solche,  die  für 

fa  =  Ö,  <a  =  2:r  +  fl,  ß  =  45i  +  Ö,  u.s.w. 
unendlich  viele  verschiedene  Werte  giebt.  Dann  schneidet 
dieselbe  Gerade  die  Kurve  in  unendlich  vielen  Punkten  und 
dieselbe  ist  also  transcendent.  Die  Spirale  des  Archime- 
des  zuerst  ist  der  Weg  eines  Punktes,  der  vom  Anfangspunkt 
aus  im  Radius  vektor  gleichförmig  fortschreitet,  indess  dieser 
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sich    gleichförmig    um   jenen   dreht;   ihre    Polar gleichuug   ist 
daher 


Dieselhe  ist  auch  der  Ort  des  Fuaspimktes  der  Senkreck- 
ten, welche  vom  Anfangspunkt  auf'  die  Tangenten  der  Kreis- 
evolvente gefiillt  werden.  Denn  nach  der  Natur  der  Evoluten 
ist  die  Tangente  des  Ortes  von  Q  normal  zu  FQ  und  die  Länge 
der  ans  C  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten  ist  ~PQ=^aip 
für  ip  als  den  von  der  Senkrechten  mit  einer  festen  Geraden 
gebildeten  Winkel.  Daram  ist  auch  die  ßeciprokalkurve  der 
Evolvente  die  hyperbolische  Spirale  Qa  =  a,  die  wir  im  näch- 
sten Artikel  besprechen  wollen. 

Die  Spirale  des  Archimedes  gehört  der  durch  die  all- 
gemeine Gleichung  q  =  ao"  bezeichneten  Familie  von  Kurven 
an,  bei  welchen  die  Tangente  sich  um  so  mehr  der  zum  Ra- 
dius vektor  normalen  Lage  nähert,  je  weiter  der  Punkt  sich 
vom  Anfangspunkt  entfernt.     Denn  man  hat 

so  dass  (Art.  95)  die  ti'igonome  tri  sehe  Tangente  des  Fora  Ra- 
dius vektor  mit  der  Kurventangente  gebildeten  Winkels  mit 
to  stetig  wächst,  ohne  doch  früher  als  ra  unendlich  gross  zu 
werden. 

322.  Die  oben  erwähnte  hyperbolische  Spirale 

hat  eine  Asymptote  parallel  zu  der  Geraden,  von  welcher  aus 
L  werden,  denn  die  Normale  von  einem  Punkte 


der   Spirale  auf  diese   Gerade  ist  41  sin  ra  =! ~    und  wird 

daher  für  verschwindendes  ro  und  unendlich  a.nwachsendcs  q 
in  den  endlichen  Wert  a  übergeführt. 

Wir  können  femer  die  Länge  der  Normalen  vom  An- 
fangspunkt auf  die  Tangente  berechnen;  denn  die  Tangente 
des  Winkels,  den  der  Radius  vektor  mit  der  Kurventangente 

macht,  ist  o  -^i—  ==  —  ra,  sodass  die  Normale  =  -tt-s 5^  wird, 

dp  [/(o  4-r} 

d.  h.  gleich  a  für  unendlich  wachsendes  q: 
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Die  Form  der  Kurve  ist  die  in  der  Figur  gegebene.  Ihre 
Polarsubtangente  ist  konstant.  Der  Bogen  Ali  des  mit  dem 
festen   Radius   OA  durch    einen   Punkt  mg.6«. 

der    Kurve    beschriebenen    Kreises    ist 
auch  konstant. 

Eine  andere  der   Erwähnung  wür- 
dige Spirale  iet  der  Lituus**) 

Dieselbe  hat  die  Gerade  zur  Asymptote,  von  welcher  aus 
die  a   gemessen  werden;  denn  die  Entfernung  eines  Punktes 

in  ihr  von  dieser  Geraden  p  sin  ra  =^ nimmt  ohne  Ende 

ab,  indem  p  ohne  Ende  wächst  und  ra  verschwindet. 

3"^.^.  Wir  erwähnen  endlich  die  logarithmische  Spirale 
&  =-■  "'"'■ 

In  dieser  Kurve  wächst  p  imbegrenzt  mit  ra;  es  ist  für 
ra  =  0  gleich  Eins  und  nimmt  für  negative  Werte  von  e)  fort- 
während ab,  ohne  früher  Null  zu  werden  als  bis  ra  negativ 
unendlich  ist.  Die  Kurve  nähert  sich  daher  in  unendlich  vie- 
len Umdrehungen  um  ihn  dem  Pol. 

Es  ist  eine  ihrer  Fundamentaleigensehaften,  dass  sie  alle 

Radien  vektoren  unter  konstantem  Winkel  schneidet,  weil  p  -^r- 

rfp 

dem  Modus  des  Logarithmensystems  gleich  wird,  das  a  zur 
Basis  hat  und  somit  der  Winkel  des  Radius  vettor  mit  der 
Tangente  diesen  Modul  zu  seiner  trigonometrischen  Tan- 
gente hat. 

Aus  dieser  Eigenschaft  erhalten  wir  die  Rektifikation  der 
Kurve.  Denn  aus  der  Betrachtung  des  Elementardreieeks ,  in 
welchem  das  Bogenelement  die  Hypotenuse  und  das  Wachs- 
tum des  Radius  vektor  die  eine  Kathete  ist,  ersehen  wir,  dass 
das  Bogenelement  gleich  dem  mit  der  Sekante  dieses  konstan- 
ten Winkels  multiplizierten  Wachstum  des  Radius  vektor  ist 
und  dass  daher  jeder  Bogen  gleich  der  mit  der  Sekante  des- 
selben Winkels  multiplizierten  Differenz  der  Radien  vektoren 
seiner  Endpunkte  ist. 
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Die  vom  Punkte  P  bis  zum  Pol  {^ 
ßsec0  wii'd  konstruiert,  indem  man  im  Pol  0  die  Normale 
OQ  zu  OP  errichtet  und  bis  zur  Tangente  der  Kurve  in  P 
verlängert;  sie  ist  gleich  PQ,  Der  Ort  von  Q  ist  eine  Involote 
oder  Evolvente  der  Kurve;  da  aber  die  Winkel  des  DieiecLs 
OPQ  konstant  sind,  so  ist  OQ  zu  OP  proportional  und  macht 
mit  OF  einen  rechten  Winkel,  d.  h.  der  Oit  von  Q  ist  auch 
eine  logarithmische  Spirale,  die  durch  Drehung  dei  Eidier 
Vektoren  der  gegebenen  um  einen  rechten  Wmkel  und  gleich 
zeitige  Veränderung  derselben  in  einem  geg<-beuen  Veihaltnis 
entsteht. 

Umgekehrt  ist  auch  die  Evolute  einti  logaiithmi sehen 
Spirale  eine  Kurve  derselben  Art.  Der  Ort  der  Fusspunkte 
der  Senkrechten  auf  die  Tangente  ist  ebenfalls  eine  logaiith 
mische  Spirale,  weil  sie  in  einem  festen  Veiliiltnis  7um  Ea 
dius  Vektor  steht  und  einen  konstanten  Winkel  mit  ihm  uil 
det.  Die  Brennlinien  durch  Eefiexion  und  Refiakti  n  tili  I  icht 
ans  dem  Pole  sind  gleichfalls  logan'thmische  Spiralen.'^*) 
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;y24.  Nachdem  im  ersten  Teile  dieses  Werkes  („Kegel- 
schnitte" Kap.  XXII— XXIV)  ausser  verschiedenen  speziellen 
Methoden  der  Ableitung  von  Eigenschaften  einer  Kurve  aus 
denen  anderer  Kurven  —  wie  den  Methoden  der  Projektion 
und  der  reciproken  Polaren,  der  Inversion  oder  der  reciproken 
Radien  u.  s.  w.  — ,  auch  die  allgemeine  Theorie  der  linearen 
oder  projektiv! sehen  Transformationen  oder  der  Verwandtschaf- 
ten der  KoUineation  und  der  Reciprocität  entwickelt  worden 
ist,  soll  nun  hier  die  allgemeine  Theorie  solcher  Methoden 
dargestellt  werden. 

Wir  haben  dafür  im  allgemeinen  die  Korrespondenz  oder 
das  Entsprechen  zweier  Punkte  P,  P'  zu  betrachten,  die  eben- 
sowohl in  derselben  Ebene  als  in  verschiedenen  Ebenen  gedacht 
werden  können.  Im  letzten  Falle  können  beide  Ebenen  als 
in  einem  gemeinsamen  Räume  liegend  angesehen  werden  und 
es  ist  dann  möglich,  den  Übergang  zvrischen  P  und  P'  durch 
geometrische  Konstruktionen  in  diesem  Räume  zu  vollziehen; 
die  Methode  der  Projektion  bietet  das  einfachste  Beispiel  die- 
ser Art,  die  gerade  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte 
PP'  geht  immer  durch  einen  gegebenen  festen  Punkt,  das 
Centrum  der  Projektion.  Man  erhalt  ein  anderes  System  der 
Transformation,  indem  man  der  Geraden  PP'  die  Bedingung 
auferlegt,  zwei  feste  sich  kreuzende  Gerade  zu  schneiden*^),  etc. 

Die  Entwicklung  solcher  Theorien  gehört  der  Geometrie 


An  diesem  Orte  untersuchen  wir  die  beiden  Ebenen  ohne 
Beziehung    auf    einen    gemeinsamen   Raum.      Wir   denken   die 
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Punkte  jeder  Ebene  durch  Koordinaten  in  Bezug  auf  ein  will- 
kürlich gewähltes  System  von  Fundamentalelementen  bestimmt 
und  nehmen  an,  dass  zwischen  den  Koordinaten  entsprechen- 
der Punkte  eine  bekannte  algebraische  Abhängigkeit  bestehe, 
nsbesondere  also  Gleichheit  oder  lineare  Abhängigkeit,  wie 
m  Falle  der  projektivischen  Transformationen  u.  s.  w.  In 
jedem  Falle  bestehen  Sätze  über  die  Beziehung  beider  Ebenen 
allgemeinen  und  Sätze  über  die  Beziehung  derselben  als 
in  einer  einzigen  Ebene  vereinigt.  Um  diese  Beziehungen 
auszudrucken,  sprechen  wir  von  zwei  entsprechenden  Fi- 
guren —  nämlich  Systemen  von  Punkten,  geraden  Linien  oder 
von  Kurven  —  in  diesen  Ebenen  oder  in  derselben  Ebene;  oder 
auch,  wir  sprechen  von  allen  Punkten  der  Ebene  und 
ihren  entsprechenden. 

Die  insbesondere  genau  untersuchte  Art  von  Transfor- 
mationen hat  ihren  wesentlichen  Charakter  darin,  dass  einer 
gegebenen  Lage  von  P  im  allgemeineu  eine  einzige  Lage 
von  F'  entspricht,  und  umgekehrt  einer  Lage  von  P'  eine 
einzige  von  F.  Die  projektivische  ist  der  einfachste  Fall  der- 
selben; man  bezeichnet  sie  aber  allgemein  als  die  rationale 
oder  auch  die  birationale  Transformation. 


Quadrat!  solle  Transformation. 
325.  Es  ist  nützlich,  vor  der  allgemeinen  Theorie  ausser 
der  linearen  Transformation  noch  einen  andern  speziellen 
Fall  näher  zu  untersuchen,  nämlich  den  Fall,  wo  die  Koordi- 
naten des  Punktes  P'  Funktionen  zweiten  Grades  in  den 
Koordinaten  von  P  sind,  oder  wo  man  hat 

Dann  entsprechen  den  geraden  Linien 
x\--=0,     a^^  =  0,     3f,^^0 
die  drei  Kegelschnitte 

X^^O,     X^=0,     X,  =  0, 
und  einer  Kurve  w'"  Ordnung  entspricht  im  allgememen  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  2m,  deren  Gleichung  man  durch  Sub- 
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stitution  der  Xi  für  die  Xi  in  die  gegebene  Gleichimg  erhält. 
In  den  Arfc.  253,  273  ist  diese  Methode  schon  benutzt  worden. 
Man  erhält  ein  einfaches  Beispiel  durch  die  Annahme 

^^ :  x'^ :  x's  =  X^^ :  X^^ :  x^^. 
Dsiun  eiibsprieht  der  geraden  Linie 

«1  %  +  «g  a;^  +  a^Xg  ~  0 
ein  Kegelschnitt 

a,x^i  +  a-^x^^  +  <h^s^  ^  '-*i 
welcher  die  Seiten  des  Fmidamentaldreiecks  berührt,  nnd  einer 
geraden  Linie  in  der  zweiten  Figur  entspricht  wieder  ein  Ke- 
gelschnitt in  der  ersten.    Einem  Kegelschnitt  der  ersten  Figur 
Ton  der  Gleichung 

'^ii^i^'\'<hs^i^'\'*^'iB^i^'^^'hs^^B'i~  2ai3iKiX^  +  2u^^Xj^x.i  =  (} 
entspricht  die  Kurve  vierter  Ordnung 

aiiXj^  +  a^^X2  +  a^^x^  +  2ai^cc3^Xg^  +  2ai^x^ix^^  -{-  2a^^Xi^x^i  =  0. 
Und  da  die  allgemeine  Gleichung  eines  Kegelschnittes  in  der 
Form 
fi.    .    ^_  +  ^s  _  j  (A.  _        «n      \  ^  3^  M     _  _^h^_)  ,,,a 

I  n      ■■»  )^,\ 

geschrieben  werden  kann,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichiuig 
der  entapreehentJen  Kurve  in  der  Form 

ax^^  +  hx^^  +  cx^^  +  dx^-  =  0 
darstellbar  ist  und  dass   sie  also  drei  Doppelpunkte  und  die 
geraden  Linien 

x^^O,     x^-0,     Xs  =  0,     x\  =  0 
zu  Doppeltangenten  hat. 

326.  Die  eben  beschriebene  Methode  der  Transformation 
auf  Grund  der  Beziehung 

x\ :  x\  ix/^^—  Xj^:X^:Xg 
ist  im  allgemeinen  nicht  rational.    Denn  aus  gegebenen  Xi 
folgen  zwar  die  x^i  rational,  aber  für  gegebene  a/,-  sind  die 
entsprechenden  Xi  aus  den  Gleichungen 
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X,  _  Xj  _  X, 

a/i  'x\  x\ 
zu  berechnen,  aus  Gleichungen  also,  welche  Kegelschnitte  mit 
vier  gern  einsamen  Punkten  darstellen  und  somit  vier  ver- 
schiedene Lagen  des  dem  Punkte  x',  entsprechenden  Punk- 
tes Xi  liefern.  Wenn  die  Kegelschnitte  X,  =  0  einen  gemein- 
samen Punkt  hatten,  so  konnte  derselbe  als  von  der  Lage  des 
Punktes  x'i  unabhängig  ausser  Betracht  bleiben  und  jedem 
Punkte  3^i  entsprächen  drei  Punkte  Xi\  wemi  die  X,  =  0  zwei 
feste  gemeinsame  Punkte  hätten,  ebenso  zwei,  und  endlich  für 
drei  feste  gemeinsame  Punkte  derselben  besitzen  die  Kegel- 
schnitte 

nur  einen  andern  dem  x'i  entsprechenden  gemeinschaftlichen 
Punkt.  Die  Transformation  ist  daher  in  diesem  Falle  ratio- 
nal, d.  h.  es  entspricht  jeder  Lage  des  einen  Punktes  nur  eine 
Lage  des  andern. 

Da  es  nur  einer  Koordinatenveräiiderung  gleichkommt, 
wemi  wir  anstatt  der  Kegelschnitte  X;  =  0  drei  beliebige  Kegel- 
schnitte des  Systems 

wählen  und  die  ihnen  entsprechenden  Gei'aden 

au  Fuiidamentallinien  machen,  so  wird  die  Allgemeinheit  durch 
die  Festsetzung  nicht  vermindert,  dass  die  X;  =  0  die  drei 
Paare  von  geraden  Linien  sein  sollen,  welche  die  drei  gemein- 
samen Punkte  verbinden  und  die  in  Art.  284  angewendete 
durch  die  Relationen 

und 

3^^ :  x\ :  x\  =  x^X^:  X^x^ :  x^  x^ 
ausgedrückte   Transformation    ist    daher    die    allgemeinste 
birationale  quadratische  Transformation. 

327.  Schon  in  Art.  284  ist  dargethan  worden,  dass  dem 
Punkte  Xi  =  Xj  =  0  jeder  Punkt   der  Linie   3/^  =  0  entspricht. 
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Transformiert  man  also  eine  Kurve,  so  entspricht  jedem  der 
«-Punkte,  in  welchen  sie  die  Gerade  a/t-=0  schneidet,  der 
Pimkfc  Xi=^Xj  =  0,  oder  genauer  gesprochen  das  Element  eines 
durch  diesen  Punkt  gehenden  Astes  der  entsprechenden  Kurve, 
d,  h.  dieser  Punkt  ist  ein  w-facher  Punkt  der  letzten.  So  oft 
die  Originalkurve  die  Gerade  a^i==0  berührt,  so  oft  fallen  die 
Tangenten  zweier  Äste  der  entsprechenden  oder  Bildkurve  in 
eine  zusammen.  Einer  Kurve  n**'  Ordnung,  welche  durch  keinen 
der  festen  Punkte 

x'^  =  x^^  •=  0,     ck'b  =  a/j  =  0 ,     a/j  =  a;'g  =  0 
hindurchgeht,   entspricht  daher  eine  Kurve  von  der  Ordnung 
2m,  welche  die  drei  Punkte 

x^  =  x^  =  0,  a!g  =  a;^  =  0,  3\  =  a^  =  0 
zu  «-fachen  Punkten  hat.  Wenn  wir  aber  voraussetzen,  dass 
die  Kurve  rf"^  Ordnung  durch  den  Punkt  a/f  =  a^j  =  0  hindurch- 
geht, so  gehört  die  Gerade  a't^O  der  entsprechenden  Kurve 
an  und  insofern  wir  diese  Gerade  ausser  Betracht  lassen,  ist 
die  Ordnung  der  transformierten  Kurve  um. Eins  vermindert. 
Und  überdies  geht  die  entsprechende  Kurve  durch  jeden  der 
Punkte  x^  —  Xi—0,  Xt^'Xj^O  nur  («  — 1}  statt  n  mal,  weil 
die  gerade  Linie  Xi;  =  0  jeden  derselben  enthält.  In  derselben 
Weise  erkennen  wir  allgemein,  dass  einer  Kurve  n'^^''  Ordnung, 
welche  durch  die  drei  Hauptpunkte  —  wie  wir  sie  nennen 
wollen  ~  respektive  /j,  f^,  fg  mal  hindurchgeht,  eine  Kurve 
von  der  Ordnung 

entspricht,  die  durch  die  drei  entsprechenden  Hauptpunkte  der 
andern  Figur  respektive  fi,  f^i  f's  ^^^  hindurchgeht,  für 
f\-n-f,-f„     f',^n-f,-f„     n^n-f.-U 
Man  bestätigt  leicht,  dass   die  so  erhaltenen  Zahlen  die 
reciproken  Beziehungen  zwischen  beiden  Kurven  erfüllen,  d.  h. 
dass  man  hat 

fi  =  n'-r,-f\,     f^^n'^f\-f\,     f,  =  n'-f\~f',. 
Wir  zeigen  auch,  dass  die  entsprechenden  Kurven  densel- 
ben Defekt  haben  oder  vom  nämlichen  Geschlecht  sind.    Denn 
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nach  Art.  43  ist  ein  j)-faeher  Puukt  ^p  (p  —  1)  Üoppelpuiikten 
äquivalent  und  der  Defekt  der  ersten  Kurve  ist  somit 

ii(>.-i)(«-2)-/;(/;-i)-/;«-i)-r.(/.-i)l; 

mit  Benutzung  der  für  n'  und  die  f'i  soeben  ermittelten  Werte 
zeigt  man  aber  leicht,  dass  dioae  Zahl  der  folgenden  atets 
gleich  ist^'') 

j  I  (..'  - 1)  (»'  -  2)  -  f ,  (f,  -■  1)  -  r,  (f '>  - 1)  -  f ,  (/".  - 1)  I  • 

328.  Ein  besonderer  Fall  der  Methode  der  quadratischen 
Transformation  ist  die  der  Inversion  oder  die  Transfor- 
mation durch  reeiproke  Radien  vektoren,  die  in  Art.  153 
und  in  Art.  397  flg.  der  „Kegelschnitte"  besprochen  ist.  Wir 
haben  einen  festen  Punkt  0,  den  wir  als  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  wählen  werden,  und  entsprechende  Punkte  P,  P' 
liegen  mit  demselben  in  einer  geraden  Linie  und  in  Entfer- 
nungen, deren  Produkt  konstant  ist,  setzen  wir  0P.0P'=1. 
Dann  begründet  man  leicht  die  Relationen 

aus  denen  die  Gleichungen 

hervorgehen.  Setzen  wir  also  Xj,  x^,  x^,  respektive  gleich 
x  —  iy,  x-i-iif,  1  und  ebenso  cc'j,  a^^j  ^'sj  respektive  gleich 
x'  +  i^,  x^  —  iy',  1,  so  haben  wk 

oder  die  Transformation  ist  von  dei  m  die'sem  Abschnitt  be- 
trachteten Art,  Man  nennt  bekanntlich  den  Funkt  0  das 
Centrum  der  Inversion  und  den  au%  ihm  mit  der  der  Quadrat- 
wurzel aus  OP.  OF'  entsprechenden  Lange  beschriebenen  Kreis 
den  luversionskreis.  Wenn  der  Punkt  P  eine  Kurve  durch- 
läuft, so  besehreibt  der  Punkt  P'  die  Inverae  derselben.  Ins- 
besondere ist  die  Inverae  einer  geraden  Linie  ein  durch  0 
gehender  Kreis,  der  die  Länge  OÄ'  zum  Durchmesser  hat, 
welche  der  dem  Fusspunkt  der  Normale  OÄ  auf  die  Gerade  ent- 
sprechende Punkt  begrenzt.  Der  Punkt  0  selbst  entspricht  in 
ihm  dem  unendlich  fernen  Pnnkt  der  Geraden.  Die  Inverse  eines 
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Kreises  ist  wieder  ein  Xreis  („Kegelschn."  Art.  397)  und  ins- 
besondere ist  die  Inverse  eines  Kreises  K,  der  den  Inversions- 
kreis orthogonal  durchsclmeidet,  dieser  Kreis  K  selbst,  d.  h.  der 
Pmikt  P  und  der  entsprechende  Punkt  P'  liegen  anf  einem  Kreise, 
welcher  sieh  selbst  invers  ist.  In  diesem  Beispiel  kündigt  sich 
eine  weiterhin  vollständiger  zu  entwickelnde  Theorie  an,  in 
der  die  allgemeine  Theorie  der  Transformation  als  eine  Theorie 
der  Korrespondenz  oder  des  Entsprechens  von  Punkten  in 
einer  gegebenen  Kurve  erscheint.  In  unserm  Fall  ent- 
spricht dem  Punkte  P  des  Kreises  K  der  zweite  Schnittpunkt  P', 
welchen  die  Gerade  OF  mit  ihm  bestimmt. 

329.  Für  die  allgemeine  Theorie  der  Inversion  erhellt  aus 
dem  Vorigen,  dass  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  Ä,  Ä' 
und  B,  S'  stets  auf  einem  Kreise  liegen,  der  den  Inversions- 
kreis orthogonal  sehneidet  und  nach  der  Eigenschaft  eines  dem 
Kreise  eingeschriebenen  Vierecks  so,  dass  die  Verbiudiuigslinie 
der  Punkte  A,  B  mit  dem  Radius  vektor  OA  denselben  Win- 
kel macht,  wie  die  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte 
A',B'  mit  dem  Radius  vektor.  Und  beim  Übergang  zur  Grenze 
für  J.P  als  Tangente  einer  Kurve  im  Punkte  A,  dass  die  ent- 
sprechende Tangente  der  inversen  Kurve  mit  dem  Radios  vektor 
denselben  "Winkel  einschliesst  wie  jene;  endlich,  dass  der  von 
irgend  zwei  Kurven  in  irgend  einem  Punkte  gebildete  Winkel 
dem  Winkel  der  inversen  Kurven  im  entsprechenden  Punkte 
gleich  ist. 

Die  Inverse  ergiebt  sich  unmittelbar  für  Kurven,  die  in 
der  Gleichung  9"  =  «.''cosnw  enthalten  sind.  So  ist  für  w  =  2 
die  Lemniskate  die  Inverse  der  gleichseitigen  Hyperbel;  für 
n—l-  die  Kardioide,  die  Inverse  einer  Parabel,  die  ihren  Brenn- 
punkt im  Ceutrum  hat,  u.  s.  w.  Die  Inverse  eines  Kegel- 
schnitts ist  im  allgemeinen  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Doppelpunkten,  nämlich  im  Centram  und  in  den  unend- 
lich fernen  Kreispunkten.  Ist  das  Centram  ein  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts,  so  ist  sie  insbesondere  die  Paacalsche 
Sehnecke;  für  das  Centrum  als  einen  Punkt  der  Kurve,  eine 
<iurch  die  Kreispnnkte  gehende  Kuiwe  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt  im  Centmm. 
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Einem  Oakulationakieia  dei  Kmve  pntspncht  ein  solehei 
der  inversen  Kurve,  geht  dei  Pistere  abei  insbesondere  durch 
das  Centrum  der  InveisiDii,  ^u  entspiieht  ihm  euif  Inflexions 
tangente. 

Beispiel  1  Die  diei  Inflesion  puiil  te  einei  cirkiUren  Kuub 
Inttei  OiUnung  mit  Dop[  elpunkt  liPgen  m  ■■iiiöi  ^eradtn  Lmie  Dah.Bi 
liiBaea  suh  lurch  jeJaa  Punit  mes  KegelBuhmtfai  drei  Jüeise  legen 
die  lim  an  ip  einem  andern  Punkt  oakulieren  und  diese  diei  Punkte 
liegen  m  t  dem  gegebenen  Punkte  m  einem  i-ieise  Die  drei  Osliula 
tionspunkte  aind  sdimthcli  leell  wenn  die  Kurve  eine  Ellipse  ist  für 
die  Hyperbel  Bind  zwei  lon  ihnen  imagidi  ") 

Beispiel  3  inalofc  teh'-"  durch  jeden  Punkt  einer  circularen 
Kurve  liitter  Ordnung  oder  einei  bicirkularen  Kurve  vierter  Ordnuni, 
neun  die  Kuive  ajiderwarta  jakul  erende  Kieise  von  denselben  amd  drei 
reell  und  ihre  O^kulafcionspuntte  liegen  auf  einem  aui,h  durcli  den  ge 
gebenen  Punkt  gehenden  Kieis 

Be3.sj.iel  3  Die  Puaspunkte  dei  von  einem  Punkte  des  umschrie 
benen  Ereises  auf  die  Seiten  eines  Dreiecks  gelallten  Perpendikel  liegen 
n  emei  geraden  Lmie  Wenn  über  drei  von  demselben  Punkte  aus 
gehenien  lehnen  AB  AC  AD  emes  hjeiRes  als  ihren  DuichmeBsein 
Kieise  heschneben  werden  so  hegen  die  zweiten  Schnittpunkte  derael 
Ven  m  einei  geraden  Linie 

BeiBi  lel  4  Der  einem  Dreieck  aus  diei  PaiaheltangentPn  um 
schiiebene  Eieis  geit  durcli  den  Brennpunkt  der  Parabel  Wenn  drei 
Kreise  eme  Kardioide  beiuhren  und  durch  ihre  Spitze  gehen  so  hege  i 
ihre   Irei  zweiten  Duichschnittspunkte  in  einer  geraden  Lmie 

Beisp  el  5  Wenn  eme  gerade  Linie  die  Pascilsche  bchnecke 
in  Tier  Punkten  schneidet  so  ist  dip  Summe  ihrL.r  l.ntfernungen  \  m 
Doppelpunkt  derselben  konstant  Wenn  em  durth  den  einen  BiPnn 
punkfc  geheadei  Kreis  emen  Kegeischmtt  m  vier  Punkten  schneidet  'o 
ist  du  Summe  der  leciproken  Weite  ihrer  tntferniingen  vom  Bienn 
punkte  konstant 

Beispiel  0  Man  soll  dip  Enveloppe  von  Kreisen  bestimmen  die 
durch  einen  festen  Punkt  gehe  i  und  deren  Centren  m  einer  gegebenen 
Kurve  hegen  'W  i  nehmen  den  festen  Punkt  zum  Centrum  der  Invei 
sion  und  bemeiken  dasa  der  Ort  des  andern  Endpunktes  des  durch  ihn 
gehenden  Duichmessera  eme  aui  gegelenen  ähnliche  Kurve  i't  Daraus 
eigiebt  sich  dass  die  negative  Fusspunktkuive  (Art  1221  det  Inveiaen 
der  letzten  Kuive  he  Inverse  dei  geforderten  Enveloppe  und  folglich 
nach  Alt  123  dass  die  Enveloppe  selbst  die  Inverse  der  Polarreciprokeu 
dp)  gegebenen  Kuivc  ist  ") 
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330,  Es  bleibt  übrig,  diejenigen  Fälle  der  rationalen  qua- 
dratischen Transfonuation  zu  erwähnen,  welche  nicht  auf  die 
Substitution  ,    ,      ,    ,      ,     , 

.Tj :  a^g :  %  =  *a*  s  '•  ^  b*  i :  ^i  *  a 

zuruckfülirbar  sind.  Von  den  drei  den  Kegelschnitten  X,  — 0 
gern  eins  amen  Punkten  können  zwei  zusammenfallen  und  es 
sei  x^  —  O  die  gemeinschaftliche  Tangente  derselben  im  Punkte 
:Ej  =  iKj  =  0,  sowie  Xj^^x^=^(i  der  dritte  ihnen  gemeinsame  Punkt, 
so  können,  weil  die  Gleichungen  solcher  Kegelschnitte  von 
der  Form  „ 

«n  X^'  +  y  «38  ^a  ^a  +  ^'^12  ^1  ^  =  ^ 
sein  müssen, 

3;^*=  0,    x^x^'^O    und    x^x^  =  0 
als  solche  Kegelschnitte  genommen  werden  und  die  Substitu- 
tion erhält  die  Form  der  im  Art,  289  angewendeten 

Xi:x^:x^  =  x\a/2  '■  ^i^  ■  ^a  ^s- 
In  dieser  Substitution  entspricht  wie  in  der  allgemeinen 
dem  Punkte  x\  =  x\^0  die  Gerade  a^^  =  0  und  jeder  Kurve, 
welche  diese  gerade  Linie  in  n  Punkten  schneidet,  eine  Kurve, 
welche  jenen  Punkt  zum  w-fachen  Punkte  hat.  Dem  Punkte 
a^j  — «'a'^O  entspricht  die  gerade  Linie  rCj=-0,  aber  für  alle 
Punkte  der  letzten  hält  man  die  nämliche  Tangentenrichtuug  ■ 
im  ersten,  nämlich  cd^  —  O;  einer  Kurve,  die  die  Gerade  x^^=0 
in  n  Punkten  sehneidet,  entspricht  somit  eine  Kurve,  die  den 
Punkt  x!j^~x'.j^^O  zu  einem  «-fachen  Pimkt  mit  zusammen- 
fallenden Tangenten  hat.  In  kurzem  Ausdruck,  die  Theorie 
ist  im  wesentlichen  dieselbe  wie  vorher,  nur  modifiziert  durch 
das  Zusammenfallen  von  zweien  der  Hauptpunkte. 

Wenn  endlich  alle  drei  Hauptpunkte  zusammenfallen, 
so  sind  nach  Art.  247  der  „Kegelschn,"  die  Gleichungen  der 
Kegelschnitte  von  der  Form 

a   x^-\- 2«  XtX  -\-2a   ix  x  —  n%x  ^)  =  0 
und  wir  kommen  zu  der  am  Schlnss  des  Art.  289  gebrauchten 
Form  der  Substitution 

x*! :  a/g :  a/g  =  x^  x^  ix^-.x^x^  —  mx^, 
3^1 :  a;^ :  «j  =^  fl^i  «'a :  a^ä* :  a/^  x\  +  m  'J-^. 
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Allgemeine  Theorie  der  rationalen  Transformation. 

331.  Es  ist  zweckmässig,  vor  dem  Eingehen  auf  die  all- 
gemeine Tlieorie  der  rationalen  Transformation  in  Ausdeh- 
nung des  in  Art,  329  Gesagten  zu  erwähnen,  dass  die  Sub- 
stitution von  aij",  x^,  x^"  för  respektive  Xj,  x^,  x^  dann  eine 
sehr  einfache  Form  annimmt,  wenn  Xj^  =  0  die  unendlich  ferae 
Gerade  ist  und  Xj^  =  0,  x^^O  nach  den  Kreispunkten  in  der- 
selben gehen.  Denn  durch  Transformation  zu  Polarkoordinaten 
werden  die  Gleichungen  der  letzten 

p  (cos  Ö  ± « sin  0)  =  0 
ujid  man  erkennt,  dass  die  Ersetzung  dieser  Funktionen  diu-ch 
ihre  n'*"  Potenzen  auf  die  Einfflhi'ung  von  p"  und  von  n6  für 
p  und  ö  respektive  zurückkommt.  Diese  Transformation  ist 
nicht  lational,  abei  sie  wird  vorteilhaft  auf  Kurven  von  der 
Gleichungsfoim  p'"  =  n"'eosm(a  angewendet,  weiche  so  in  Kur- 
ven von  dei  nämlichen  Gleichungsform  transformiert  werden. 
Für  n  =  -  wud  em  Kreis  zu. einer  Cassinischen  Km^ve,  für 
tt=-|  zu  emei  Pascalschen  Schnecke. 

Roberts  hat^^)  auch  bemerkt,  dass  durch  diese  Trans- 
formation der  Winkel  nicht  geändert  wird,  unter  welchem  sich 
zwei  Kurven  durchschneiden.  Denn  die  trigonometrische  Tan- 
gente des  Winkels,  den  die  Tangente   einer  Kurve  mit  dem 

Radius  vektor  bildet  (Art.  95),  wird  durch  p  —  ausgedrückt 
und  die  Substitution   von  ndoi  für  dm   und  vim für 

lässt  dies  migeändert.  Die  als  Beispiele  zur  Theorie  der  In- 
version gegebenen  Sätze  liefern  hiernach  fiir  die  verschiedenen 
Werte  von  ?*  ebenaoviele  neue  Sätze;  und  Sätze  in  Bezug  auf 
die  Winkel,  unter  welchen  Kurven  sich  durchschneiden,  wer- 
den leicht  durch  diese  Methode  transformiert,  wie  beispiels- 
weise die  Sätze,  dass  ein  Kreis  der  Ort  der  Schnittpunlite  zu 
einander  rechtwinkliger  Geraden  ist,  von  denen  jede  durch 
einen  von-  zwei  festen  Punkten  geht;  dass  eine  Reihe  koneen- 
trischer  Kreise  durch  das  System  ihrer  Durchmesser  recht- 
winklig geschnitten  wird;  u.  s.  w. 
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332.  Nach  einer  allg.em einen  rationalen  Transfor- 
mation entspreche  einem  System  von  Werten  der  Zi  ein  ein- 
ziges System  von  Werten  der  x',,  z.  B. 

für  die  Xi  als  bekannte  Fvmktionen  der  x;,  die  wir  vom  Grade 
n  annehmea;  und  umgekehrt  entspreche  einem  beliebigen  Sy- 
stem von  Werte  x'i  ein  einziges  System  von  Werten 
x^:x^:Xg  =  X\ :  X'^ :  X'^ 

Dann  müssen  zuerst,  damit  eine  solche  Ausdrucksweise  mög- 
lich sei,  die  X',-  auch  vom  Grazie  n  in  den  a/f  sein.  Denn  den 
«  Durchschnittapimkten  einer  beliebigen  Geraden 

a^x^  +  a^x^  +  a^x^^O 
mit  irgend  einer  Kurve 

h,X^+h,X,  +  h^X,^0 
entsprechen  im   andern   System  notwendig  die  Schnittpunkte 
der  Kurve 

a,X\  +  asX'^  +  asX's^O 
mit  der  Geraden 

deren  Anzahl  daher  gleichfalls  n  sein  muss. 

333.  Wir  untersuchen  hiernach  die  Bedingungen,  unter 
welchen  die  vorausgesetzte  gegenseitige  Äusdrück- 
barkeit  der  x,-  und  iK*,-  möglich  ist.  Im  allgemeinen  ent- 
sprechen dem  Punkte 

x'^ :  ar'g :  a/3  ==  Oj :  Wg :  rtg 
des  einen  Systems  die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Kurven 

Xj^ :  X2 :  Xg ^^  a^:  02'.  cig 
im  andern  System;  ihre  Anzahl  ist  n^,  wenn  die  X;  allgemeine 
Kurven  ihrer  Ordnung  sind.  Wenn  jedoch  p  den  drei  Kurven 
Xi=^0  gemeinsame  Punkte  vorhanden  wären,  so  würden  nur 
n^—p  mit  den  ß,-  veränderliche  Durchs chnittspunkte  derselben 
esistieren,  die  also  dem  gegebenen  Punkte  im  andern  System 
entsprechen.  Und  für  p  =  n^—l  wäre  nur  ein  einziger  ver- 
änderlicher Schnittpunkt  vorhanden;  oder  mit  andern  Worten, 
wenn  alle  Durchs  chnittspunkte  der  Kurven 
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bis  auf  eineu  bekannt  sind,  so  sind  die  Koordinaten  dieses 
letzten  Durchschnittspunktes  eindeutig  bestimmt  und  somit 
rationale  Funktionen  der  «;,  d.  h.  der  x'i,  und  wir  erhalten 
Ausdrücke  von  der  Form 


334,  Dass  die  Kurven  Xi==0  gemeinsame  Durchschnitts- 
punkte  in  der  Zahl  n^—\  haben,  ist  also  die  eine  Bedingung 
für  rationale  Transformation;  aber  dieselbe  unterliegt  noch 
einer  andern  Bedingung.     Das  System  der  Kurven 

a^X^^  0^X^  +  00^X^  =  0 
muss  von  demselben  Grade   der  Allgemeinheit   sein,  wie  das 
System  der  Geraden 

(f  ^  4-  n  x'  -(-  o  ic'  =0 
welchem  es  entspricht,  d.  h.  eine  Kiirve  des  Systems  muss 
zwei  weitern  Bedingungen  unterworfen  werden  können,  ohne 
überbeatimmt  zu  sein,  zwei  Bedingungen,  welche  die  beiden 
Konstanten  ^iw^ißg  bestimmen.  Die  Zahl  der  Bedingungen, 
welchen  die  Kurven  X;=-0  unterworfen  werden,  muss  wenig- 
stens um  zwei  kleiner  sein  als  die  Zahl  derer,  welche  zur  Be- 
stimmung einer  Kurve  n'^'  Ordnung  hinreicht.  Wenn  z.  B. 
die  Kurven  X;=0  Kurven  dritter  Ordnung  sind,  und  wenn 
wir  die  Bedingung  stellen,  dass  sie  acht  verschiedene  Punkte 
gemein  haben  sollen,  so  haben  sie  nach  Art.  29  auch  eineu 
neunten  Punkt  gemein  und  können  daher  keinen  variaheln 
Durchschnittspunkt  besitzen,  so  dass  die  Konstruktion  des 
vorigen  Artikels  ihren  Zweck  verfehlt.  Wir  können  jedoch 
den  Bedingungen  des  Problems  genügen,  indem  wir  annehmen, 
dass  die  Kurven  dritter  Ordnung  X;— 0  einen  gemeinsamen 
Doppelpunkt  und  vier  einfache  gemeinsame  Punkte  haben. 
Denn  dies  zählt  für  sieben  Bedingungen,  da  ein  gegebener 
Doppelpunkt  deren  drei  repräsentiert  (Art.  41),  und  es  sind 
daher  zwei  weitere  Bedingungen  nötig,  um  irgend  eine  Kurve 
des  Systems 

a,X,  +  a^X,  +  a,X^  =  0 
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ZU  bestimmeii.  Dagegen  zaUen  die  gemeinsamen  Punkte  für 
acht,  weil  ein  Puntt,  der  m  zwei  Kurven  zugleich  ein  Doppel- 
punkt ist,  für  vier  unter  ihren  Schnittpunkten  zahlt.  Und  so 
können  wir  auch  lilgemem  die  X^—O  nicht  als  Kurven  «*"' 
Ordnung  annehmen  welche  )i^  —  1  veracbiedene  gemeinsame 
Punkte  haben,  weil  sie,  sobald  n  grösser  ist  als  zwei,  dann 
einen  weitem  gemeinsamen  Punkt  haben  müssten  und  keinen 
veränderlichen  Schnittpunkt  haben  konnten.  Wir  können  aber 
den  Bedingungen  des  Problems  genügen,  indem  wir  die  X(  =  0 
als  Kurven  denken,  die  Kj  einfache,  a^  doppelte,  «3  dreifache 
Punkte,  u.  s.  w.  geraein  haben,  so  dass  diese  w^— 1  Dureh- 
sehnittsp unkten  äquivalent  sind  und  dass  zugleich  die  Zahl 
der  Bedingungen,  welche  dieser  Festsetzung  entsprechen,  um 
zwei  kleiner  ist  als  die  Zahl  derer,  welche  eine  Kurve  n*"' 
Ordnung  bestimmen.  Indem  wir  erinnern,  dass  ein  gegebener 
vielfacher  Punkt  r^'  Ordnung  |-r(r-f  1")  Bedingungen  äqui- 
valent ist,  und  dass  ein  solcher  Punkt,  wenn  er  zwei  Kurven 
als  r-facher  Punkt  gemeinsam  ist,  unser  ihren  Schnittpunkten 
für  r^  zählt,  erhalten  wir  die  zwei  Gleichungen 

1)  ai  +  4Ka  +  9aa  +  -.-  +  /'^«r=»'"l, 

2)  «1  +  3ßs  +  6a,  +  ■  ■  ■  +  i r (r  +  1) «,  =  Xw  +  3)  -  2. 
Verdoppelt  man  die  zweite  und  zieht  man  davon  die  erste 

ab,  so  erhält  man  eine  mit  Vorteil  an  Stelle  von  2)  zu  ver- 
wendende Gleichung,  nämlich 

3)  «,-f2ß,  +  3«3+.--  +  rR.-3(M"l). 

Wir  erhalten  somit  so  viele  Arten  der  Transforma- 
tion durch  Kurven  «""■  Ordnung,  als  es  Lösungen  die- 
ser Gleichungen  durch  ganze  positive  Werte  der  «,- 
giebt,  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Zahl  der  höhern  viel- 
fachen Punkte,  welche  die  Kurven  X,-=^0  nach  denselben  be- 
sitzen ,  den  bei  Art.  43  gefundenen  Grenzen  unterworfen  bleibt,^ 

335.  Die  Grönde  des  vorigen  Artikels  beweisen  genau  ge- 
nommen nnr,  dass  in  der  Gleichung  2)  die  rechte  Seite  nicht 
grösser  sein  kann,  als  der  angegebene  Wert;  wir  können  jedoch 
zeigen,  dass  sie  auch  nicht  kleiner  sein  kann,  denn  wenn  wir 
ein  Glied  —  (  addieren  und  die  Gleichung  2)  dann  von  1)  ab- 
ziehen, erhalten  wir 


y  Google 


396  VIII.  Ttaüsformation  dei-  Kurven.  336. 

4)  «,  +  3«,+  .^Jr(r--l)«,-  +  («-l)(»-2)  +  (. 
Indem  wir  erinnern,  dass  ein  dreifacher  Punkt  drei  Doppel- 
punkten und  ein  r-faclier  -^r(r—  1)  Doppelpunkten  äqui?alent 
ist,  sehen  wir,  daes  die  linke  Seite  der  GleichuDg  die  Anaalil 
von  Doppelpunkten  ausdrückt,  welcher  die  vielfachen  Punkte 
einer  der  Kurven  des  Systems 

gleichwertig  sind.  Und  weil  in  Art.  42  gezeigt  ist,  dass  diese 
Zahl  i(«  — l)(w  — 2)  nicht  übersteigen  kann,  ao  muss  t'^O 
sein  und  die  Gleichung  i)  drückt  aus,   dass  jede  der  Kurven. 

des  Systems 

a^X,  +  a^X^  +  a^X^=0 

die  Maximalzahl  von  Doppelpunkten  enthält,  oder  mit  andern 
Worten,   dass  sie  unikursal  oder  vom  Geschlecht  Null 

Es  ist  überdies  evident,  dass  dies  so  sein  muss,  weil 
diese  Kurven  geraden  Linien  des  andern  Systems  entsprechen 
und  nicht  nur  jede  Gerade,  sondern  jede  Unikursalkurve  in 
eine  Unikursalkurve  transformiert  wird;  denn  wenn  die  Koor- 
dinaten eines  Punktes  rationale  Funktionen  eines  Paraineters 
sind,  so  müssen  die  Koordinaten  der  entsprechenden  Punkte 
als  rationale  Funktionen  dieser  letzten  auch  rationale  Funktio- 
nen desselben  Parameters  sein, 

336.  Wir  haben  gesehen,  dass  für  )*  grösser  als  zwei  die 
Gleichungen  1)  und  2)  nicht  befriedigt  werden  können,  wenn 
die  gemeinsamen  Punkte  der  Kurven  X,-  =  0  nur  einfache 
Schnittpunkte  sind.  Wir  werden  in  gleicher  Art  zeigen,  dass 
für  n  grösser  als  fünf  ein  vielfacher  Punkt  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung  vorhanden  sein  muss,  u.  s.  w. 
Ist  r  der  höchste  der  vorkommenden  Indices,  so  multiplizieren 
wir  die  Gleichung  3)  mit  r  und  ziehen  die  Gleichung  1)  von 
ihr  ab  und  erhalten 

(r-l)„.  +  2(r-2)«,+  3(r-3) «,+  ...(.- !)«,_, 
-(«-1)(3'~«~1). 

Da  hier  jedes  Glied  der  linken  Seite  positiv  ist,  so  kann 
>■  nicht  kleiner  sein  als  -|(m  +  1).     Wir  können  j-  gleich  die- 
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ser  Zahl  aehmen,  wenn  -1(^  +  1)  eine  ganze  Zahl  ist  oder  mit 
andern  Worten  för  ein  n  von  der  Form  Sp  —  1  können  wir 
r—p  machen;  alsdann  müssen  aber  alle  die  Zahlen  ßj,  «^,... 
ccr—i  verschwinden  und  die  Kurven  haben  nur  die  j)-faclien 
Punkte  gemein;  wir  haben -nach  3)  |iKj,  =  3(3j)  — 2),  welches 
(den  Fallp  =  6,  "^=8  ausgenommen)  durch  keine  ganzen  Werte 
von  dp  befriedigt  werden  kann,  sobald  p  die  drei  übersteigt. 
Ausgenommen  also  für  n^2,  5,  8  und  17  muss  r  immer 
grösser  als  -|(n+l)  sein;  somit  mnss  auch  für  k>5  ein 
vielfacher  Punkt  existieren,  dessen  Ordnungszahl  >  2  ist. 

337,  In  derselben  Art  wird  eine  Relation  begründet,  aus 
welcher  wir  jetzt  eine  wichtige  Folgerung  ziehen  wollen,  näm- 
lich den  Satz,  dasa  die  Summe  der  drei  höchsten  Ord- 
nungszahlen der  vielfachen  Punkte  n  überschreiten 
mnss.  Seien  r,  s,  t  die  drei  höchsten  unter  diesen  Ordnungs- 
zahlen, so  zwai',  dass  s-^r  und  t<^s  ist,  so  entstehen  aus  den 
Gleichungen  1)  und  3)  durch  Übertragung  der  Glieder,  welche 
r  und  s  entsprechen,  auf  die  andere  Seite  die  Gleichungen 

«1  +  4%  + . . .  -f  i  V,  =  ra^  -  1  -  f  ^~  s\ 
c;^  +  2Ka+...  +  ia(=3M-3->--s, 
und  wir  erhalten  wie  vorher  eine  Grenze  für  den  niedrigsten 
annehmbaren  Wert  von  t  aus  der  Bemerkung,  dass  der  Rest 
vfesentlich  positiv  ist,  deu  die  um  die  erste  verminderte  i-faehe 
zweite  Gleichung  lässt.  Unsere  Absicht  ist  nun,  zu  zeigen, 
dass  n  —  r  —  s  zu  Mein  ist,  um  eiu  Wert  von  t  zu  sein,  oder 
dasg  in  diesem  Falle  immer 

n^—l—r^  —  s^>t(ßn-d--r  —  s) 
ist.   .  Setzen  wir  r  +  s  =  m  ~  i,  so  wird  dies 

2rs-~-l  +  2nt  —  t^>t(2n  —  3  +  t); 
nnd  da  nach  der  Voraussetzung  )■  und  s  nicht  kleiner  sind  als 
t,  so  wird  der  kleinste  Wert,  welchen  die  erste  Grösse  haben 
kann,   gefunden,  indem  man  r  und  s  gleich  t  setzt,  wodurch 
die  Ungleichheit  entsteht 

welche  augenscheinlich  richtig  ist. 

338.  Cremona  hat  für  alle  n  bis  auf  «  =  10  die  auuehra- 
baren  Lösungen    des   betrachteten   Systems   von   Gleichungen 
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angegeben  und  wir  wollen  einige  seiner  Resultate  entwickeln. 
Es  ist  aber  bereits  genug  gesagt,  um  zu  zeigen,  dass  wir 
immer  Funktionen  X,-  vom  «'*"  Grade  in  den  3!,-  wählen  kön- 
nen, so  dass  die  Gleichungen 

drei  Kurven  repräsentieren,  welche  gewisse  feste  für  n^ —  1 
Schnittpunkte  zählende  Punkte  —  wir  werden  sie  Haupt- 
punkte nennen  —  gemeinsam  haben  und  einen  variablen 
Punkt  bestimmen,  dessen  Koordinaten  in  Funktion  der  x'i 
ausgedrückt  das  umgekehrte  System  von  Gleichungen 

a-^:x^:x^  =  X\:X'^:X'^ 
liefern  Wir  haben  vorher  gezeigt,  dass  die  X  Funktionen 
w*™  &iade&  in  den  jf  sind  und  es  ist  offenbar,  dasa  sie  gleich 
Null  gesetzt  gleichfalls  Kuiven  daistellen  welche  eine  gewisse 
Anzahl  festei  Punkte  so  gemein  habei  dass  den  erörterten 
Bedmgui  gen  1)  md  '")  Genüge  geleistet  wiid  Es  i  Igt  aber 
damit  nicht  dasa  dieselbe  Losung  des  Systems  dei  beiden 
Gleichungen  m  dem  einen  u  id  m  dem  andern  Falle  Anwen- 
dung ündet  oder  mit  anlem  Woiten  dis  Kui^eun<-tz  (Bün- 
del    Gebilde  zweit  r  Stuft) 

\  +c   \  +n  X  -0 
welches  den  geraden  Linien  dea  einen  Systems  und  das  Kur- 
vennetz 

weiches  den  geraden  Linien  des  andern  Systems  entspricht, 
haben  nicht  notwendig  dieselbe  Verteilung  der  vielfachen 
Punkte. 

339.  Wir  sahen  im  Falle  der  quadratischen  Ti-ansfor- 
mation,  dass  jedem  der  drei  Hauptpunkte  des  einen  Systems 
im  andern  System  nicht  ein  Punkt,  sondern  eine  Gerade  ent- 
sprach und  wir  erweitem  diesen  Satz  jetzt  zu  dem  andern,, 
dasa  im  allgemeinen  jedem  der  Punkte  a^  eine  Uni- 
kursalkurve  r*"  Ordnung  entspricht. 

Offenbar  wird  das  System  von  Gleichungen 
x\:x',_:x'^^X^:X^:X^ 
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illusorisch,  wenn  wir  den  Punkt  x'i  auclien,  welcher  einem  den 
Kurven  X,  =  0  gemeinschaftlichen  Punkte  x,-  entapi-icht.  Sei 
zuerst  dieser  Punkt  ein  einfacher  Schnittpunkt  derselben,  so 
erhalten  wir  die  Koordinaten  x'i  eines  ihm  unendlich  nahe 
benachbarten  Punktes,  respektive  proportional  zu  den  Grössen 


■a\  + 


dx. 


wir  erhalten  somit  für  jedes  in  andrer  Richtung  vom  Punkte 
Xi  ausgehende  Element  einen  andern  entsprechenden  Punkt  3:';. 
Wenn  aber  drei  Kurven  einen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben, 
so  geht  ihre  Jacobische  Kurve  durch  diesen  Punkt,  wie  man 
nachweist,  indem  man   die   Gleichungen  X^  —  O  in   der  Form 

5X,      ^dX,  ^X,  ^ 

dx^     ^      Sx^  ^      dXg     ^        ' 

ex,       dX,       dx,       , 

schreibt  und  zwischen  denselben  die  Xi  eliminiert  (vergl.  „Kegel- 
schnitte" Art.  360).  So  erkennen  wir,  dass,  wenn  wir  Sx^ 
und  dx,j_  aus  den  vorher  für  die  x';  erhaltenen  Ausdrücken  eli- 
minieren, Öx^  auch  verschwindet,  und  dass  somit  alle  die 
Punkte,  welche  den  in  Xi  beginnenden  Elementen  oder  kurz 
dem  Punkte  X;  entsprechen,  in  der  geraden  Linie 

,  (dX,dX,     dX.dX,\ 


liegen. 


^  xdx^   dx^       Sx^   dx^  / 

nsa^i  8x^       8x^  dx^J 
+  a/  (^^  ^^  _  ?^i  ^A  - 

^  \9iCi    dX^  dX^    öflTj  / 
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340.  Wir  verfahren  ganz  ähnlich,  wenn  der  den  Kurven 
X,  =  0  gemeinaame  Punkt  ein  vielfacher  Punkt  ist.  Sei  der- 
selbe beispielsweise  ein  Doppelpunkt,  so  verschwinden  die  im 
vorigen  Artikel  für  die  3^i  gegebenen  Werte;  wenn  wir  aber 
die  Differentiale  durch  obere  Indices,  die  zweiten  Differentiale 
durch  doppelte  obere  Indices  bezeichnen  —  wie  früher  durch 
untere,  nur  dass  wir  denselben  noch  das  trennende  Komma 
beifügen,  um  die  Verweehshnig  mit  Exponenten  aiiszuschliesseu 
—  so  sind  a/j,  a/^,  x\  respektive  proportional  den  Grössen 

-\-'2X^^^^Sx^8x.^, 

Xa'>'  ffa^iH  ■ .  ■  -  +  2  X/'^Öa^i  5x^, 

X/'^diTjäH +  2Xs^'Hx^Sx^. 

Die  Elimination  der  8x,  zwischen  diesen  Gleichungen  führt 
auf  die  Beziehung  der  Xi  zu  den  X;,  welche  wir  suchen.  Aber 
die  vorhergehenden  Ausdrücke  sind  in  der  Thafc  nur  scheinbar 
temär,  sie  sind  in  Wirklichkeit  binär;  denn  für  eine  Funktion 
JJ  und  die  frühere  Bezeichnung  der  Differentiale  ist 
//u3;iH  ^^32  V+  ^i8^3'  +  2^1r3a;sa;3  +  ■  ■  ■  =0 
die  Gleichung  des  Tangentenpaares  im  Doppelpunkt  der  Kurve 
JJ^O  und  somit  auf  die  Form 

Un  (i^i  -  mx^y  +  2  0i^  (x^  -  mx^)  (x^  -  nx^)  +  U^^  (x^  ~  nx^f  ^  0 
zurüekfühi'bar.  Es  sind  daher  zwischen  den  drei  durch  das 
Vorige  gegebenen  Gleichungen  nur  zwei  Grössen 

dx^^möx^,     Sx^  —  ndx^ 
zu  eliminieren  and  man  darf  ohne  das  Resultat  zu  ändern  dx^ 
gleich  Null  setzen  imd  Sx^^  und  Öx^   eliminieren.     Damit  er- 
halten wir  aber  sofort  allgemein  für  einen  »'-fachen  Punkt  die 
afi  proportional  zu  den  Grössen 

(«,  . .  .\dx^,  dx^y-;  («',  . .  .$öa-i,  Sx^Y;  a",  ...iSx,,  d'x^y; 
und  indem  wir  nach  der  in  Art.  44  erklärten  Methode  8xi 
und  dx^  zwischen  den  entstehenden  Gleichungen  eliminieren, 
finden  wir  die  a^i  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters 
als  die  Koordinaten  eines  Punktes  in  einer  Unikuraal  kurve  von 
der  Ordnung  r. 
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341.  Die  Kurven  des  einen  Systems,  welche  den  Haupt- 
punkten des  andern  entsprechen,  sollen  die  Hauptkiirven 
des  Systems  genannt  werden  und  wir  wollen  zeigen,  da.ss 
ihre  Gesamtheit  die  Jaeobisehe  Kurve  des  Systems 
der  Kurven 

bildet.  Denn  die  Jacobische  Kurve  ist  der  Ort  der  neuen 
Doppelpunkte  in  solchen  Kurven  des  Systems,  welche  einen 
Doppelpunkt  enthalten  ausser  den  vielfachen  Punkten,  die  allen 
seinen  Kurven  gemeinschaftlich  sind.  Da  aber  jede  dieser 
KtiiTen  bereits  in  diesen  Hauptpunkten  die  Maximalzabi  von 
Doppelpunkten  hat,  so  kann  sie  einen  neuen  Doppelpunkt  nur 
durch  Zerfallen  in  Kurven  niederer  Ordnungen  erhalten  und 
dies  wird  nur  geschehen,  wenn  die  gerade  Linie  des  andern 
Systems,  welche  ihr  entspricht,  durch  einen  der  Hauptpunkte 
hijjdurehgeht.     In  diesem  Falle  zerfällt  die  Kurve 

fliXj  +  «,Xa  +  ffsÄ'3  =  0 
in  die  feste  Kurve  *■**'  Ordnung,  welche  diesem  Hauptpunkt 
entspricht,  und  eine  andere  Kurve  von  der  Ordnung  n—r, 
welche  mit  der  gegebenen  durch  u,-  gehenden  Geraden  ver- 
änderlich ist.  Für  zwei  Unikurs alkurven,  deren  Ordnungszahlen 
)■  und  )■'  die  Summe  n  haben,  ist  aber  die  Gesamtvielfaehlieit:, 
welche  aus  den  Singularitäten  der  Kurven  und  aus  ihren  Durch- 
schnittspunkten entspringt,  gleichwertig  mit 

i(,-l)(,--2)+-|(,'-l)(.'-2)  +  r/ 
oder 

-|(w-l)(n-2)  +  l 
Doppelpunkten.  So  erkennen  wir,  dass  die  zusammengesetzte 
Kurve,  welche  einer  durch  den  Hauptpunkt  a^  gehenden  Ge- 
raden des  andei-n  Systems  entspricht,  ausserhalb  der  Haupt- 
punkte einen  neuen  Doppelpunkt  besitzt,  welcher  ein  Durch- 
schnittspunkfc  der  festen  dem  Hauptpunkt  «r  entsprechenden 
Hauptkurve  mit  der  veränderlichen  Restkurve  ist;  der  Ort 
solcher  Punkte  ist  daher  jene  feste  Kurve.  Dass  in  der  l'hat 
die  Summe  der  Ordnungszahlen  aller  dieser  Hauptkurven  die 
Ordnung  der  Jacobischen  Kurve  des  Systems 
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ausmacht,  ist  schon  in  der  Gleichung  3)  ausgedrückt,  uäiulieli 
«I  +  2«,  +  3ß,  +  .  -  ■+/«,.  =  3  («  -  1). 
Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Jacobischen  Kurve,  in 
die  wir  im  nächsten  Kapitel  genauer  eingehen  werden,  ergieht 
sich,  dass  das  System  der  Hauptkmrven  durch  jeden  Punkt  ec^ 
zweifach,  durch  jeden  Punkt  a^  fünffach  und  durch  jeden  Punkt 
Kr  (3)"— l)fach  hindurchgeht.  Ändere  Sätze  über  die  Anord- 
nung der  Haiiptkurven  in  Bezug  auf  die  Hauptpunkte  brauchen 
wir  nur  anzuzeigen.  Wenn  wir  z.  B.  eine  gerade  Linie  in  einem 
System  nehmen,  die  nicht  durch  einen  Hauptpunkt  «,-  geht, 
so  kann  die  entsprechende  Kurve 

«1  Xj  +  «g  Xa  +  «ig  Xg  =  0 

keinen  gewöhnlichen  Punkt  mit  der  Hauptkurve  a^  gemein 
haben,  die  Durchschnitts  punkte  von  beiden  müssen  ausschliess- 
lich Hauptpunkte  sein.  Auf  diesem  Wege  kömien  wir  sehen, 
dass  jede  Hauptgerade  durch  zwei  Hauptpunkte  geht,  deren 
Ordnmigssumme  der  Vielfachheit  n  ist,  und  jeder  Hauptkegel- 
schiiitt  durch  fünf  Hauptpunkte  von  der  Ordnungasumme  2w,  etc. 
342.  Wir  sind  nun  in  der  Lage,  die  Charaktere  der 
Kurve  zu  bestimmen,  weiche  einer  Kurve  S  von  der 
Ordnung  J;  entspricht  und  von  der  wir  voraussetzen, 
da83  sie  nicht  durch  einen  der  Hauptpunkte  geht. 
Wenn  wir  in  eine  Funktion  vom  Grade  /c  für  die  Veränder- 
lichen afi  die  Xi  einsetzen,  so  erhalten  wir  offenbar  eine 
Funktion  vom  Grade  nk;  und  so  oft  die  Kurven  X;  =  0  einen 
Punkt  A  gemeinschaftlich  haben,  so  oft  schneidet  die  ihm  in 
der  andern  Figur  entsprechende  Gerade  die  Kurve  S'  in  Je 
Punkten,  welche  sämtlich  A  entsprechen,  so  dass  dies  ein 
^-facher  Punkt  sein  muss;  und  ebenso  ist  jeder  Hauptpunkt 
cir  ein  rft-facher  singulärer  Punkt.  Wenn  die  Originalkurve 
keine  vielfachen  Punkte  enthält,  so  hat  die  transformierte 
Kurve  keine  solchen  ausser  in  den  Hauptpunkten.  Die  trans- 
formierte Kurve  ist  also  von  der  Ordnung  nie,  welcher  als 
Masimalzahl  der  Doppelpunkte 
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-l{nk-l){n]c-2) 
entspricht;  die  Hauptpunkte  ihrer  Figur  sind  vielfache  Punkte 
in  ihr,  zusammen  gleichwei-tig  mit 

J ci,k(Jc-  1)  +  -^«3 27c (2/c -  1)  + . .  ■  + 1«,. rk {rl - 1) 
oder 

oder  infolge  der  Gleichungen  1)  und  3)  mit 

Doppelpunkten,    Infolgedessen  ist  der  Defekt  der  transfor- 
mierten Kurve 

i(>.i-l)(«i-2)-|i(«'-l)*'-|(..-l)i|-Ki^"l)(i-2) 
d.  h.  dem  der  Originalkurve  gleich. 

Wenn  aber  die  Originalkurve  vielfache  Punkte  ausser  den 
Hauptpunkten  ihres  Systems  hat,  so  entsprechen  denselben  in 
der  trausformierien  Kurve  vielfache  Punkte  von  derselben  Ord- 
nung und  die  Defekte  oder  Geschlechter  der  beiden  Kui-ven 
sind  auch  dami  einander  gleich. 

Wenn  die  Originalkurve  durch  einen  der  Haupt- 
punkte k',.  geht,  so  ist  für  jeden  einzelnen  Durchgang  die 
entsprechende  Kurve  «r  ein  Teil  der  transformierten  Kurve 
mid  die  Ordnung  der  eigentlichen  transformierten  Kui've  wird 
entsprechend  reduziert.  Es  tritt  auch  eine  entsprechende  Re- 
duktion ein  in  der  Zahl  der  Durchgänge,  welche  die  trans- 
formierte Kurve  durch  diejenigen  Hauptpunkte  macht,  weiche 
«r  enthält.  Die  Wirkung  ist  auch  jetzt,  dass  die  Gleichheit 
der  Defekte  beider  Kurven  erhalten  bleibt.  Wenn  z.  B.  die 
Originalkurve  durch  einen  der  Punkte  a-^  geht,  so  erhält  die 
ti-anaformierte  Kurve  als  Teil  eine  Gerade  und  die  Ordnung 
der  Restkurve  wird  von  nli,  auf  nh—X  vermindert;  es  ent- 
springt daraus  eine  Verminderung  um  nh-~2  in  der  Maximal- 
zahl der  Doppelpunkte.  Geht  nun  diese  gerade  Linie  durch 
zwei  Punkte  «,,  «(,  so  wird  die  Zahl  der  Durchgänge  der  Rest- 
kurve durch  diese  Punkte  um  je  Eins  verringert  und  die  äqui- 
valente Anzahl  der  Doppelpunkte  um  sft  —  1  und  tli  —  1  re- 
spektive oder  ebenfalls  um  wft— ä,  weil 
s  +  t^n 
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ist.  Wir  ersparen  das  Eingehen  in  weitere  Einzelheiten,  weil 
wir  sofort  auf  einem  andern  Wege  zu  denselben  Ergebnissen 
gelangen  werden. 

343.  JedeCremonascheTransformation  kann  dnreh 
eine  Folge  von  quadratischen  Transformationen  er- 
setzt werden. 

Betrachten  wir  die  allgemeinste  Tiunsformation,  bei  wel- 
cher den  geraden  Linien  der  einen  Figur  in  der  andern  Kur- 
ven n^""  Ordumig  entsprechen,  welche  «j  einfache,  Kj,  doppelte 
Punkte  u.  s.  w.  mit  einander  gemein  haben.  Wir  haben  in 
Art.  337  gesehen,  dass  es  drei  unter  diesen  Punkten  giebt, 
deren  Ordnungszahlen  der  Vielfachheit  mehr  als  n  zur  Summe 
geben.  Wählen  wir  diese  als  Hauptpunkte  und  vollziehen 
eine  quadratische  Transformation,  so  wird  die  Ordnungszahl 
der  transformierten  Kurve 

2n-r-s-i 
notwendig  kleiner  als  n.  In  derselben  Weise  vermindern  wir 
durch  eine  weitere  quadratische  Transformation  die  Ordnungs- 
zahl der  Kurve  und  setzen  dies  Terfahi-en  so  lange  fort,  bis 
wir  gerade  Linien  als  entsprechend  den  Kurven  w""'  Ordnmig 
erhalten.  Da  wir  in  Art.  327  bewiesen  haben,  dass  durch 
eine  beliebige  quadratische  Transformation  das  Geschlecht 
einer  Kurve  nicht  geändert  wird,  so  zeigt  die  gegenwärtige 
Entwicklung  wieder,  dass  dies  auch  durch  eine  Cremonasche 
Transformation  nicht  geschieht. 

Der  folgende  besondere  Fall  erläutert  die  Methode  und 
kann  zugleich  zeigen,  wie  man  die  Anordmmg  der  Hauptkurven 
verfolgen  kann.  Wir  betrachten  die  Transformation,  bei  wel- 
cher gerade  Linien  in  Kurven  fünfter  Ordnung  übergehen,  die 
in  J.[,  .il^,  A^  drei  einfache  Punkte,  in  if^,  ü^,  Bg  drei  dop- 
pelte Punkte  und  in  C  einen  dreifachen  Punkt  gemein  haben. 
Nehmen  wir  0,  S^^  B^  als  Hauptpunkte,  so  verwandeln  sich 
durch  eine  quadratische  Tr-ansformation  die  Kurven  fünfter  Ord- 
nung in  solche  von  der  dritten,  welche  B\  als  Doppelpunkt 
und  die  Punkte  >1\,  J.'^,  ^'g,  C  als  einfache  Punkte  enthalten. 
Nehmen  wir  sodann  A!^,  B\,  C  als  Hauptpunkte  einer  neuen 
quadratischen  Transformation,   so    gehen  die   Kurven   dritter 
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Ordnimg  iu  Kegelachnitte  ubei  die  duiLli  lie  Pui  kte  Ä'\, 
Ä\,  B"^  gehen;  eine  letzte  TrTJisfoimation  mit  diesen  Punk- 
ten als  Hauptpunkten  fährt  dann  auf  dav  Gfbilde  zweiter  Stufe 
aua  geraden  Linien  zur(lt.k  Wn  tonnen  m  derselben  Weise 
antersuchen,  wie  die  geiaden  Linien  oder  ^llgemeinei  wie  Kur- 
ven ¥^'  Ordnung  im  ersten  Sj  tem  tiinsfoimiert  werden,  die 
%-faeh  durch  den  Punkt  4^  u  s  w  gehen.  Nach  der  ei-sten 
Transformation  haben  wir 

Nach  der  zweiten  Transformation,  bei  welcher  Ä'^,  TJ'^,  C 
die  Hauptpunkte  sind,  haben  wir 

ft"  =  3ft  _  2e-  Ö3  -  6i  -  63  -  \; 
c"  =  2Ä  —  c  —  ög  —\  —  l>2  —  h'^ 
V\  =  k  —  c  —  1ii,    6"g  =  /c  —  e  —  «3 ,    h'\  =  7j  —  c  ~  ?>g ; 
a"^  —  h-~c  —  b^,    al\  =  a^,     «"2  =  «^. 

Endlieh  nach  der  dritten  Transformation  mit  den  Haupt- 
punkten A!\,  A"^,  B'\ 

e"'  =  2&-c  — 61  — &a  — &s  — «a; 
a"'j  =  27c  —  c  —  &j  —  &a  —  63  —  ßg ; 
«"'2  =  2^  —  0  —  6^  —  62—  6j  — «^,     «"'g  =  ^  — c  — ?ig; 
6"'2=  Ic  — e  — &i,    h"\  =  h~c  —  h^y 
y"g  =  3k  —  2c  —  ij^~\--ig  —  a^  —  a^-~  a^. 

Wenn  wir  /;  =  1  und  die  übrigen  Zahlen  gleich  Null  setzen, 
so  sehen  wir,  dasa  gerade  Linien  in  Kurven  fünfter  Ordnung 
Obergehen,  die  einen  dreifachen  Punkt,  drei  doppelte  und  drei 
einfache 'Punkte  gemein  haben. 

Um  femer  die  Korrespondenz  der  Hauptpunkte  zu  zeich- 
nen, bemerken  wir,  dass  in  der  ersten  Transformation  dem 
Punkte  C  die  gerade  Linie  B\B\  entspricht,  dieser  sodann 
in  der  zweiten  Transformation  ein  durch 

C",  Ä\,  B'\,  B".,,  B", 
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gehender  Kegelschnitt,  und  endlich  diesem  letzten  eine  Kurve 
dritter  Ordnung,  welche  B'"^  zum  Doppelpunkt  und  die  Übri- 
gen sechs  Punkte  zu  einfachen  Punkten  hat. 

Die  folgende  Reihe  von  Beispielen  giebt  die  Wirkungen 
der  verschiedenen  Arten  der  Cremonaschen  Transformationen 
bis  zu  )i  =  6  an.  Die  Werte  zeigen  auch  die  den  Hauptpunkten 
entsprechenden  Kurven  auf;  z.  B.  im  3.  drückt  der  Wert 

aus,  dass  dem  Punkte  C  eine  Kurve  dritter  Ordnung  entspricht, 
die  0  zum  Doppelpunkt  hat   und   durch  die  Punkte  Ä  geht. 

Beispiel  1,    (II)  m  =  2,    «,  =  3. 

i'  =  2  fc  —  %  —  Oj  —  flj ,    k'  =  I;  —  »ä  —  % , 
a'j  =  t  —  (jj  —  K, ,    a\  —  k  —  a^  —  a^. 
Beispiels.    (IIl)  «  =  3,    «,-4,    «2  =  1, 
Ä'  —  gfc-aö-di  —  %  —  flj-a,. 

6'  =  2fc—  b  —  ti,  —  üj  — «j  — »4,     a\~k  —  h  —  a,,  n.s.w. 
Beispiels.    (IV,1)k=^4,    «1  =  6,    0^  =  0,    «3=1. 
¥  =  i!c-3c-S(a),     &  =  Sk^2c -£(«},     «'1  =ft-c-a, ,  u.  3.  w, 
Beispiel  4.    [IV,2)  »=4,    «,  =  3,     a^  =  3. 
h!  =  ik-'i2;{b)-S(a),    b'=^U-S(b)-a,-a,,     &'3  =  u.s.iv. 

Beispiels.  (V,l)»  =  5,  «,  =  8,  öj  =  Ü,  «^=0,  iii,  =  l. 
]^  =  bk^id-S{a},  d'  =  ik-3d-2(a),  a\  =  k-d-~-a,. 
Beispiele,     (V,2)  «  =  5,     «i  =  3,     Ka  =  3,     a^^l. 

k'=bk~c~'iS{b)-2(a),    c'  =  3fc-2c-2;(&)-Z(o)f 
,6'i=2ft-c-a, -£(6),    a\^k^c-b,. 
Beispiel?.    (V,3)w  =  5,    Kj-O,    «s  =  6, 

Ä'  =  6ft-2,E(&),    6',  =  2;t~6,-65-&4-&B-6s,  u,  s.  w. 
Beispiels.    (VI,l)m  =  6,    «i  =  10,    «^  =  1, 
,ft'  =  efc-5«-S(o),    e'  =  5fc~4e^i;(o),    a\-J:-e-aj ,  u.s.  w, 
Beispiel9,    (VI,2)w=6,    ü;i  =  1,     «^  =  4,     «,  =  2, 
fc'  =  6ft-32(e)-2£(b)-«,    e',  =  3fc-2c.-Cj-- £(&)-(!, 
&',  =  2ft-Z(c)-6ä-&5-64,    a'  =  Ä-S(c). 
Beispiel  10.     (VI, 3)  m=6,     «i-4,     a^^l,     ^^  =  3, 
W  =  6k~3Z(c)~2b-S{a),    Ä'  =  4fc- 22(c)-6- 2;(a), 
&',  =  2fc-2:((;)-6-a'i,    &'s  =  u,3.w.,    &'3  =  u,s,w,,    &'4  =  u.s,w. 

Beispiel  11,     (VI,4)  «  =  6,  ai  =  3,     Rä  =  4,     «3  =  0,     ß,  =  l. 
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Transformation  einer  gegebenen  Kurve. 
344,  Die  im  letzten  Abschnitt  entwickelten  Bedingungen 
sind  notwendig  für  die  allgemeine  rationale  Transformation 
zwischen  zwei  Ebenen,  bei  der  irgend  einem  Punkte  der  einen 
Ebene  ein  Punkt  der,  andern  entsprechen  soll.  Aber  sie  sind 
nicht  notwendig  zur  rationalen  Transformation,  wenn  wir  nur 
die  Transfonnation  einer  gegebenen  Kurve  S  =  0  untersuchen 
wollen.    Wenden  wir  auf  die  Kurve  S  =  0  eine  Ti-ansformation 

an,  in  welcher  die  X,-  Funktionen  n""  Grades  in  den  Xf  sind, 
die  nicht  notwendig  den  Cremonaschen  Bedingungen  genü- 
gen, so  entspricht  offenbar  jedem  Punkte  der  ersten  Ebene 
ein  einziger  Punkt  der  zweiten  Ebene,  weil  die  a;',-  als  ratio- 
nale Funktionen  der  x,-  gegeben  sind.  Nach  der  vorhergehen- 
den Theorie  würden  aber,  wenn  die  Kurven  Xj  =  0  einfache 
Punkte  in  der  Zahl  «j,  doppelte  in  «ji  i.  s.  w.  gemein  haben, 
einem  Punkte  der  zweiten  Ebene 

n^—a^  —  4(t^ 

Punkte  der  ersten  entsprechen  und  diese  Anzahl  —  wir  wollen 
sie  6  nennen  —  wird  im  allgemeinen  von  Eins  verschieden 
sein.  Der  Ort  der  Punkte  der  zweiten  Ebene,  welche  den  Punk- 
ten der  Kurve  S  entsprechen,  wird  eine  zu  S  entsprechende 
Kurve  S'  sein  und  jedem  Punkt  P  der  ersten  entspricht  ein 
bestimmter  Punkt  P'  der  zweiten.  Aus  dem  Gesagten  geht 
aber  hervor,  dass  dem  Punkte  P'  in  der  ersten  Figur  ausser 
P  noch  0  —  1  andere  Punkte  entsprechen;  jedoch  liegen  diese 
Punkte  gewöhnlich  nicht  in  S,  so  dass  die  Kurve  der  ersten 
Figur,  welclie  der  S'  der  zweiten  entspricht,  aus  der  Kurve  S 
und  einer  andern  Kurve  besteht,  die  der  Ort  jener  0—1  Punkte 
ist.  Und  wenn  wir  nun  die  Punkte  der  Kurve  S  betrachten, 
so  erhellt,  dass  ebenso  wie  jedem  Punkte  P  in  S  ein  einziger 
Punkt  I"  in  S'  entspricht,  auch  umgekehrt  dem  Punkte  P' 
in  S'  ein  einziger  bestimmter  Punkt  P  in  jS  entspricht. 
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Obwohl  also  die  Gleichungen 

an  sich  nicht  hinreichen,  um  rationale  Ausdrücke  für 

in  Funktion  der  x'i  zu  liefern,  so  thun  sie  dies  in  Verbindung 
mit  der  Gleichung  S  =  0.  Wenn  wir  zwischen  diesen  Gleichun- 
gen tlie  Xi  elirainiecen ,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  S'  =  0, 
welche  die  Bedingung  für  die  Verträglichkeit  der  Gleichungen 
des  Syst-ems  ist.  Und  wenn  diese  Gleichung  erföUt  ist,  so 
können  die  Werte  der  Xi  rational  bestimmt  werden,  welche 
allen  Gleichungen  des  Systems  genügen  („Vorlesungen"  XXII). 
Wenu  also  eine  gegebene  Kurve  Ä  =  0  durch  die  Substitution 

transformiert  wird,  so  kann  im  allgemeinen  eine  rationale 
umgekehrte  Ausdmcksform 

Xj'.x^:x-;,=  X\:  X'^:  X'^ 
erhalten  werden. 

Beispiel.    Sei  gegeben 

so  laas  ge  -aden  Line  de  a  e'ten  Ebene  Ke  1  lin'tt  1  e  sten  ent- 
l  ecien    1  e  nu    die  be  den  P  ßkte 

^=J    :=0        0,    =        =0 

m  t  e  ande  gen  e  n  1  il  en  B  nem  Punkte  le  z  e  ten  i.1  ene  ent- 
l  e  hen  dal  e  n  allgen  einen  zwe  Punkte  de  e  jten  D  e  allgemei- 
11  Ausl  teke  der  a,  n  Funkt  n  \ei  i  können  Seicht  gel  llet  werden, 
mdem  mÄn  bemerkt     la  s 

^  kt  Y    i     1  o  tio  al     nd  z 

^eonut  IS  h  au    a  t     laes    1  e  Punkte  a   u  1   r*     Is       derselben 
El  ene  1  egend  1  et  a  Ktet       d  a  f    lisaelbe  "^  sten    vo     Pundamental- 
eleii  enten  bezogen  m  t  dem  Eml  e  tj.  unkte       e  ne    C    aden  I  egen.    Mit 
de-n  W    ten    d  e  Gle   1      gen  we  den  f 

0   =x    +1      ir  =a,    +1     X  =a.   +1 
mit  denjenigen  Weiten  von  l  eifüllt,  welche  der  Gleichung 

2X^+1  {x\  +  x\  +  a/j)  +  x\x\  =  0 
genügen.    Man  sieht,  dass  jedem  Wertsystem  der  aii  zwei  verschiedene 
Wei-tsysteme  der  Xi  enfeprechen.     Dies  ist  aber  nicht  mehr  der  Fall, 
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■wenn  wir  die  Traasfoi-mation  einer  gegebenen  Kurve  lietracliteii.    Neh- 
men wir  die  gerade  Linie  der  ersten  Ebene 

ao  ist  die  Beziehung  zwischen  einem  Punkt  dieser  Geraden  und  dem 
entsprechenden  Punkt  der  zweiten  Ebene  durch  die  Gleicliuagen 

mit  der  Bedingung 

a.  +  I,  +  a,)  I  =  ^  {|,  fl/j  +  ^,  x\  +  ^,  x',) 

ausgedrückt. 

Sei  ferner  S—O  ein  Kegelschnitt  der  ersten  Ebene  und  durch  die 
Substitution  Ton  ,  ,  , 

in  seine  Gleichung  erhalte  man  {vergl.  „Kegelschn,"  Art.  3ä3) 

X^  +  FX  +  S'i 
so  ist  die  dem  Kegelschnitt  5=0  entsprechende  Kurve  eine  Kurve  vier- 
ter Ordnung,   deren  Gleichung  man   durch  Elimination   von  l  zwischen 
l^  +  PX  +  S'  =  0 

2X^  +  1  (x',  +  X^i  +  a^a)  +  x\  x't  =  0 
erh&lt.     Und  der  Ausdi-uck  der  xi  in  Punktion  der  a;',  wird  gebildet,  in- 
dem maji  für  X  die  gemeinschaftliche  Wurzel  dieser  Gleichungen  nimmt, 
welche  durch  die  Gleichung 

{'iP'-ia/i  +  x'^  +  x's))  l  +  2S'-a.\x'.j=^0 
bestimmt  ist. 

345.  Die  UnveranderHcbkeit  des  Gesclileehts  be- 
steht, wie  -wir  schon  aus  Art.  83  wissen,  für  jede  Trans- 
formation, bei  weleber  einem  Punfete  der  eiuen  Kurve 
ein  einziger  bestimmter  Punkt  der  andern  Kurve  ent- 
spricht. 

Es  wird  wie  in  Art.  342  bewiesen,  dass  bei  der  Trans- 
formation einer  Kurve  S  von  der  Ordnung  jt  mittelst  der 
Gleichungen  v    ir     v 

in  denen  die  X;  Funktionen  vom  Grade  p  sind,  die  Ordnung 
der  transformierten  Kurve 

fip  —  a,  —  2%  ~  u.  s.  w. 
ist,  für  «j,  Cj,  u.  s.  w.  als  die  respektiven  Anzahlen  der  ein- 
fachen,   der  doppelten,   u,  s.  w.  Punkte,   welche    den  Kurven 
X,==0  gemeinsam  sind  und  zugleich  in  S  — 0  liegen;  denn  die 
Punkte,  in  denen  eine  beliebige  gerade  Linie  1,-  die  transfor- 
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mierte  Kurve  scimeidet,  entsprechen  den  Punkten,  in  deneii 
die  Kurve  5  =  0  von  der  Kurve 

geschnitten  wird. 

Wir  untersuchen  nun,  wie  durch  diese  Transformation 
die  Ordnung  der  transformierten  Kurve  so  stark  als  möglich 
reduziert  werden  kann.  Wie  in  Art.  334  können  die  X;  =  0 
nur  zwei  Bedingungen  weniger  unterworfen  werden  als  der 
zur  Bestimmung  einer  Kurve  ß*"'  Ordnung  hinreichenden  An- 
zahl, d.  li, 

Bedingungen;  und  wenn  wir  diese  Kurven  durch  eine  mög- 
lichst grosse  Anzahl  der  Doppelpunkte  von  S  hindurchführen, 
so  verfügen  wir  über  jene  Bedingungen  so,  dass  die  Ordnung 
der  transformierten  Kurve  am  meisten  verringert  wird.  Sei 
D  der  Defekt  der  Kuitc  8,  also  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte 

-H^^-3jt)-I>+l 
und  nehmen  wir  zuerst  an 

so  können  wir  die  S;  durch 

Punkte  hindurehführen ;  wir  wählen  als  solche  die  sämtlichen 
Doppelpunkte  und  dazu 

2ft  +  D-4 
andere  Punkte  der  Kurve  S.     Schreiben  wir  daher 

«i  =  2ft-f  D-4,     «2=  \  {ii^-Sii)-I)  +  l,    2)  =  fi-l, 
so  erhalten  wir  für  die  Ordnung  von  S'  den  Wert 
Hp-c!,-2a^  =  D  +  2. 
Nehmen  wir  ferner 

was  also  voraussetzt,  dasa  fi  grösser  als  zwei  ist.  Indem  wir 
ganz  in  der  vorigen  Weise  verfahren,  erkennen  wir,  dass 

Rg  =  .i(^s_3(i)-2)-f  1,  "«i  =  ft  +  Z>-4 
gewählt  werden  muss  und  dass  die  Ordnung  der  transformier- 
ten Kurve  noch  immer  D  +  2  sein  wird. 
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Nehmen  wir  endlich 
so  wählen  wir 

vorausgesetzt,  dass  D  grösser  iat  als  zwei;  wii-  finden  dann 
die  Ordnung  dei  tiausformierten  Kurve  gleich  D+l. 

Da  die  tiansfonnierte  Kurve,  wie  wir  bewiesen  haben, 
mit  der  Oiigiualkuive  denselben  Defekt  hat,  so  lautet  unser 
Ergebnis  dahin,  dass  eine  Kurve  von  der  Ordnung  ft  mit  dem 
Defekt  D  oder  mit 

Doppelpunkten  immer  in  eine  Kurve  von  der  Ordnung  D  +  2 
mit  dem  Defekt  D  oder  mit  -^(D^—D)  Doppelpunkten  trans- 
formiert werden  kann;  und  insbesondere  wenn  D  grösser  als 
zwei  iat,  in  eine  Kurve  von  der  Oi-dnung  D  +  ]  mit  -|-(D^  —  3D) 
Doppelpunkten. 

Ist  aber  das  CTesehlecht  D  grösser  als  fi  oder  die  Ord- 
nungszahl (t  grösser  als  fünf,  so  kann  man  durch 

«2  wie  früher  und 

übeiÄhren  in  eine  Kurve  von  der  Ordnung  Z>~-  i  mit 

+  (i'-l)(-0-6) 
DoppelpTinliteii.") 

Die  Anwendung  derselben  Transformation  auf  die  trans- 
formierte Kurve  giebt   eine  Kurve  der  nämlichen  Art  wieder. 

So  kann  also  eine  Kurve  für  D  —  O  in  einen  Kegel- 
schnitt und  dieser  durch  eine  Cremonasche  Transformation 
weiter  in  eine  Gerade,  für  Z)=l  in  eine  Kurve  dritter 
Ordnung,  für  Z)  =  2  in  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkte,  iürD"^  3  in  eine  allgemeine  Kurve 
vierter  Ordnung,  für  D  =  4  in  eine  Kurve  fünfter  Ord- 
nung mit  zwei  Doppelpunkten,  ^r  D  —  6  eine  Kurve 
sechster  Ordnung  mit  fünf  Doppelpunkten,  u.  s.  w. 
transformiert  werden;  für  J)  =  7  aber  entweder  in  eine  Kurve 
achter  Ordnung  mit  vierzehn  oder  eine  Kurve  sechster 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten,  u.  s.  w. 
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346.  Der  Fall  der  IJuikursalkurveii  hält  uns  nicht  auf; 
es  ist  D  =  0  und  die  transformierte  Kurve  ein  Kegelschnitt, 
die  Koordinaten  x'i  sind,  wie  wir  wissen,  als  quadratische  Funk- 
tionen eines  Parameters  d  ausdrückbar,  so  dass  die  Koordina- 
ten Xi,  welche  rationale  Funktionen  dei-  x'i  sind,  als  rationale 
Funktionen  dargestellt  werden  können. 

Betrachten  wir  den  Fall  ^  =  1;  die  transformierte  Kurve 
ist  eine  Kurve  dritter  Ordnung  und  zwar,  was  zu  bemer- 
ken wichtig  ist,  von  einer  absoluten  Invariante,  die  von  der 
gewählten  Transformation  unabhängig  ist;  d.  h.  das  Doppel- 
verhältnis der  vier  Tangenten  ist  unabhängig  von  ihr,  welche 
von  einem  Punkte  der  Kurve  aus  an  sie  gehen  (Art.  230).  Es 
besteht  daher  ein  entsprechender  Satz  für  jede  Kurve  vom  Ge- 
schlecht Eins."^)  Diese  Kurven  haben  eine  absolute  In- 
variante. Die  Koordinaten  eines  Punktes  der  Kurve  können  als 
rationale  Punktionen  eines  Pai-ameters  9  und  von  "[/©  ausge- 
drückt werden,  wo  ©  eine  Funktion  vierten  Grades  von  9  ist.  Es 
ist  hinreichend,  dies  für  den  Fall  der  Kurve  dritter  Ordnung  zu 
zeigen,  weil  die  x,  als  rationale  Funktionen .  der  x^^  dai-gestellt 
werden  können;  für  diesen  Fall  ergiebt  es  sieh  aber  direkt, 
indem  man  den  Punkt  x^  =  x^^Q  in  der  Kurve  gelegen  denkt 
und  dann  a:.^  =  Bxi  einsetzt  in  die  Gleichung  der  Kurve,  die 
Verhältnisse  Xj^:x^:Xg  werden  unmittelbar  in  der  bezeichneten 
Form  erbalten.  Und  die  Werte  von  0,  für  welche  @  =  0  ist, 
sind  diejenigen,  welche  den  vier  Tangenten  von  x^^^x^  —  O  an 
die  Kurve  entsprechen. 

Die  Koordinaten  eines  Punktes  einer  Kurve  vom  Geschlecht 
Eins  können  also  als  rationale  Funktionen  von  B  und  Y®  aus- 
gedrückt werden  und  man  kann  durch  eine  lineare  Transfor- 
mation von  6,  d.  h.  durch  Einführung  einer  zweckmässig  be- 
stimmten Funktion 

{af)  +  b):(ce  +  d) 

für  Ö  die  Grösse  y&  auf  die  Form 


welche  für  Ö  =  sinam  u  nichts  anderes  ist  als 
cosamjs  Aam?(, 
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80  daas  wir  sagen  können,  die  Koordinaten  einer  Kurve 
vom  Geschleciit  Eins  liönnen  als  elliptisclie  Funktio- 
nen eines  Parameters  u  ausgedrückt  werden. 

Es  giebt  eine  analoge  Theorie  fiir  daa  Geschlecht  zwei, 
wo  die  Kurve  auf  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  eine-iu 
Doppelpunkt  zurückführbar  ist.  Wenn  wir  den  Doppelpunkt 
dieser  letzten  als  x^^x^^O  wählen  und  x^^~'dx^  setzen,  so 
können  wir  die  Verhältnisse  der  Xi  als  rationale  Funktionen 
von  9  und  ]/&  darstellen,  wo  &  eine  Funktion  sechsten  Gra- 
des von  9  ist;  und  dies  ist  gleichbedeutend  damit,  dass  die 
Koordinaten  als  hyperelliptische  Funktionen  der  ersten 
Art  von  einem  Parameter  u  ausdrllckbar  sind. 

Für  höhere  Werte  von  D  sind  die  Koordinaten  irrationale 
Funktionen  eines  Parameters  und  es  ist  nur  in  speziellen 
Fällen  möglich,  sie  durch  Radikale  darznsteilen. 

347.  Wir  wollen  zunächst  hier  noch  eine  andere  Me- 
thode erwähnen,  durch  welche  das  nämÜche  Problem  studiert 
werden  kaim.    Wir  gehen  aus  von  den  Gleichungen;  setzen  wir 

A,^0,     ^a  =  0,     ^3  =  0, 
die   die  Koordinaten  Xi  mid  x'i  verbinden  und  welche  in  den 
einen  wie   in  den  andern  homogen  sind;   seien  ihre  Grade  in 
den  verschiedenen  Variabein 

dj,  Og,  flg     und     fl'j,  a'g,  ct\ 
respektive.     Wenn  wir  zwischen   diesen  drei  Gleichungen  die 
3^,  eliminieren,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  5  =  0  vom  Grade 

«1  fl'g  ß'g  +  «3  <^\  ß'i  +  «8  *'i  **'2 
in  den  a;,-,  und   durch  Elimination  der  Xi  eine -Gleichung  der 
(S'  =  0  vom  Grade 

in  den  a:',.  Die  Bedingungen  8  =  0,  S'  —  O  müssen  erfüllt 
werden,  damit  die  Gleichungen 

^1  =  0,     ^2  =  0,     ^3=^0 
zugleich  bestehen  können;  aber  für  jedes  System  von  Werten 
der  X.,,  welches   der   Gleichung  S^O  genügt,  lässt  sich  ein 
Wertsystem   der  x'i   finden,   welches   die   Gleichungen  .^,-=0 
und  daher  auch  die  Gleich^mg  ä'=0  befriedigt. 
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Die  Zahl  der  Doppelpunkte  der  Kurve  jS  =  0  kaua  nach 
den  Methoden  der  Algebra  untersucht  werden,  und  das  Resul- 
tat, das  wir  erhalten,  ist 

+ 1  {«'i ö'ä  —  0 («'3«'i  - 1)  — K«'i  —  1) («'i  -  2) }  ßgOa 
+  {(a>',-l){a',a',-l)— >-(«',-l)(a',-2)jß8% 
+  l(«>'i-l)(«>'3-~l)-T(«'8-l)('^'8-2)}«i«a; 
und  erhält  den  entsprechenden  Ausdruck  fiir  die  Zahl  der 
Doppelpiinkte  in  iS"=0  durch  Vertauschung  der  gestrichenen 
Buchstaben  mit  den  ungestrichenen.  Wir  finden  endlieh  den 
Defekt  in  jedem  Falle  gleich  ^(Q  +  2)  ftir 

Q  =  a^^ä^a\+a^d^ci^  +  a^(i^a\  +  »'1^03%  +  a'^a^a^ 

—  3(aiO'ga'sH \- a\a^a^-\- ■  ^;. 

Beide  Kurven  sind  noch  von  dem  nämliehen  Geschlecht. 

348.  Die  Sylvestersche  Theorie  -der  Restsysteme, 
welche  in  Art.  159  flg.  für  Kurven  dritter  Ordnung  entwickelt- 
wurde, lässt  sich  ohne  weiteres  auf  Kurven  höherer  Ord- 
nung ausdehnen, 

Ist  S  eine  ebene  algebraische  Kurve  und  zerlegt  man  das 
System  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer  Kurve  U,  welche  jS  nur 
in  einfachen  Punkten  treffen  möge,  in  zwei  Gruppen  a  und  ß, 
legt  durch  die  Gruppe  k  eine  Kurve  Y  und  dureh  die  Gruppe 
ß  eine  Kurve  W,  so  bilden  die  Gruppen  ß'  respektive  a',  in 
welchen  V  und  W  die  Kurve  S  noch  weiter  treffen,  zusam- 
men das  vollständige  Schnittpunktsystem  von  S  mit  einer  an- 
dern Kurve  A.  ■  Denn  das  Schnittpunktsystem  der  zusammen- 
gesetzten Kurve  VW  mit  S  enthält  sämtliche  Schnittpunkte 
von  U  mit  S;  es  besteht  also,  wie  sich  aus  einer  Betrachtung 
nach  Analogie  von  Art.  160  sehliessen  lässt,  eine  Identität 
von  der  Form 

VW^UA  +  S£, 

und  d,aher  liegen  die  Gruppen  ß',  k'  auf  der  Kurve  Ä.  Wir 
übergehen  hier  die  strenge  Begründung  dieser  Identität^^),  wel- 
che algebraischer  Natur  ist,  heben  jedoch  hervor,  dass  die- 
selbe unter  Umständen  auch  dann  noch  besteht,  wenn   U  die 
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Kurve  S  in  vieltaclien  Punkten  der  letzten  sclmeidet  —  ein 
Pail,  der  z.  B.  infolge  einer  Cremonasehen  Transformation 
der  Ebene  von  S  und  U  eintritt  —  und  zwar  namentlich  dann, 
wenn  ü  in  jedem  i-faclien  Punkt  von  S,  in  welchem  VW 
einen  /c-fachen  Punkt  hat,  einen  höchstens  (7c  —  i-^l)-ia.chen 
Punkt  besitzt.  Diese  Bedingung  ist  für  jeden  i-fachen  Punkt 
von  S  erfüllt,  in  welchem  sich  die  Kurven  ü,  F,  Tfadjun- 
giert  verhalten,  d.  h.  je  einen  («-- l)-fachen  Punkt  besitzen, 
weil  läann  k  =  2{i  —  1)  und  also  h  —  i+l^i—l  ist.  Aus 
dem  Fortbestehen  der  Identität  in  diesem  Falle  folgt  aber 
auch  das  des  oben  ausgesprochenen  Satzes,  wenn  die  Kurven 
U,  V,  W,  A  adjungierte,  d.  h.  solche  sind,  die  in  jedem  »-fachen 
Punkt  von  S  einen  (i—  l)-fachen  haben;  die  Gruppen  «  und  ß, 
a  und  ß'  u,  s.  w,  bilden  dann  erst  zusammen  mit  den  in  die 
singulären  Punkte  gefallenen  vollständige  Schnittpunkte  Sy- 
steme. Hat  man  also  z.  B.  eine  Kurve  fünfter  Ordnung  mit 
zwei  Doppelpunkten  und  teilt  man  das  System  der  15  — 4-=  11 
Schnittpunkte,  die  eine  adjungierte  Kurve  dritter  Ordnung 
ausser  den  Doppelpunkten  mit  ihr  gemein  hat,  in  zwei  Grup- 
pen von  fünf  und  sechs  Punkten,  um  durch  jede  derselben 
eine  Kurve  dritter  Ordnung  zu  legen,  so  liegen  die  von  diesen 
ausgeschnittenen  sechs  und  respektive  fünf  Punkte  zusammen 
wieder  auf  einer  adjungierten  Kurve  dritter  Ordnung. 

Man  kann  nun  die  Gruppe  ß  als  Rest  der  Gruppe  tt  be- 
zeichnen, wenn  ß  und  k  zusammen  das  Schnittpunktsystem 
einer  adjungierten  Kurve  bilden,  und  eine  Gruppe  ß',  die  zu 
a  ebenfalls  Rest  ist,  als  beigeordneten  Rest  von  ß.  Wir 
wollen  im  Folgenden  eiue  Punktgruppe  durch  G  und  die  Kur- 
venschar, der  sie  angehört,  durch  g  bezeichnen,  dazu  durch 
einen  untern  Index  die  Zahl  der  Punkte  der  Gruppe  und 
durch  einen  obern  Index  die  Mannigfaltigkeit  der  Kurven- 
aehar,  so  daas  in  dem  erwähnten  Beispiel  die  Gruppen  Gj*^', 
Gif'^  heissen.  In  dieser  Bezeiehnungsweise  lautet  dann  der 
Restsatzr  Sind  auf  einer  algebraischen  Kurve  die  Punktgrup- 
pen Gjt,  Gr.,  ...  beigeordnete  Reste  in  Bezug  auf  eine  Punkt- 
gi'uppe  (?^,  so  sind  sie  es  in  Bezug  auf  jede  andere  Gq',  welche 
Rest  zu  einer  von  ihnen  ist. 
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Dui-ch  diesen  Batz  gewimien  einzelne  Pnnkbgruppen 
auf  einer  Kurve  eine  selbständige  Bedeutung,  die  nameütlicli 
durch  eindeutige  Transformation  der  Kurve  nicht  alteriert 
und  daher  für  die  Untersuchung  der  hei  dieser  Transfor- 
mation invarianten  Eigenschaften  verwendhar  wird. 

349.  Wenn  man  eine  ebene  algebraische  Kurve  w"'  Ord- 
nung S(a:)  =  0  durch  die  Transformationsformeln  des  Art.  344 

mit  den  Xj  als  ganzen  homogenen  Funktionen  der  X;  in  eine 
andere  S'{x')^0  iiberfülii-t,  die  ihr  pnnktweia  eindeutig  ent- 
spricht, so  geht  das  Systena  g^'-''^  der  Gruppen  Gq'''^  von  je 
Q  Punkten,  das  auf  S  durch  eine  g-fach  unendlich-lineare 
Schar  von  Kurven 

«,95,  (x)  +  a^q>,  (x)  +  --  ■  +tt^_|_  190,4.,  (x)  =  0 
ausgeschnitten  wird,  in  ein  ebensolches  System  ^e*''  auf  S' 
über,  für  welches  die  ausschneidende  Kurvensehar  wiederum 
linear  ist.  Denn  man  erhält  die  Gleichung  dieser  Schar,  in- 
dem man  die  Transformationsformeln  mit  Hilfe  von  S(x)^0 
umkehrt,  die  erhaltenen  Ausdrücke 

x,:x,:Xs^X\:X'^:X\ 
in   die    Gleichung    der  Kurvenschar    einsetzt   und    soweit    als 
möglich   die  Ordnung  der  in  den  X'i  geschriebenen  Funktio- 
nen <p{X'')   mit  Hilfe   der  Gleichung  S'(a;')  =  0   der  transfor- 
mierten Kurve  erniedrigt. 

Dies  letzte  gelingt  namentlich  dann,  wenn  die  ip(x)  adjun- 
gierte  Kurven  (w  — 3)'"  Ordnung  in  Bezug  auf  S  sind;  denn  in 
diesem  Falle  kann  man  mit  Hilfe  des  Satzes  von  Art.  348  durch 
Untersuchung  des  Verhaltens  der  Funktionaldeterminante  J  der 
X'  nach  den  a/,  sowie  der  Funktionen  (p{X')  in  ihren  gemein- 
samen Versehwindungapunkten  mit  S'  die  Richtigkeit  der 
Identität  nachweisen'^*) 

J.fp(X')  =  ^'(af).M+G.S'(x') 

für  95  als  irgend  eine  Funktion  aus  der  obigen  Schar  und  M 

und  C  als  Funktionen  der  3^,  von  denen  M  durch  die  Identität 

S(X')^M.S'(^') 
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definiert  ist  (aus  der  sie  auch  als  Konstante  folgen  kann), 
sowie  q>'{x'}  als  eine  za  S'  von  der  Ordnung  n'  adjuugiert 
sieh  verhaltende  Funktion  von  der  Ordnung  («'  —  3),  Die  li- 
neare Schar  der  9>(X')  wird  so  durch  die  der  ^'(x')  ersetat, 
und  man  kann  den  Satz  aussprechen:  Wenn  man  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  n  eindeutig  in  eine  Kurve  von  der 
Ordnung  «'  transformiert,  so  wird  jede  Schar  von 
Punktgrnppen,  die  durch  eine  lineare  Schar  adjun- 
gierter  Kurven  (w  — 3)*"' Ordnung  auf  ihr  ausgeschnit- 
ten wird,  in  eine  solche  übergeführt,  welche  auf  der 
transformierten  durch  eine  lineare  Schar  adjungier- 
ter  Kurven  (n'  —  S)*"  Ordnung  ausgeschnitten  wird. 

Durch  diese  Eigenschaft  sind  die  von  adjungierteu  Kur- 
ven («— 3)"''  Ordnung  —  „q[i-Kurven"  —  aus  geschnittenen 
Punktgruppen  vor  andern  ausgezeichnet.  Sätze  über  solche 
Punktgruppen,  die  ]uan  an  einer  Kurve  abgeleitet  hat,  gelten 
für  alle  Kurven,  in  welche  dieselbe  eindeutig  transformierbar  ist; 
als  Repräsentanten  einer  solchen  Kurvenfamilie^^)  kann 
man  eine  Kurve  (D+l)*^'  Ordnung  mit  ~D(D~-d)  Doppel- 
punkten (Art  345)  wählen  und  eine  solche  S  legen  wir  dea  fol- 
genden Betrachtungen  zu  Grunde. 

350.  Jede  qc-Kurve  schneidet  die  Kurve  S  ausser  in  den 
festen  vielfachen  Punkten  noch  in  (ö  -  2)  (D  +  1)  -  i)  (Z*  -  3) 
=  2(Z)— 1)  Punkten,  deren  Lage  von  der  von  D—1  unter 
ihnen  abhängt  und  durch  diese  im  allgemeinen  völlig  bestimmt 
ist;  es  kann  aber  vorkommen,  dass  die  willkürlich  angenom- 
menen Z)—  1  Punkte  so  liegen,  dass  durch  sie  noch  ein 
ganzes  Büschel  von  qi-Kurven  hindurchgeht,  ja  die 
Zahl  der  Basispunkte  dieses  Büschels  kann  D~l  noch  um 
-|-(jO  — 4)  respektive  y(D  — 5)  —  jenaehdem  D  gerade  oder 
ungerade  ist  --  übersteigen  und  doch  noch  eine  einfach  un- 
endliche Schar  von  q^-Kurven  möglich  sein,  für  die  die  Dop- 
pelpunkte und  diese  -g  (3  D  ~  6)  respektive  -§■  (3  D  —  7)  Punkte 
von  S  Basispunkte  sind.  Wir  erörtern  zwei  Beispiele  die- 
ser Art. 

Beispiel  1.  Für  eine  Kurve  S  fünfter  Orclnnng  niit  zwei  Doppel- 
punkten {Z)  =  4)  sind  die  ip- Kurven  Kegelschnitte,  weiciie  durch  die 
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Doppelpuakte  geken  und  deien  Lage  im  allgemeinen  durch  drei  Ton  den 
beweglichen  seeliB  Schnittpunkten  mit  S  bestimmt  ist.  Wenn  aber  diese 
drei  in  eine  gerade  Linie  durch  einen  Doppelpunkt  rücken,  so  geht 
durch  sie  noch  ein  Büaohel  von  Eegelsehnitten,  welche  Bäjntlich  in 
diese  Gerade  und  einen  Strahl  des  Büschels  um  den  andern  Doppel- 
punkt zerfaJleD.  Während  also  im  allgemeinen  die  Kegelschnitte  durch 
drei  Punkte  Gruppen  ffjOT  anesclmeiden,  sind  die  auf  dem  Strahlbüsehel 
auBgesohnittenen  Qruppen  als  Gb^'  zu  bezeichnen. 

Beispiel  3.  Die  Kurven  qi  för  eine  Kurve  S  von  der  siebenten 
Ordnnng  niit  neun  Doppelpunkten  (D  =  6)  sind  Kurven  vierter  Ordnung 
durch  die  Doppelpunkte,  von  deren  zehn  weitem  Schnittpunkten  im 
allgemeinen  fClnf  durch  die  fClnf  übrigen  bestimmt  sind;  aber  man  kann 
auf  S.fünf  Punkte  so  annehmen,  dass  durch  sie  und  die  Doppelpunkte 
noch  ein  Büschel  von  Kurven  qi  geht,  so  dass  eine  Schar  von  Gruppen 
ffjCl  dEidurch  ausgeschnitten  wird;  ja  man  kann  au  zwei  beliebigen 
Punkten  von  S  noch  auf  fünf  verschiedene  Ai-ten"')  vier  weitere  Punkte 
von  S  finden,  so  dass  eine  solche  Gruppe  Gj<''  mit  den  Doppelpunkten 
zusammen  fünfzehn  von  den  Basispunkten  eines  Büschele  von  Kurven 
vierter  Ordnung  bildet  und  die  übrigen  vier  Sehnittpunkte  dieser  Kur- 
ven auf  ihr  eine  Schar  von  Gruppen  ff,<'>  liefern. 

Zum  Unterschied  von  deajenigen  Gruppen  auf  yS„,  welche 
durch  adjungierte  Kurven  von  höherer  als  der  {n  ~  3)""  Ord- 
nung ausgeschnitten  werden,  hat  man  solche  lineare  Gruppen 
Gij,'-'''  von  Q  Punkten,  welche,  wie  in  Beispiel  1  die  Gj"^  oder 
in  2  die  Gg"'*  und  ö^''',  einer  Schar  angehören,  deren  Mannig- 
faltigkeit q  der  Bedingung  q'^Q  —  D  +  l  genügt,  Spezial- 
gruppen  genannt;  dem  Zeichen  =  entsprechen  insbesondere 
(he  von  gewöhnlichen  y  -  Kurvenscharen  ausgeschnittenen  Grup- 
pen, dem  Zeichen  >  die  eigentlichen  Spezialgruppen,  wie 
die  erwähnten  Gg<^>,  G^"',  G^'K  Aber  auch  die  Gruppe  jener 
fdnfdentig  aus  zweien  bestimmten  sechs  Punkte  (?ß<^>  gehört 
zu  den  eigentlichen  Spezialgruppen;  denn  wenn  man  in  Bei- 
spiel 2  eine  jener  G^'^'  mit  den  neun  Doppelpunkten  von  8 
zusammen  zu  Basispunkten  einer  lineai'en  Schar  von  Kurven 
vierter  Ordnung  macht,  so  bestimmen  diese  dreizehn  Punkte 
nicht  eine  einfach-,  sondern  eine  eweifach-unendlicheSchar 
derselben,  welche  daher  auf  S  wiederum  eine  lineare  Schar 
von  Spezialgruppen  G|,<^>  ausschneidet.  Wenn  dies  richtig  ist 
—  wie  wir  beweisen  werden  — ,  so  gieht  es,  wenn  das  Problem 
r!er  G^<-*  fünf  Losiuigen  hat,  fünf  im  allgemeinen  nicht  in  ein- 
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ander  iiberführbai-e  lineare  Seharea  G^^^\  denen  sieh  eindeutig 
ebenaoviele  lineare  Scharen  ö^'"  als  Reste  zuordnen. 

Man  kann  allgemein  behaupten:  Schneidet  eine  ip- 
Kurve  auf  S  eine  Gruppe  von  Q  Punkten  aus,  deren 
Bestgruppen  G-ß''"'  von  -R  =  2(2)— 1)  — ^  Punkten  eigent- 
liche Spezialgruppen  sind,  für  die  also  die  Mannig- 
faltigkeit der  Schar,  der  aie  angehören,  r>li-J)+l  ist, 
so  bilden  auch  umgekehrt  die  Restgruppen  au  einer 
von  diesen  Gk*'"'  eigentliche  Spezialgruppen  Gq'«',  für 
welche  2  =  r~(E  — D+1)  ist.  An  Stelle  der  angeführten 
Gleichungen  kann  man  auch  die  folgenden  setzen 
^+iä  =  9(i)-l),  Q--E  =  2(q-r). 
Dies  ist  der  Eiemann-Rochsche  Satz  Den  Beweis  knüpfen 
wir  der  Anschaulichkeit  wegen  an  das  betrachtete  Beispiel 
einer  Kurve  S  von  der  Oidnung  sieben  mit  neun  Doppelpunk- 
ten, da  sich  die  Übertragung  luf  den  allgememen  Fall  sofort 
ergiebt.  Wir  nehmen  an,  Aa.Sb  auf  5  eine  Gruppe  G^  von 
vier  Punkten  Y'^*..  T<*>  bekannt  sei,  durch  die  noch  eine 
doppelt  unendliche  Schar  von  adjungierten  Kurven  vierter 
Ordnung  9?  hindurchgeht.  Legt  man  durch  G^  und  zwei  will- 
kürlich angenommene  Punkte  X<",  X'^)  eine  Kurve  <p,  so 
schneidet  diese  in  noch  vier  Punkten  X^^\  ..  X"'*;  durch 
diese  und  einen  beliebigen  andern  Punkt  A  lege  man  wieder 
eine  gj-KWve  fp\  so  wird  behauptet,  dass  sie  durch  XW  und 
X'äJ  geht,  wie  man  auch  A  wählt.  Denn  nimmt  man  noch 
einen  beliebigen  Punkt  S.  hinzu,  führt  durch  die  sieben  Punkte 
X,  X">,  Zö),  r<'>,  ..  rw  eine  adjungierte  Kurve  fünfter  Ord- 
nung C,  die  noch  in  zehn  Punkten  schneidet,  von  denen  im 
allgemeinen  vier  ^<",  ..  £'*'  beliebig  sind,  und  legt  rück- 
wärts durch  diese  zehn  und  den  Punkt  A  eine  adjungierte 
Kurve  fünfter  Ordnung  C,  so  schneidet  dieselbe  S  in  noch 
sechs  Punkten,  welche  im  allgemeinen  vollkommen  bestimmt 
und  von  der  Lage  der  Punkte  .B'''  unabhängig  sind,  also  aus 
einer  speziellen  Lage  derselben  ermittelt  werden  können.  Zu 
diesen  Punkten  gehört  aber  X;  denn  wählt  man  inabesondere 
für  £!'>,  . .  B<*>  die  X«',  . .  X^  und  lässt  man  C  in  die 
Kurve  <p,  welche  durch  X<'*,  X*^'  geht,  und  eine  beliebig  durch 
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X  gehende  Gerade  y  zerfaltea,  so  muss  auch  C  in  diese  Ge- 
rade, von  der  sie  sechs  Punkte  enthält,  und  in  (p'  zerfallen, 
und  C"  enthält  demnach  den  Punkt  X.  Weil  nun  aber  gegen- 
über einer  nicht  zerfallendeti  Kurve  C  die  Punkte  X'",  X<^* 
und  X  ganz  das  gleiche  Verhältnis  zeigen  und  alle  drei 
Punkte  willkürlich  angenommen' wurden,  so  müssen  die  X'^\ 
X<^1  ebenso  wie  X  Punkte  von  C  sein.  Die  Punkte  X"\  X«' 
können  aber,  wenn  man  von  C  wieder  auf  die  zerfaUende 
Kurve  <p'.g  zurückgeht,  nur  auf  ip'  Hegen,  da  man  immer  ver- 
meideu  kann,  dasa  g  dieselben  ausschneidet. 

Enthält  nun  aber  die  Kurve  ip\  von  welcher  der  Punkt  A 

noch  willkürlich  war,  die  Punkte  X^, X'P',  so  läsat  sich 

durch  diese  sechs  Punkte  noch  eine  einfach  unendliche  Schar 
von  95 -Kurven  legen,  wie  zu  beweisen  war. 

351,  Die  Spezialgruppen  spielen  eine  Rolle  bei  der  Be- 
stimmung der  Anzahl  der  Moduln,  d.  h.  der  einer  Kurven- 
familie eigentümlichen  Konstanten,  die  durch  eindeutige  Trans- 
formation nicht  zerstörbar  sind'"),  sowie  bei  der  Reduktion 
der  Kurven  einer  Familie  auf  eine  Normalform  mit  mög- 
lichst wenig  Konstanten.  Wir  wollen  im  Folgenden  eine 
solche  Normalform  angeben,  deren  Konstanten  direkt 
als  die  Moduln  angesehen  werden  können. 

Wir  benutzen  zu  diesem  Zweck  die  oben  erwähnten  Spe- 
zialgruppen  Gq  von  Q  =  ^(ßD^6)  respektive  -|(3 D  —  7) 
Punkten  —  jenachdem  D  gerade  oder  ungerade  ist  — ,  durch 
die  sich  noch  ein  Büschel  von  9 -Kurven  legen  lässt  und  be- 
schränken uns  der  Kürze  wegen  auf  den  Fall,  wo  D  gerade 
ist.  Hat  man  auf  S  irgend  zwei  Gruppen  der  erwähnten  Art, 
welche  jedoch  nicht  beigeordnete  Reste  sind,  und  sind 

9)  -f-  Äi^  =  0,     <p^-\-  \i)i  =  0 
die  Gleichungen  der  zugehörigen  Kurvenbüschel,  welche  S  in 
Gruppen  GyjW  von  noch  B  =  -|-{D  +  2)   beweglichen  Punkten 
schneiden,   so   führe  man  S  durch   eindeutige  Transformation 
vermittelst  der  Formein 

x'  i        (p  -(-  Si^       x'2        fpi  -{•  Ä^Vi 
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in  eine  Eurve  S'  über,  welche  voa  der  Ordnung  (Z)  +  2)  sein 
wird  und  zwei  -J  (1^  +  2) -fache  Punkte  in  af^^a^^^O  und  in 
a/j  —  ^^'g^O  nebst  -|X*(D  — 4)  Doppelpunkten  besitzt.  Die 
Gleichung  dieser  Kurve  hat  noch  3(D4-1}  Konstanten,  von 
denen  indess  durch  passende  Wahl  der  Konstanten  ä;,  kj,  i, ... 
sechs  in  Zahlenlroeffieienten  übergeführt  werden  können,  so 
dass  noch  3(2)— 1)  wesentliche  Konstante  bleiben.  Diese 
lassen  sich  nun  wirklich  als  die  Moduln  ansehen,  denn  die 
Kurve  5"  kann  man  auf  dem  angedeuteten  Wege  nur  noch 
endlich  vieldeutig  herstellen. 

Benutzt  man  nämUch  statt  der  Büschel 
^)-\-hip^  0,  ^j  4-  k^^^  =  0, 
welche  durch  Annahme  zweier  Gruppen  Ctq'**  eindeutig  be- 
stimmt sind,  zwei  andere,  die  durch  zwei  den  G^'''  eoresiduale 
Gruppen  gegeben  werden,  so  bleiben  darum  doch  die  ausge- 
schnittenen Punktgmppen  G^*^',  auf  die  es  bei  der  Herstellung 
von  S'  allein  ankommt,  ungeändert.  Wenn  nun,  wie  sogleich 
gezeigt  wird,  für  eine  gerade  Zahl  D  eine  Gruppe  G§*J'  durch 
irgend  q  ihrer  Punkte  endlich  vieldeutig  bestimmt  ist,  so  fühi-t 
jede  andere  Annahme  der  q  Funkte  mir  wieder  auf  Gruppen, 
die  zu  jenen  Lösmigen  coresidual  sind  und  also  keine  neuen 
Kurven  S'  liefern. 

Nun  ist  nach  dem  Riemann-Rochschen  Satz  das  Pro- 
blem der  Spezialgruppen  G<i'^\  denen  Gruppen  G^'^'  als  Reste 
gegenüberstehen,  für  welche  also  9  =  -^J{.D  — 2)  ist,  identisch 
mit  dem  der  Gruppen  Ctb"^*,  d,  h.  die  Zahl  der  Systeme  von  Q  —  q 
Punkten  [Q  — -l- (5  D  —  6y],  die  zu  q  beliebig  angenommenen 
so  gehören,  dass  sie  zusammen  eine  Gruppe  G-(^'>^  bilden,  ist 
ebenso  gross  eis  die  Zahl  der  zu  einem  beliebig  angenom- 
menen Punkt  gehörigen  Punktgruppen  G^'^'  \E=  l(D  +  2)]. 
Diese  letzten  erhält  man  aber,  wenn  man  die  Bedingung  auf- 
stellt, dass  von  den  linearen  Gleichungen 

tti9i(^.)  +  «a9'3(«;)  +  ---  +  «i"Pö(«')  =  0     0  =  1,  2,  ...  E) 
eine  die  Folge  der  übrigen  ist,  wo  dann  alle  iJ-reihigen  De- 
termmanten  der  aus  den  Elementen  qi^  (xi)  gebildeten  Matrix 
versehwinden.    Die  Anzahl  der  Lösungen  dieses  Problems  lässt 
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sich  aber  durch  direkte  Methoden^**)  bestimmen  und  in  der 
Formel  darstellen 

(^:;)-(f)(M)+©(t3)-- 

wo  zur  Abknrziing -— — rrii~~  j: \i-}  S^setst 

ist   nnd   (M   die  Bedeutung    1    hat.     Auf   einer   allgemeinen 

KuiTe  vom  Geschlecht  D  =  4,  6,  8, . ..  exiatiereii  also  respek- 
tive 2,  5,  14,  ...  lineare  Scharen  von  Gruppen  G^'**,  G^^", 
G^O  ...  und  anderseits  von  Gruppen  6^'-%  G„^%  G,>^\  . . . 

Entspreelien  von  Punkten  in  einer  gegebenen  Kurve. 

352.  Das  bisher  Gesagte  mag  hinreichen,  um  die  Theorie 
des  rationalen  Elitsprechens  zu  erklären.  Im  folgenden  unter- 
sucheij  wir  das  allgemeine  Entsprechen  zweier  Punkte 
derselben  Kurve,  bei  welchem  jeder  Punkt  den  oder  die 
ihm  entsprechenden  andern  bestimmt.  Nehmen  wir  au,  eine 
gegebene  Lage  von  P  entspreche  a'  Lagen  von  P'  und  einer 
gegebenen  Lage  von  -P'  a  Lagen  von  P,  so  soll  dies  Ent- 
sprechen ein  («,  «')  Entsprechen  oder  eine  («,  a')  Korrespon- 
denz heissen.  Für  <v  =  ß'  =  1  ist  diese  Beziehung  die  einer 
rationalen  Transformation. 

Als  ein  einfaches  Beispiel  des  Entsprechens  in  einer  Kurve 
von  der  Ordnung  n  nehmen  wir  an,  dass  die  Punkte  P  und 
P'  mit  einem  festen  Punlde  0  in  einer  geraden  Linie  liegen; 
dann  entsprechen  dejn  gegebenen  P  (i  —  l  verschiedene  Lagen 
von  P'  und  dorn  gegebenen  P'  fi—1  Lagen  von  P,  oder  die 
so  festgesetzte  Beziehung  ist  eine  (jt  ~  1 ,  ft  —  1)  Korrespon- 
denz. In  Art,  .'i29  stiessen  wir  auf  diese  besondere  Beziehung 
im  Fall  eines  Kreises.  Dieses  Entsprechen  ist  rational  im 
Fall  des  Kegelschnittes  fi  --  2.  Wenn  der  Punkt  0  in  der  be- 
trachteten Kurve  liegt,  so  entsprechen  einer  gegebenen  Lage 
des  einen  Punktes  p  — 2  Lagen  des  andern;  oder  allgemeiner, 
wenn  0  ein  Vielfacher  Punkt  vom  Grade  p  in  der  Kurve  ist, 
80  entsprechen  einer  gegebenen  Lage  des  einen  Punktes  jt  ~p  —  1 
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Lagen  des  andern  und  das  EntprecHen  ist  em(fi— p-l,fA— p  — 1) 
Entsprechen.  Wir  erhalten  in  dieser  Weise  ein  (1,  1)  Ent- 
sprechen von  Punkten  in  einer  Kurfc.  dritter  Ordnung,  indem 
wir  0  willkürlich  in  der  Kurve  wählen,  oder  in  einer  Kui"ve 
vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkt,  indem  wir  0  im  Doppel- 
punkt annehmen;  aber  wir  können  kein  (1,  1)  Entsprechen 
in  einer  allgemeinen  Kurve  vierter  Ordnung  anf  diesem  Wege 
herstellen. 

353.  Im  vorher  betrachteten  Beispiel  war  das  Entsprechen 
ein  symmetrisches,  man  gelangte  von  P  zu  P'  durch  die- 
selbe Konstruktion  wie  von  P'  za  P  und  überdies  war  «  =  «'. 
Ä.ls  Beispiel  eines  nicht  symmetrischen  Entsprechens  be- 
trachten wir  das,  bei  welchem  P'  als  Tangentialpunkt  von 
P  gegeben  wird.  Dann  ist  für  gegebenes  P  der  Punkt  P' 
einer  von  den  Schnittpunkten  der  Tangente  in  P  mit  der  Kurve, 
d.  h.  einer  gegebenen  Lage  von  P  entsprechen  (i  —  2  Lagen 
von  P';  wenn  aber  P'  gegeben  ist,  so  ist  P  einer  der  Berüh- 
rungspunkte der  von  P'  an  die  Kurve  gehenden  Tangenten 
und  einer  gegebenen  Lage  von  P'  entsprechen  somit  v  —  2 
Lagen  von  P  für  v  als  die  Klasse  der  Kurve.  Wir  haben 
also  ein  (v  — 2,  ft  —2)  Entsprechen.  Vielleicht  ist  es  unnötig 
zu  bemerken,  dass  ß  =  a'  sein  kann,  ohne  dass  das  Entspre- 
chen ein  symmetrisches  ist. 

Im  Falle  einer  Unikursalkurve,  wo  einem  gegebenen 
Punkte  der  Kurve  ein  einziger  Wert  des  Parameters  ö  ent- 
spricht, und  einem  gegebenen  Werte  von  6  ein  einziger  Punkt 
der  Kurve,  können  wir  in  Ausdehnung  des  Begriffs  der  Kor- 
respondenz von  einem  (1,  1}  Entsprechen  der  Punkte  und 
der  Parameter  reden.  Es  folgt  daraus,  dass,  wenn  der 
Punkt  P  cc  Lagen  hat,  sein  Parameter  d  durch  eine  Gleichung 
vom  Grade  a  gegeben  sein  muss,  dass  also,  wenn  die  Punkte 
P,  P'  ein  Entsprechen  (cc,  a')  haben,  die  Relation  zwischen 
ihren  Parametern  6,  ö'  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

gegeben  sein  muss,  eine  Gleichung  nämlich,  welche  für  ge- 
gebenes ö  vom  Grade  «'  in  9'  und  fiir  gegebenes  d'  vom  Grade 
a  in  Ö  ist. 
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354.  Eiu  Pmikt  kann  sich  selbst  entsprechen  und  heisst 
dann  ein  Koincidenzpuukt;  wenn  z.  B.  die  Punkte  P,  P' 
mit  einem  festen  Punkte  0  in  gerader  Linie  liegen,  so  ist 
der  Beruh ningspunkt  einer  von  0  ausgehenden  Tangente  der 
Kurve  ein  Koincidenzpunkt  und  wenn  diese  Punkte  die  ein- 
zigen Koincidenzpunkte  sind,  so  ist  ihre  Anzahl  =!<,  Die 
einzigen  andern  Punkte,  welche  auf  den  ersten  Blick  als  Koin- 
eidenzpunkte  erscheinen  könnten,  sind  die  Doppelpunkte  und 
Spitzen  der  Kurven;  denn  wenn  P  ein  Doppelpunkt  oder  eine 
Spitze  ist,- so  schneidet  die  Gerade  OP  die  Kurve  in  P,  in 
demselben  Punkte  als  einem  der  ft  —  1  Durchschnittspunkte  und 
in  jt  — 2  andern  Punkten,  oder  die  Gerade  aus  0  nach  dem 
Doppelpunkt  oder  der  Spitze  schneidet  die  Kurve  ebenda  zwei- 
fach und  in  ft  —  2  andern,  Punkten.  Aber  im  Falle  des  Dop- 
pelpunktes gehören  die  beiden  in  ihm  liegenden  Schnittpunkte 
zu  verschiedenen  Ästen  der  Kurve,  sie  fallen  zwar  zusammen, 
aber  sie  sind  keine  aufeinander  folgenden  Pi.inkte;  im  Falle 
der  Spitze  sind  sie  solche.  Wirklich  nimmt  im  Falle  einer 
ünikursalkurve  der  Parameter  0  im  Doppelpunkt  zwei  ver- 
schiedene Werte  an,  denen  die  nämlichen  Koordinaten  ent- 
sprechen, während  für  die  Spitze  jene  beiden  Werte  einander 
gleich  werden.  Mit  noch  andern  Worten,  die  Gerade  von  0 
nach  einer  Spitze  ist,  obwohl  keine  eigentliche  Taugente  der 
Kurve,  doch  in  einem  hohem  Sinne  eine  Tangente  der  Kurve 
als  die  Gerade  von  0  nach  einem  Doppelpunkt.  Wir  schliessen 
also,  dass  der  Doppelpunkt  kein  Koincidenzpunkt  ist,  während 
die  Spitze  es  in  einem  besondem  Sinne  ist.  Ausser  den  Spitzen 
sind  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  0  die  eigent- 
lichen Koincidenzpunkte  in  der  Kui-ve. 

Indem  wir  zur  Unilrarsalkurve  und  zur  Gleichung 

(»,  i)"(e',  i)"-o 

zurückkehren,  so  haben  wir  in  einem  Koincidenzpunkt  9  =  0' 
und  erhalten  daher  ziir  Bestimmung  dieser  Punkte  eine  Glei- 

='»°S  (9,  i).+._o, 

d.  h.  wenn  die  Punkte  P,  P'  ein  Entsprechen  («,  a')  haben,  so 

ist  die  Anzahl   der  Koincidenzpunkte   gleich  n  +  w'  (Art.  83), 
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Die  Anwendung  des  Satzes  auf  den  Fall,  wo  P,  F'  mit  einem 
festen  Punkte  0  in  gera.der  Linie  liegen  und  das  Entspreclien 
ein  (ft— 1,  fr— 1)  Entsprechen  ist,  giebt  2(fi  — 1)  Eoincidenz- 
punkte;  unter  ihnen  ist  die  Za.hl  der  eigfintÜehen  Koincidenz- 
punkte  =  V  und  die  der  besondem  als  die  der  Spitzen  =  x 
oder  wir  müssen,  wie  es  in  der  That  für  eine  Ünikiirsalkurve 
der  Fall  ist,  die  Relation  haben 

..  +  «-2(p-l). 

In  dem  andern  Falle,  wo  P'  ein  Tangeutialpunkt  von  P 
ist,  sahen  wir  das  Entsprechen  als  ein  (v  — 2,  ,«  — 2)  und  die 
Zahl  der  Koineidenzpunkte  muss  also  jt  +  v  — 4  sein;  nun 
sind  aber  in  diesem  Falle  die  eigentlichen  Koincidenzpunkte 
die  Inflesionspunkte  und  die  besondern  die  Spitzen,  die  Ge- 
samtzahl derselben  also  gleich  i+x  und  wir  erhalten  den  Satz 

[  +  x=ft  +  v-4     oder     t  — 3(fi- 1)-2)(, 
was  wirklich  far  eine  Unikurs aikurve  mit  x  Spitzen  der  Fall  ist. 

355.  Wenn  wir  den  Punkt  P  als  gegeben  denken,  so 
kommt  die  geometrische  Konstruktion  zur  Bestimmung  von 
P'  im  allgemeinen  darauf  hinaus,  dass  eine  gewisse  von  P 
abhängige  Kurve  &  durch  ihre  Durchschnitte  mit  der  gegebe- 
nen Kurve  die  P'  angiebt.  In  manchen  Fällen  ist  P'  irgend 
einer  der  fraglichen  Durchschnittspnnkte ,  in  andern  Fällen 
liegt  eine  gewisse  Anzahl  von  ihnen  im  allgemeinen  im  ge- 
gebenen Punkte  P  und  diese  werden  ausgeschlossen.  So  ist 
in  dem  Falle,  wo  P  und  P'  mit  0  in  einer  Geraden  liegen, 
diese  Gerade  OP  die  Kurve  ®  und  sie  schneidet  die  gegebene 
Kurve  in  dem  einfachen  auszusehliessenden  Punkte  P  und  in 
fi— 1  andern  Punkten.  Und  wenn  P'  ein  Tangeutialpunkt 
von  P  ist,  so  ist  die  Tangente  in  P,  welche  die  gegebene 
Kurve  daselbst  in  zwei  nicht  zählenden  Punkten  schneidet,  die 
Kurve  &  und  es  giebt  (t  —  2  zählende  Punlite  als  entsprechend. 

Die  Kurve  ®  kann  aber  femer  die  gegebene  Kurve  in 
Punkten  von  zwei  oder  mehreren  verschiedenen  Klassen  von 
Punkten  sehneiden,  so  dass  nur  die  Punkte  von  einer  dei'sel- 
ben  Lagen  von  P'  sind.  So  ist  es  im  Jetztvorhergehenden 
Beispiele,  wenn   wir  die  Pimkte  P  imd.  P'  vertauschen   oder 
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F'  als  den  Berüiirun gapunkt  eiuer  von  P  aa  die  Kurve  gehen- 
den Tangeate  betrachten;  die  Kurve  0  ist  das  System  der 
v—2  Tangenten,  welche  von  F  au  die  Kurve  gehen.  Jede 
dieser  Tangenten  sehneidet  die  Kurve  in  P,  weicher  einfach 
zählt,  im  Berührungspunkt  P',  der  zweifach  zählt,  und  in  fi— 3 
andern  Punkten  F",  weiche,  wie  wir  sagen  wollen,  zu  P  cotan- 
geatiai  sind,  so  daas  PF"  die  Kurve  in  einem  von  P  und  P" 
verschiedenen  Punkte  P'  berührt.  Oder  was  dasselbe  ist,  die 
Kurve  0  von  der  Ordnung  v  —  2  sehneidet  die  gegebene  Kurve 
in  dem  für  v  —  2  zählenden  Punkte  P,  in  v~2  Punkten  F', 
deren  jeder  für  zwei  zählt,  und  in  (v  —  2)  (ft  —  3)  Punkten  F", 
die  einfach  zählen.  Die  Korrespondenz  (F,  F')  ist,  wie  wir 
sahen,  (^  —  2,  v  — 2),  die  Korrespondenz  {P,  P")  ist  offenbar 
{»^^2  /T^^,  ^^~2  fT"  3), 

356.  Der  Satz  für  eine  Unikursalkurve  führt  zu  einem 
analogen  Satze  für  eine  allgemeine  Kurve;  man  erwartet,  dass 
die  Anzahl  der  Koincidenzpunkte  die  um  ein  Vielfa.ches  des 
Defekts  vermehrte  Summe  von  a  und  a'  sei;  etwa 

=  fl4-«'+'/.2fl. 
Das  letzte  Beispiel  zeigt  jedoch,  dass  es  nötig  ist,  die  ver- 
schiedenen Klassen  von  Schnittpunkten  zu  unterscheiden,  die 
die  Kurve  &  mit  der  betrachteten  Kurve  hat.  Der  all- 
gemeine Satz  sagt  aus,  dass  für  eine  Kurve  von  gegebe- 
nem Defekt  i),  wenn  P',  P",  ...die  entsprechenden  Punkte 
von  P  sind  und  wenn  .P,  P'  eine  («,  k')  Kon-eapondenz  mit 
«  als  ÄJizahl  der  Koincidenzpunkte  haben,  P,  P"  eine  (ß,  ß') 
Korrespondenz  mit  h  Koineidenzp unkten  u.  s.  w.,  und  wenn  die 
Kurve  Ö,  die  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  der  gegebenen 
Kurve  die  Punkte  P',  P", . . .  bestimmt,  dieselbe  in  dem  Punkte 
P  als  Ä'fach,  in  jedem  der  Punkte  P'  als  p-fach  luid  in  je- 
dem der  Punkte  P"  als  g-fach  zählend  schneidet  u.  s.  w,,  die 
Relation  besteht 

wobei  in  jeder  der  vevaehiedeneu  Korrespondenzen  die  speziellen 
Koincidenzpunkte,  wenn  solche  vorhanden  sind,  gezählt  wer- 


y  Google 


Piojektivisch  von  einander  abhängig«  Pai-ameter.  357.  427 

Wir  erörtern  dies  an  den  schon  erwähnten  Beispielen.  Wenn 
P  und  P'  mit  0  in  einer  Geraden  liegen,  so  erhalten  wi]- 

1)  v  +  z  =  2(ix-l)  +  2D. 

Wenn  J."  ein  Tangentialpunkt  von  P  ist,  so  folgt 

2)  i+«  =  ^  +  i.-4  +  4Z»; 

und  in  dem  Falle,  wo  P  ein  Tangentialpunkt  von  P'  ist  und 
wo  b,  ß,  ß'  sich  auf  die  Korrespondenz  P,  F"  der  Kotangen- 
tialen  beziehen, 

S-2(p^3)(.-2)  +  2(o-i!-«')-(«'-2)2-0, 
WO  nach  dem  vorigen  Beispiel 

„,.„_„■_,  +  ,- (^  +  „-4)_4D 
ist:  somit 

b-2(ß-3)(y-2)  =  {v-~ß)2D. 

Die  eigentlichen  Koincideiizpunkte  b  siad  hier  die  Beriih- 
rungspuütte  der  Doppeltangenten,  deren  Zahl  2  t  ist;  aber 
als  spezielle  Koincidenzpuiikte  zählen  die  Spitzen  jede  (v—3) 
fach,  wie  wir  annehmen  müssen,   und   das  Ergebnis   ist  also 

3)  2.-2(,,-3)(«-2)  +  (»-6)2D-(»-3)«. 

Die  Gleichungen  1),  2)  und  3),  welche  die  Klasse,  die 
Zahl  der  Inflexionen  und  die  Zahl  der  Doppeltangenten  einer 
Kurve  von  der  Ordnung  (t  aus  d  Doppelpunkten  und  x  Spitzen 
angeben,  stimmen  mit  den  PlÜckerschen  Gleichungen  über- 
ein; man  bestätigt  sie  am  leichtesten,  indem  man  die  in  Art.  83 
gegebenen  Ausdrücke  der  verschiedenen  Grössen  in  ji,  v  und 
a—Sv-j-x  anwendet, 

357.  Wenn  in  einer  Kui-ve  die  Punkte  P  und  P'  eine 
(1,  1.)  Korrespondenz  haben,  die  Punkte  (P',  P")  eine  eben- 
solche, und  so  fort  bis  zu  den  Punkten  P*"~"^!,  P'"',  so  haben 
offenbar  auch  die  Punkte  P,  P'"'  eine  (1,  1)  Korrespondenz. 
Und  umgekehrt,  die  Punkte  P,  P"",  welche  sich  (1,  1)  ent- 
sprechen, können  als  mit  einander  verbunden  durch  die  Reihe 
der  vermittelnden  Punkte  P',  P", ...  P'«— "  betrachtet  werden. 

Im  Fall  einer  Kurve  vom  Geschlecht  Null  bringt  die 
(1,  1)  Korrespondenz  der  Punkte  P,  P'  auch  eine  solche  Kor- 
respondeaz  der  bezüglichen  Parameter  6,  9'  mit  sich;  nämlich 
von  der  Form 
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(e,  i)(e',  i)-o 

oder,  was  dasselbe  ist, 

d.  h.  die  Parameter  B,.B'  sind  projektivisch  von  einander 
abhängig.  Die  Traiisfonnatiün  hängt  von  drei  willkürli- 
chen Parametern  ah. 

Denkea  wir  die  Kurve  als  Kegelschnitt,  so  ist  bekannt, 
dasa  für  ein  (1,  1)  Eutsprechen  der  Punkte  P,  P'  die  Gerade 
PP'  einen  Kegelschnitt  umhüllt,  der  mit  dem  gegebenen  Kegel- 
schnitt eine  doppelte  Berührung  hat;  ein  solcher  Kegelschnitt 
hängt  als  der  Bedingung  der  Doppelberührung  unterliegend 
wirklich  von  drei  Bedingungen  oder  Parametern  ab.  Wenn 
wir  aber  die  Punkte  ^,  B  willkürlich  wählen  und  sodann  zwei 
Punkte  P,  Q  des  Kegelschnitts  mit  A  in  gerader  Linie  an- 
nehmen, P'  aber  in  gerader  Linie  mit  BQ,  so  haben  die 
Punkte  P,  P'  ein  (1,  1)  Entsprechen,  welches  scheinbar  von 
vier  Parametern  abhängt;  es  folgt  daraus,  dass  die  Punkte  ji 
und  B  ohne  Verlust  an  Allgemeinheit  einer  einfachen  Bedin- 
,-i   ^^  gnng  unterworfen  werden   können. 

Lassen  wir  die  Korrespondenz  F,  P' 
mittelst  des  von  der  Geraden  PP' 
umhüllten  Kegelschnitts  gegeben 
sein,  und  nehmen  wir  auf  der  Be- 
rührungssehne willkürlich  den  Punkt 
A  an,  ziehen  PA^  das  den  Kegel- 
schnitt in  Q  schneidet  iind  QP\  welches  in  der  Sehne  den 
Punkt  B  bestimmt,  so  ist  mittelst  der  Punkte  A,  B  die  (1, 1) 
Korrespondenz  auch  bestimmt,  aber  A.  ist  als  ein  bestimmter 
Punkt  in  der  Berührungssehne,  sagen  wir  als  ihr  Schnittpunkt 
mit  einer  festen  Geraden  gegeben  und  B  wird  nach  dem  Vori- 
gen gefunden;  wir  haben  also  die  durch  diese  zwei  Punkte 
vermittelte  Korrespondenz  ganz  ebenso,  als  wenn  A  in  der 
Berührungssehme  willkürlich  gewählt  wäi-e. 

Ein  im  Vorherigen  mit  enthaltener  Fall  ist  es,  wenn  die 
(1,  1)  Korrespondenz  von  P,  P'  so  beschaffen  ist,  dass  die 
Gerade  PP'  durch  einen  festen  Punkt  G  geht;  der  umhüllte 
Kegelschnitt  ist  als  Liniengebilde  betrachtet  hier  der  zweifach 
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genommene  Punkt  C,  als  Punktgebilde  aber  das  Paar  der  von 
C  an  den  gegebenen  Kegelschnitt  gebenden  Tangenten;  d.  h. 
die  B er Tlbtungs sehne  ist  die  Poiare  von  0  und  die  Konstruk- 
tion ist  die  nämliche  wie  vorbin,  indem,  wie  man  leicht  siebt, 
die  Punkte  A^  B^  C  ein  Tripel  konjugierter  Punkte  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt  bilden;  die  Ori-  ^.^  g^ 

ginaJkorrespondenz  der  Punkte  P,  P'  p 

als  in  einer  Geraden  aus  C  gelegen, 
wird  durch  eine  Korrespondenz  mit- 
telst der  Punkte  A  und  B  ersetzt, 
die  mit  G  ein  Tripel  harmonischer  ' 
Pole  bilden. 

Die  vorb  ergehenden  E  igt 
ten  stehen  in  Beziehung  zu  dem  Problem  von  der  Einsehrei- 
bung eines  Polygons  in  einen  Kegelschnitt,  falls  seine 
Seiten  entweder  durch  gegebene  Punkte  gehen  oder  Kegel- 
schnitte berühren  müssen,  die  selbst  mit  dem  gegebenen  in 
doppelter  Berühi-ung  sind. 

358.  In  einer  Kurve  dritter  Ordnung  (I*-l)  haben 
wir  eine  (1,  1)  Korrespondenz,  die  von  einem  einzigen  Para- 
meter abhängt;  aber  es  giebt  zwei  Arten  dieser  Korrespon- 
denz, nämlich  1)  so,  dass  die  Punkte  P,  P'  mit  einem  Punkte 
A  der  Kurve  dritter  Ordnung  in  ge-  ^j^  g^ 

rader  Linie  liegen,  und  2)  so,  dass 
P  mit  Q  in  einer  Geraden  aus  dem 
Punkte  A  der  Kurve  liegt,  indess  Q 
und  P'  in  einer  Geraden  durch  den 
festen  Punkt  JS  der  Kurve  enthalten 
sind.  Die  letztere  Beziehung  ist  auch  , 
nur  scheinbar  von   zwei  Parametern 

abhängig;  denn  für  C  als  einen  bestimmten  Punkt  der  Kurve 
dritter  Ordnung  und  mittelst  der  Geraden  AG,  welche  die 
Kurve  noch  in  0  und  BO,  welche  sie  noch  in  D  schneidet, 
wird  derselbe  korrespondierende  Punkt  P'  zu  P  erhalten,  in- 
dem man  PDR  mit  RC'P'  zieht,  d.  h.  mittelst  eines  einzigen 
Punktes  D.  Es  ist  in  Wahrheit  offenbar,  dass  von  P  aus- 
gehend und  P'  als  Schnitt  von  QB  mit  RC  konstruierend,  die 
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Kurve  dritter  Ordnung  durch  die  Punkte  A,  U,  G,  D,  0,  P,  Q,  li 
auch  durch  den  Punkt  P'  geht,  so  dass  die  Punkte  A,  B  und 
die  Punkte  C,  D  zu  demselben  Punkt  D  führen. 

Der  in  der  vorigen  Konstruktion  enthaltene  Satz  kann  in 
folgender  Art  ausgesprochen  werden;  Wenn  in  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  die  Punkte  j4, -ß,  <7,  D  so  liegen,  dass 
die  Geraden  AC^  BD  sich  in  einem  Punkte  0  dersel- 
ben eehneideu,  so  giebt  es  unendlich  viele  der  Kurve 
eingeschriebene  Vierecke  PQP'R,  deren  Seiten  tSurcli 
A,  B,  0,  B  respektive  gehen;  jeder  Punkt  P  der  Kurve 
kann  als  Ecke  eines  solchen  Vierecks  angenouiineu 
werden. 

359.  Denken  wir  allgemeiner  in  die  Km-ve  dritter  Ord- 
nung ein  ungeschlossenes  Polygon  TQ  ...  X  von  2n— 1  Sei- 
ten eingeschrieben,  dessen  Seiten  durch  feste  Punkte  der  Kurve 
gehen,  so  ist  das  Entsprechen  der  Punkte  P  und  X  ein  (1,  1) 
Entsprechen  der  ersten  Art,  d.  h,  die  letzte  Seite  XP  achnei- 
det die  Kurve  dritter  Ordnung  in  einem  festen  Punkt.  Wir 
erbalten  damit  unendlich  viele  der  Kurve  dritter  Ord- 
nung eingeschriebene  2n-Ecke,  deren  Seiten  durch 
feste  Punkte  der  Kurve  gehen.  Und  diese  festen  Punkte 
sind  willkürlich  bis  auf  einen,  der  durch  IConatmktion  eines 
solchen  Polygons  bestimmt  wird. 

Wir  können  diese  Theorie  diirch  die  Ausdimcksweise  der 
Pimkte  der  Kurve  dritter  Ordnung  mittelst  Pai'ametern  nach 
Art.  346  erläutern.  Das  (1,  1)  Entsprechen  zwischen  zwei 
Punkten  einer  Kurve  dritter  Ordnung  erfordert  einen  rationa- 
len Ausdruck  für  die  Parameter  sinatu»',  cosamw',  Aaniit'  in 
Punktion  der  sinam  u,  cosam  tt,  A  am  *(  und  dies  sodann  er- 
fordert eine  Gleichung  von  einer  der  beiden  Formen 

.([  -\-u'=^  const.     oder     u  —  u'  ^  const. 
Wenn  aber  drei  Punkte  P,  P'  und  A  in  gerader  Linie  liegen, 
so  iindet  im  allgemeinen  eine  Relation 

statt,  für  A  als  eine  von  der  absoluten  Invariante  der  Kurve 
dritter  Ordnung  abhängige  Konstante.  Eine  Gleichung  von 
der   Form  ti  +  it' ^ const.   fordert   also,    dass   P  und   P'   mit 
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einem  festen  Punkte  Ä  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Wenn 
aber  die  Gleichung  u  —  u' =C0BSi.  bestellt,  so  denken  wir  die 
Konstante  in  der  Form  der  Differenz  b^a  gegeben,  und  wir 
können  dann  schreiben 

u-^v  +  a^A,    v  +  h+ti'^t\; 
daraus  aber  ergiebt  sieb   die   geometiisebe  Bedeutung   dahin, 
dass  F  und  Q  mit  einem  festen  Punkt  A  und  Q,  P'  mit  einem 
festen  Funkt  B  in  gerader  Linie  liegen^ 

Wir  können  offenbar  für  die  Punkte  A,  B  zwei  andere 
0,  -D  substituieren,  vorausgesetzt,  dass  wir  haben 

h~a  =  c--ä,     oderi  «-f  c^ö  +  f^j 
d.  h.  vorausgesetzt,  dass  die  Geraden  AC  und  BD  sich  in  der 
Kurve  durchschneiden.     Wir  haben  so   die  vorhev  erhaltenen 
Resultate  wieder  gefunden. 

Für  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Dopiiel- 
punkten  (i)=l)  existiert  eine  gleiche  Theorie  des  Entspre- 
chens  (1,  1);  für  eine' solche  mit  einem  Doppelpunkt  (Z)  =  2) 
wird  durch  diesen  letzten  ein  (1,  1)  Entsprechen  vermittelt, 
das  von  keinem  Parameter  abhängig  ist,  indem  die  Gerade 
PP'  sich  um  den  Doppelpunkt  dreht. 

Es  giebt  eine  interessante  Theorie  der  (2,  2)  Korrespon- 
denz in  einer  Ünikursalkuiwe  und  insbesondere  in  einem  Kegel- 
schnitt; die  Parameter,  welche  die  Lage  der  Punkte  P,  .P'  be- 
stimmen, sind  dann  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(e,i)'(e',i)"-o 

verbunden.  Für  Kegelschnitte  erhalten  wir  die  Poncelet- 
schen  Sätxe  in  Bezug  auf  die  ein-  und  umgeschriebenen  Po- 
lygone.^'') 
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Neuntes  Kapitel. 
Allgemeine  Theorie  der  Kurven. 


360.  Wir  wollen  in  diesem  Kapitel  die  alllgemeine  Theorie 
der  Kurven  im  Sinne  des  Kapitels  II  weiterführen  und  beginnen 
mit  der  Theorie  der  Doppeltangenten  einer  durch  die  all- 
gemeine Gleichung  )i'™  Grades  dargestellten  Kin-ve,  welche 
wir  in  Art.  78  vertagt  hatten.  Wir  wollen  zwei  Methoden  er- 
klären, durch  welche  man  die  Gleichung  einer  Kurve  bilden 
kann,  deren  Durchschnittspunkte  mit  einer  gegebenen  Kurve 
die  Berührangs punkte  ihrer  Doppeltangenten  bestimmen. 

In  Art.  64  wurde  die  Theorie  der  Tangenten  einer  Kurve 
vermittelst  der  Gleichung  A  -=  0  studiert  oder   der  Gleichung 

^„pf  _|_  xn-i^^  jj'  ^  xx^-^^^A^Ü' 4- . . .  =  p, 
weiche  die  Koordinaten  der  Punkte  bestimmt,  in  denen  die  Ver- 
bindungsgerade zweier  gegebenen  Punkte  die  Kurve  achneidet. 
Wir  sahen  dort,  dasa  für  einen  Punkt  :^i  der  Kurve  und  einen 
beliebigen  Punkt  Xi  der  in  ihm  die  Kurve  berührenden  Tan- 
gente die  Relationen 

f7'  =  0,     Af;'  =  0 
und  wenn  diese  Tangente  in  drei  aufeinander  folgenden  Punk- 
ten  schneidet,   zugleich   die  Relation  A^f7'  =  0  bei  vier  auf- 
einander folgenden  Schnittpunkten  auch  A^IJ'-^O   erfüllt  ist 
und  so  fort. 

Wenn  die  Tangente  im  Punkte  x'i  die  Kurve  noch  in 
einem  andern  Punkte  berührt,  so  muss  die  durch  U'  =  0  und 
AU'  —  0  reduzierte  Gleichung  A  =  0,  die  nun  vom  Grade  («—2) 
ist,  gleiche  Wurzeln  haben  und  wenn  wir  die  Diskriminante 
dieser  Gleichung  durch  1^  repräsentieren,  so  muss  die  Relation 
T"=0  durch  die  Koordinaten  X;  und  a/,-  erfüllt  werden. 
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Im  Falle  der  Inflexionspuukte,  wo  die  zwei  Bedingungen 

liestehen,  welche  respektive  vom  ersten  und  vom  zweiten 
Grade  in  den  Xt  sind  und  doch  beide  far  jeden  beliebigen 
Punkt  derTangente  befriedigt  sein  müssen,  ist  offenbar,  wie 
wir  in  Art.  74  entwickelten,  dass  AC7'  =  0  die  Gleichung  der 
Tangente  ist  und  dass  A^i/'  =  0  den  Faktor  All'^-O  enthält. 
In  derselben  Art  muss  im  Falle  einer  Doppeltangeote  r=0 
die  Grösse  Af7'  =  0  als  Faktor  enthalten  und  durch  Aufstel- 
lung der  Bedingung,  unter  weicher  dies  der  Fall  ist,  erhält 
man  die  Bedingung,  unter  welcher  der  Punkt  w'i  der  Berüh- 
rungspunkt einer  Doppeltangente  ist.  Da  die  in  Art,  74  be- 
nutzte spezielle  Methode  auf  den  allgemeinen  Fall  nicht  an- 
wendbar ist,  so  gebrauchen  wir  die  folgende  von  Cayley 
herrührende  Methode.  Es  ist  zweckmässig,  mit  dem  nach- 
stehenden Lemma  zu  beginnen. 

361.  Wenn  die  Gleichungen  von  zwei  Kurven  ^'=0  und 
F=0  die  Variabeln  Xi  in  den  Graden  «,  6  respektive  und  die 
x'i  in  den  Graden  a\  b'  enthalten  und  wenn  die  ah  Schnitt- 
punkte dieser  Kurve  sämtlich  mit  3>/  zusammenfallen,  so  wird 
der  Grad  der  weiteren  Bedingung  verlangt,  unter  welcher  sie 
andere  gemeinschaftliche  Punkte  haben,  was  offenbar  nur  dann 
der  Fall  sein  kann,  wenn  (7  und  Feinen  gemeinsamen  Faktor 
besitzen.     Wir  bemerken,  dass  in  diesem  Falle  eine  beliebige 

einen  den  Kurven  ü=-0  und  V=0  gemeinschaftlichen  Punkt 
enthalten  muss,  nämlich  den  Punkt  oder  die  Punkte,  in  wel- 
chen sie  die  durch  Verschwinden  des  gemeinschaftlichen  Fak- 
tors dargestellte  Kurve  schneidet.  Daraus  folgt,  dass  das 
Resultat  der  Elimination  zwischen  ü=-0,  V^O  und  der  li- 
nearen Gleichirng  in  diesem  Falle  gleich  Null  sein  muss. 
Dies  Eesultat  enthält  die  |;  im  Grade  ab,  die  x'i  im  Grade 
ai'  +  a'b  und  die  Koefficienten  von  U  und  V  in  den  Graden 
6  und  a  respektive.  Da  aber  das  Eliminationsresultat  erhalten 
wird,  indem  man  die  Substitution sresnltate  der  Koordinaten 
der  Durchschnittspunkte  von   ü  und  V  in 
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mit  einander  multipliziert,  so  ist  sie  in  diesem  Falle  yoii 
der  Form 

.,   _  ,.  T^(f,A+ (,'!,+ kAY'- 

Die  iJernngung 

§,«'i  +  -:-  =  0 
zeigt  aber  nur  an,  dass  die  willkürliehe  Linie  dnrch  den  Punkt 
a^i  gehe,  in  welchem  Falle  sie  allerdings  einen  gemeinschaft- 
lichen Pnnkt  der  beiden  KuiTen  unter  allen  Umständen  ent- 
hält. Die  Existenz  eines  gemeinschaftlichen  Faktors  von  U 
und  V  wird  also  nur  durch  das  Verschwinden  des  andern  Teils 
der  Resultante,  also  durch  71  =  0  bedingt  und  wir  sehen,  dass 
diese  Bedingung  die  §;  nicht  mehr  enthält  und  vom  Grade 

ab'  -\- eil)  —  ab 
in   den  a/f  sowie  von  den  Graden  b  und  a  respektive  in  den 
Koefficieiiten  von   ü  und   V  ist. 

362.  Wenn  wir  die  beschriebene  Methode  auf  die  Unter- 
suchung der  Infiexionspunkte  anwenden,  d.  h.  auf  die  Be- 
stimmung der  Bedingung,  unter  welcher  AU'  und  A^D'  einen 
gemeinsamen  Faktor  haben,  so  ist 

n^l,  a'  =  n-l,  0  =  2,  b'=-n-2 
und  die  erhaltene  Formel  giebt  für  den  Grad  von  TT  in  den 
a/;  die  Zahl  3(m  — 2),  die  früher  gefundene  Ordnungszahl  der 
Hesseschen  Determinante;  auch  ergiebt  sieh,  dass  TT  vom 
zweiten  Grade  in  den  Koefficienten  von  AV  und  vom  ersten 
in  denen  von  A^U'  ist,  also  da  beide  linear  in  den  Koefflcien- 
ten  von  U  sind,  vom  dritten  Grade  in  den  Koefficienten  von 
U,  was  ebenfalls  dem  Früheren  entspricht. 

Für  den  Fall  der  Doppeltangenten  reduziert  sich  die 
Gleichung  A  =  0  auf  die  Form 

und  ein  Glied  ihrer  Diskriminante  ist  z.  B. 

d.  h.  diese  Funktion  Y  ist  vom  Grade  {n  -f  2)  (« —  3)  in  den 
aii,  von  dem  Grade  (h  — 2)(w  — 3)  in  den  a^i  und  von  2(n  —  5) 
in  den  Koefficienten  der  Originalgleichung   t7=0.     Wir  kön- 
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nen  dann  femer  zeigen,  dass  alle  Sclmittpunkte  von  Y—0 
xind  AC/'  =  0  mit  a^i  zTJsammeiifallen ;  denn  die  Gfleicbung  des 
Systems  der  n^  — w— 2  Tangenten  vom  Punkte  x'i  wird  nach 
der  Methode  des  Art,  78  in  der  Form 

gefunden  und  dies  System  kann  von  A[7'  =  0  in  keinem  an- 
dern Punkte  als  a;',-  geachnitten  werden,  so  dass  wir  durch 
Einsetzen  von  AU'  =  0  in  die  letzte  Gleichung  erkennen,  dass 
Af7'==0  weder  Z=0  noch  A^ü'  =  0  in  einem  andern  als  dem 
Punkte  a^j  schneiden  kann.  Wir  können  daher  die  Methode 
des  Art.  361  anwenden,  indem  wir 
ffl=l,    a'  =  n~l,    ö  =  (w  +  2)(w-3),    &'=  (n-2)(«-3) 

setzen,  also 

aV  +  a'b  =  {jv"  +  2k  -  4)  (n  -  3). 

Wir  erhalten  somit  den  Grad  von  TT  in  den  x't  gleich 

(»  +  3)(«-2)(«-3). 
Es  ist  auch  vom  Grade  (n  +  2)  (« —  3)  in  den  Koefficienten 
von  AU'  und  vom  ersten  Grade  in  denen  von  Y,  somit  vom 
Grade  {n  +  4)  («  —  3)  in  den  Koefficienten  der  Originalgleiehung. 
Die  Doppeltangentenkurve  TT  =  0  schneidet  die  Originalkurve 
U=0  sonach  in 

«(«  +  3)(«-2)(»-3) 

Punkten  und  da  zwei  dieser  Punkte  zu  je  einer  Doppeltan- 
gente gehören,  so  ist  die  Zahl  der  Doppeltangenten 

=  -^«(«-2)(«3~9), 
wie  in  anderer  Art  in  Art.  82  gefunden  ward. 

363.  Die  Methode  des  Art.  361  erlaubt  aber  auch  durch 
die  wirkliche  Durchführung  der  angegebenen  Operationen  die 
Bildung  der  Bedingung  TT  -=  0  selbst.  Sind  die  x',-  wie  vorher 
die  Koordinaten  des  Punktes  der  Kurve,  so  haben  wir  im  Falle 
der  Inflexion  zwischen 

ii^i  +  S2*2+§8«s  =  0)     Af/'^O,     A'U'^0 
zu  eliminieren  und  die  letzten  Gleichungen  lauten  in  entvrickel- 
ter  Form   mit  Weglassung  der  Sti-iche  bei   den   Ü'i  und   ü'ui 
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Wir  woUea  dabei,  um  numerische  Faktoren  au  vermeiden, 
die  Original  gl  eichung  Ü^O  mit  Binominalkoefflcienten  ge- 
schrieben und  die  gemeinschaftlichen  Faktoren  nach  der  Diffe- 
rentiation entfernt  voraussetzen,  so  daas  die  Ui  die  ersten 
Differentiale  von  U'  durch  n  dividiert,  die  ü»:  die  zweiten 
Differentiale  von  V  dividiert  durch  n  (n  —  1)  bedeuten  und 
die  Eulerschen  Gleichungen  von  den  homogenen  Funktionen 
lauten  j-j    ,    ,  tt    i    i  tt    r        ui 

Die  Bedingung,  unter  welcher  zwei  Gerade  von  den  Koordi- 
naten üi  und.li  sich  in  einem  Punkte  eines  Kegels ehuittes  von 
den  Eoeffioienten  Um  schneiden,  kann  in  Form  einer  Deter- 
minante 


f,l, 

Va, 

D"i., 

u„ 

Si 

Pu, 

u,„ 

tf.s> 

v„ 

i. 

C.S, 

V„, 

D.., 

u„ 

k 

f-'l, 

V„ 

0., 

0, 

0 

§1) 

fe. 

i., 

0, 

0 

geschrieben  werden,  weil  diese  Determinante  identisch  ist  mit 
dem  Resultate  der  Substitution  der  Koordinaten  des  Schnitt- 
punktes der  Geraden,  d.  h. 

U,k-U,%,,  U,l,~-Ü^i,,  Pi^-^'sli, 
in  die  Gleichung  des  Kegelschnittes.  Diese  Determinante  kann 
aber  nach  den  Eulerschen  Gleichungen  dadurch  reduziert  wer- 
den, dass  man  die  ersten  drei  Reihen  und  Zeilen  mit  fl^j,  ^^,  ä!^ 
respektive  multipliziert  und  von  der  vierten  Reibe  respektive 
Zeile  subtrahiert.     Für 

....  i,'J,+  i,'J,+  k^,-=E 

wird  sie  dann  zu 

tTn,  TJa,  f?..,       0,  I, 

[■„,  U,„  U,„      0,  I, 

(7„,  n„,  (7,„      0,  I, 

0,  0,  0,     -V,  -B 

S,,  fe,  i„    -F.,  0 
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ff„,  (/„,  n„,  I, 

Ol.,  P^!,  f^!.,  S. 

f^,.,  P,j,  0.1,  Ss 

e„  fe,  i„  0 


-fi' 


Pl„        Pl!,         ü,. 

0,,,     D,„     [7„ 

; 

D»,     P,.,     0» 

n  d')  tut  die  mit  £7 

und   wenn  wir  mit  Olebsch  das  Zeichea 

multiplizierte  Determinante  brauchen,  in  der  die  Gruppe  5er 
Heaseschen  Determinante  mit  dem  Saum  der  Ij  horizontal 
und   vertikal  versehen  ist,  und  in  konsequenter  Erweiterung 

hei  zweifachem  Saum,  so  dass  f  _-''  ^\  clie  ursprüngliche  De- 
terminante bezeiclmet,  so  haben  wir  also  die  Gleichung  be- 
gründet 

Weuu  also  clie  x'i  das  Verschwinden  von  Ü'  bedingen,  so  folgt, 
dass  die  Gleichung  (  j-^  'j  =0  sich  auf  .11=0  reduziert,  wie 
bekaimt. 

364.  Um  durch  dieselbe  Methode  die  Gleichung  der  Dop- 
peitangentenkurve  zu  finden,  haben  wir  das  Resultat  der 
Substitution  von 

UA^n.i,,    UA-UA,    üA~-DA 

für  Xi,  X2,  Xg  respektive  in  die  Diskriminante  der  reduzierten 
Gleichung  A  =  0  (Art,  361)  zu  entwickeln  und  wir  werden  zu 
diesem  Ende  die  Resultate  dieser  Substitution  in  die  verschie- 
denen Koefficienten  dieser  Gleichung,  nämlich  in  A^V,  A^ü\ 
u.  s.  w.,  oder  wie  wir  abkürzend  schreiben  wollen,  in  A^,  A^, 
u.  s.  w.  aufauclien.  Im  vorigen  Artikel  ist  da,s  Resultat  der 
Substitution  in  A^  entwickelt  und  Hesse^™)  hat  gezeigt,  dass 
das  Resultat  der  Substitution  in  A*  von  der  Form 

ist,  welches  sich  für  x'i  m  der  Kurve  auf  Q^B^  reduziert. 
Seine  Methode  zeigt,  dass,  weim  dies  für  zwei  aufeinander 
folgende  A*^"^,  A*  gilt,  es  auch  für  A^+'  wahr  ist  und  sie 
erlaubt  uns  Pi+i,  Qi:+i   mittelst  der  vorausgehenden  Koefß- 
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cienteu  auszudrücken.    Wir  eriimern,  dass  aacli  der  Definition 
A*+i  =  A(A')  ist,  wo  A  die  Operation 

d_ d d 

^  dx\       ^  daf^       ^  daf^ 
bezeichnet,  in  der  jedoch  die  x.;  und  die  a/f  von  einander  un- 
abhängige Grössen  sind.     In  dem  hier  betrachteten  Falle  ist 

und   also  implicifce  eine  Funktion  dei'  a:';;  man  hat  daher  die 

Operation  A  so  zu  vollziehen,  dass  die  Differentiation  die  x'i 

nur  trifft,  insofern  sie  esplicite  erscheinen,  und  nicht  insofern 

sie  in  den  Xt  enthalten  sind.     Bezeichnen  wir  die  Operation 

d       ,       ä       ,       ä 
*i  -TT-  +  ^9  -n-  +  a^i  T-y- ' 
'  d^i  dx\        ^  ax\ 

ohne    diese   Einschränkung    durch   y,    so   haben   wir  für   die 


Operation  an  irgend  einer  Funkti 
Regel  zur  Ableitung  der  Differenti 
aussetzung,  dass  die  Xi  Veränderli 


.on  8  nach  der  allgemeinen 
iale  nach  den  x'i  in  der  Vor- 
gehe sind,  aus  den  Differen- 


tialen in  der  Voraussetzung,  dass  sie  Konstanten  sind, 
„       .  „  ,  (?S  dS  dS 

365.  Der  nächste  Schritt  ist  die  Bereohnting  der  Werte 
der  ya:;.  Das  Ergebnis  der  Operation  v  ^^  einer  Funktion 
S  ist  offenbar  die  Determinante 

und  daher  für  die  Funktion  x^  oder  XI^%—  TJ^%^  insbesondere 

I  S',.fe-D"„i,    v„U-TJ„i„    v,A-lhA 

\       Si,  s„  i, 

wo  der  Faktor  n—\.  aus  der  Annahme  entspringt,  die  wir 
machten,  dass  die  Differentiale  der  üi  die  {n  —  l)-fachen 
JJn  seien. 

Wir  reduzieren  nun  die  eben  geschriebene  Determinante 
in  folgender  Weise,     Sie  ist 
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Berechnung  der  Werte  r*^ 


1>               tu, 

0,           L\, 
0,         £„ 

,   c 

U, 

Sa 

f-iS 

k,  u,„   U„, 

0,      i7„      K,, 
0,      £„       fe, 

f. 

0. 

6'„s'„     !7„s'„ 
lu           1., 

1., 

fc,         u, 

t.,             C", 
0,              li, 

U,„    ü„,    u„ 

+  ^ 

.©■ 

Bezeichnen  wir  (j.'j   durch   Z   und  durch   Z,   die   halben 


Differentiale  dieser  Pimittion  nach  den  |,,  so  differieren  diese 
letzten  nur  im  Vorzeichen  von  den  als  Faktoren  von  E  in 
den  Werten  der  v^;  auftretenden  Determinanten;  wir  erhalten 
daher 

.  dS    ,  ^  äS    ,  ^  dS\ 
'^  dxJ 


v(S)-a(s)-(«-i)e(i, 


+(-')©(^''i+^'*^ 


äS   ,    ,  dS\ 


Ist  insbesondere  yS  =  A*(r)  für  V 
Grade  »'  in  den  a^,-,  so  ist  wegen 


dxj 
eine  Funktion  vom 


notwendig 


■'CO 
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+"('-')(i;)(^'l?;+''''k+^'k)'""'<''^- 

Da  aber  A''~^V  eine  in   den  y,-  homogene  Funktion  vom 
Grade  n'—];-i-l  ist,  so  reduziert  sich  das  letzte  Glied  auf 

i(«^l)(..'-i+l)(|)A>-.(F). 

366,  Es  ist  Kweckmässig,   hier  die  Abkürzung  i/j  für  die 
Operation  ;  j  ; 


^■s 

r  +  '^M.  +  '^-sr 

einzuführen,  und  wir  bemeriien  noeli,  dass 

Pi„    Cfa,    v„, 

*(F)_ 

(T,„    V,„    U„, 
ff,i,    u„,    n,„ 

5„      S„      5„ 

ist,  wofür  wir  auch  schreiben  dürfen!     M. 

Wenn  man  in  der  vorigen  Determinante  an  Stelle  der  Vi 
und  der  0  die  Grijssen 

Ur,k-UiB%,  U,,k~U,,^,,  U^^k-^z^i^, 
und  ^2^^  —  ^^^^  einsetzt,  so  zerfällt  sie  in  zwei,  welche  je  zwei 
gleiche  Reihen  enthalten  und  verschwindet  also,  d.  h.  das  Re- 
sultat der  Operation  j^  an  i»,  verschwindet,  Weun  man  daher 
die  Operation  ip  an  einer  Funktion  auaführfc,  die  die  Xi  ent- 
hält, so  ist  das  Resultat  das  nämliche,  ob  man  diese  Grössen 
als  Konstanten  betrachtet  oder  nicht.  Die  Gleichung  des  letz- 
ten Artikels  giebt  daher  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Grössen 
A^  \i,  s,  w.,  welche  wir  zu  berechnen  wünschen, 
A>^+'  =  V  (A*)  + '"  (n  -  I)  ^^  (A"-') 

-J:(n-l){n-k  +  l)TA'^-\ 
367.  Aus  dem  soeben  gefundenen  Ausdruck  ergiebt   sich 
nun,  dass  für 

A*-i-.Pi_iü"+^i_iJJ^     und     A'^  =  P,U+Qi,B^ 
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Entwicklung  der  Werte  A,  ft.  368.  441 

füv  A'+^  die  gleiche  Form,  folgt.  Denn  wir  haben  nur  diese 
Werte  von  A*- 1,  A*  in  die  Gleiclrang  des  letzten  Artikels 
einzusetzen  und  wir  müssen  dabei  bemerken,  dass  ^^(U)  und 
v(^)  verschwinden,  wie  sogleich  durch  Einsetzung  der  Ui  oder 

der  g,  für  die  8i  in 

folgt.     Es  ist  also 

v(A>)_crv{A)  +  -B"v(a)- 

Indem  wir  dann 

nUi,  nüs,  nü^     und     g^,  l^,  Ig 

respektive  für  S^,  S^,  S^  in  (  .'j  substituieren,  folgt 

,p{U)^~nHIi     und     i'i'R)=ßj\ 
und  daher 

Verbinden  wir  endlich  die  im  Ausdruck  des  Art.  366 
für  A*+'  vorkommenden  Glieder,  so  erhalten  wir 

A*+i==FP,+i+ieäft+i 
mit 

und 

368.  Aus  diesen  Formeln  können  wir  nun  die  Werte  von 
Pj,  Qg  u.  s.  w.  entwickeln.  Man  hat  zuerst  Pj  =  0,  Qi=0  und 
(nach  Art.  363) 

also 

Pg=-A(I),     Q^=-A(H). 
Wenn  die   Kurve   eine   Kurve   dritter   Ordnung   ist,   so 
wird  A^  die  kubische  Funktion  selbst  und  der  soeben  für  Q^ 
gefundene  Wert   erhalt  die  folgende  geometrische  Bedeutung: 
Wenn  eine  Gerade 
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eine  Kurve  dritter  Ordnung  schneidet,  und  von  den  Schnitt- 
punkten ans  die  je  vier  Tangenten  an  die  Kurve  gezogen  wer- 
den, so  liegen  die  zwölf  Berührungspunkte  derselben  in  der 
Kurve  vierter  Ordnung 

denn  diese  Bedingung  muss,  wie  wir  gesehen  haben,  für  jeden 
Punkt  der  Kurve  erfüllt  werden,  dessen  Tangente  sich  mit 

in  der  Kurve  schneidet.  Dasselbe  Resultat  folgt  auch  unmit- 
telbar aus  Art.  184. 

Um  nun  zu  Q^  weiter  zu  gehen,  so  haben  wir  nach  Ar- 
tikel 367 

g,=^-x?iAH)  +  3(n-~l)(n~4)i:H 

^3{n^l)Rtlj{S)  +  Bn{n-l)ZH 
=  -  V  (^-ff)  +  6  (n  -  1)  (»  ~  2)  XH~  3  {n  -  1)  Ei'  (H). 
Aber  in  Übereinstimmung  mit  dem  Resultat  von  Ende 
Art.  365  erhalten  wir  für  fc  =  1  und  für  n'  als  den  Grad  der 
Hesseschen  Determinante  oder  5{n  —  2) 

v(AiZ)  =  A'H~  (n~  i)B^iH)  +  (n  -  l)n'lR 
und  somit 

q^=~-A^S+{n-V)n'l.H^2(n-l)ltip{H). 
369.  Damit  haben  wir  die  Mittel  zur  Bildung  der  Doppel- 
tangentialkurve  für  eine  Kurve  vierter  Ordnung.  Nach 
der  in  Art.  364  erklärten  Methode  war   zuerst  die  Diskrimi- 
nante  von  A  =  0  oder  von 

1        A3]..  _!._ — 1 ^4„a 

1.2.3.4       '^ 

zu  bilden  und  nach  Substitution  von  U^^--  ^^s%i  ^-  ^-  w-  ^^^ 
x^,  u.  s.  w.  müssen  mit  Hilfe  der  Kurvengleichung  die  §,■  ent- 
fernt werden.  Indem  man  die  Substitution  vor  der  Bildung 
der  DJakriminante  macht,  wird  die  Gleichung 


1.2 


Q.^'+A-^<^»'^+TTT-A^^^'-^' 
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Doppaltangentialkurve  der  Kurve  vievter  Ordnung.  369.  443 

und  ihre  Diskriminante  weicht  nur  durcli  einen  numerischen 
Faktor  von  Q^^—^Q^Qi  ab,  einer  Funktion,  welche  die  S,- 
noch  im  zweiten  Grade  enthält  und  daher  eine  weitere  Re- 
duktion erfordert.     Dazu  ist  die  folgende  Formel  nützlieh. 

Wenn  wir  das  System  der  Hesseschen  Determinante  mit 
drei  Reihen  und  drei  Zeüen  säumen,  so  ist  die  entstehende 
Determinante  offenbar  dem  Produkte  der  beiden  horizontal 
und  vertikal  hinzugetretenen  Determinanten  bis  auf  das  Zei- 


clien  gleich.     Insbesondere 

also 

wenn 

F,  > 

V  Fimitioi 

eu  vor 

den  Graden  k',  n"  sind,  so  ist 

Dil, 

u„, 

Ua, 

k, 

y„    P,  ' 

U,„ 

U„, 

v„, 

k, 

Y„    n, 

-^A(Y)A{W)~ 

t'i,, 
in 

i., 

P.J, 
Ss, 

0, 

0,      0 

IF,, 

W„ 

W'3, 

0, 

0,      0 

^1, 

u„ 

v„ 

0, 

0,      0 

Di„ 

u,„ 

fis, 

k, 

J-'i, 

0 

f«. 

u.„ 

Ka, 

fe, 

V^, 

0 

S'i„ 

f», 

^'i„ 

i„ 

y» 

0 

= 

k, 

i,, 

i„ 

0, 

0.        ' 

~n 

1^1, 

w„ 

W„ 

0, 

0,      - 

"»"TT 

oder 

o> 

0, 

0,    - 

-B, 

—  n'V,    - 

-U 

A(T)AIW)-n 

n"rw 

rtv 

~ll' Vit 

(W 

'-n"WE 

(I) 

^-(S+^S» 


und  wenn  die  x'i  der  Gleichung  ü—0  genügen,  so  verschwin- 
det das  letzte  Glied.     Es  ist  also  insbesondere 

oder  in  der  vorher  gebrauchten  Bezeiehnungsweise 

wo  das  letzte  Glied  das  Resultat  bezeichnet,  welches  man  er- 
hält, indem  man  in  S  anstatt  der  6;  die  Differentialkoefficien- 
ten  von  H  setzt. 
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In  ganz  derselben  Art  erhalten  wir  eine  Reduktionsformei 
für  A^y,  indem  wir  in  der  vorhergehenden  Determinante 

^,  ^,  ^für  7,,  7,,  K     und  für     W„  W„  W^ 
(Ix-i    ax^    tt% 

setzen   und  die  Operation  an  7  vollziehen.     Wir  haben  dann 

in  der  Reduktion  statt  )i'7  und  n"W 

,  d       .     ,   ä       ,     ,   ä 

'  dx-^  ax^  dxg 

und  die  Fofmel  wird 

A.r-,/(„'~l)7(J)-2(„'-l);ä([)+iä-(*)F, 

worin  das  letzte  Symbol  das  Resultat  bezeichnet,  welches  man 
erhält,  indem  man  in  I  anstatt  der  |;  Differentiationssymboie 
einsetzt  und  die  entsprechenden  Operationen  an  7  vollzieht. 
Indem  wir  nun  den  so  für  A^H  gefundenen  Ausdi-uck  in 
den  im  Art.  368  für  Q^  gegebenen  Wert  einsetzen,  erhalten  wir 

Q^^  -  n'  (n'-n)  ZR+  2  (n'-7i)  B%,  (H)  ~  B'i^^']  H. 

Und  weil  Qj^  =  —  H  ist,  so  erhalten  wir  allgemein 

Im  Falle  der  Kurve  vierter  Ordnung,  wo  n^i,  n'^ß  ist, 

und  demnach  die  Gleichung  der  durch  die  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  gehenden  Kurve 


\H. 


~3fi   7   If-O 


d.  li.  für   Z   als   die  Funktion  —  das   adjuiigieite   System   der 
Uik  als  TJii  bezeichnend  — 

in  entwickelter  Form 
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Die  Kurve  von  der  Oi-dnung  vierzehn.  370,  4>^ 

"  ria^  dx^  dx^  dx^  dx^  dx^ 


ix' 


+  2U     -^^+2V    -^^+2V  ^^^]; 
^^  dx^dx^  '^  dx-^äx^  ^^dx^dx^  \ 

eine  Kurve  you  der  Ordnung  vierzehn. 

370.  Die  erhaltene  Gleiehnng  kaim  mit  Hilfe  des  in 
Art.  356,1  der  „Kegelachn."  entwickelten  Ausdrucks  der  Be- 
dingung transformiert  werden,  unter  welcher  die  Polarlinie 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  einen  andern 
Kegelschnitt  berührt.     Für 

«11  Xi^  +  ■ .  ■  =  0 
als  den  einen  und 

als  den  audera  Kegelschnitt  haben  wir 

für  F  als  einen  zu  den  beiden  voiigeu  kontravarianten  Kegel- 
schnitt.    Und  in  derselben  Art  ist 

=  {  %i  (ß-'sa«'3S-«'sB*')  +,-  ■  1  I  «11  ^i'  ■  ■  ■  1  -  F. 
Wenn  wir  nun  die  an  als   die  Cjj  der  vorigen  Entwicklung 
und  ebenso  die  a'nc  als  die  zweiten  Differentialkoefficienten  der 
Hesseschen  Kurve  denken,  so  sind,  weil  n'  der  Grad  der  letz- 
ten Funktion  ist,  die 

'*'ii  ^1  +  "'is  *2  +  «'la  *8 ;  ^-  ^-  '^■ 
die  («'— 1) -fachen  der  ersten  Differentialkoefficienten  und 

ist  das  (n'  —  1)^- fache  der  Kovariante,  welche  wir  in  Art.  232  & 
genannt  haben.  Wir  können  ebenso  dui-ch  &'  die  entsprechende 
Kovariante  bezeichnen,  in  welcher  verglichen  mit  &  die  Differen- 
tialkoefficienten der  Originalkurve  und  der  H  e  s  s  e  sehen  Kurve 
derselben  vertauscht  sind  und  deren  Verschwinden  die  Bedin- 
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gung  liefert,  unter  welcher  die  gerade  Polare  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Karve  die  konische  Polare  desselben  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Hessesche  Kurve  berührt.  In  derselben 
Art  ist 

die  Grösse  ^  und  a\^Xj^+  i\.  s.w.  gleich  n'(n'—l)H.  Wir 
erhalten  daher  die  identischen  Relationen 

(n'—iy&-=n{n'~V)H0-W,     ©'■^U^'-'E, 
also 

(n'  -  Vf&^n'in'  -\)H^  =  ®'-  ü^'. 

In  dem  be sondern  Falle  der  Kurven  vierter  Ordnung  aber 
wegen  ii'  =  G 

Die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  mit  der  Kurve  sind 
also  nicht  bloss  ihre  Schnitte  mit  der  vorher  erhaltenen  Kurve 

sondern  auch  mit  der  Kurve 

und  mit  der  dritten 

©'-45^^-0. 
Man  sieht,  die  Doppeltangentenkurven  können  iuFuuk- 
tion  der  Kovariaiite  F  ausgedrückt  werden. 

371.    Wir  wollen    zur  fünften   Ordnung   fortschreiten. 
Wir  haben  (Art,  367) 

+  4(w-  l)iJi^(g3)-4«(K^l)ii"Pg 
und  erhalten  mit  Anwendung  des  zuletzt  erhaltenen  Wertes  von 
Q^  und  mit  den  Abkürzungen  ®  für  f       )  und  *  für  (  ^  jH 

+  2(n'~n)ItAi;{H)-It^d.{^)  +  in(n'-l)HA(I.) 
+  4(n-l)(n-5)i:AH-i(n^i)Ilil^{AK) 

+  i{n~d)EA(tH)-4:(n-l)It^{AH)-B^A{0). 
Für  ii  =  5  a] 
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Es  ist  aucli  m  diesem  Falle  •>■  \        ^  \    / 

Öi mXH+  8  lii>  (B)  -  J^^*, 

Um   dann  die  Gleichung   der   Doppel tangeiitenkiirve  wirklich 
zu  bilden,  hat  man  den  Ausdruck 

(27  a  «,  -  5  Q,  «.)■  -  ö  (4  g,'  --OQ,Q^  (ö  ft'  -  12  ft  C,) 
ZU  berechnen,  welcher  die  li  im  sechsten  Grade  enthält  und 
aus  welchem   daher  mit  Hilfe  der   Gleichung  der  Kurve  die 
sechste  Potenz  von  li  herausdividiei-t  werden   muss.     Infolge 
einer  frühem  Formel  haben  wir  aber 

Man  kann  auch  leicht  zeigen,  dasa 

^TQ.Qö-ÖQ^Q^     und     5Q/~12g^Q^ 
je  durch  R  teilbar  aind;  aber  die  weitere  Reduktion  ist  nicht 
gelungen. 

Alle  diese  Berechnungen  können  übrigens  durch  die  Me- 
thoden der  Symbolik  vollzogen  werden  (vergl.  „Vorlesungen" 
Art.  298,  312,  314). 

372.  Eine  andere  Methode^"')  zur  Lösung  des  Problems 
der  Doppeltangenten  wird  durch  den  in  den  Art.  184,  236  be- 
wiesenen Satz  an  die  Hand  gegeben,  wonach  der  Punkt,  in 
welchem  die  Taugente  einer  Kurve  dritter  Ordnung  dieselbe 
ferner  schneidet,  durch  den  Schnitt  der  Taugente  mit  der  Linie 

bestimmt  ist.  Man  wird  in  analoger  Weise  die  Gleichung 
einer  Kurve  von  der  Ordnung  w  — 2  zu  bilden  suchen,  welche 
durch  die  {n  —  2)  Punkte  geht,  in  denen  die  Tangente  einer 
Kurve  n^"'  Ordnung  sie  noch  schneidet.  Wenn  die  Gleichung 
dieser  Tangentialkurve  bekannt  wäre,  so  würde  man  nur  die 
Bedingung  zu  bilden  haben,  unter  welcher  die  gegebene  Tan- 
gente diese  Kurve  berührt,  um  darin  die  Gleichung  der  Kurve 
durch  die  Berührungepnukte  der  Doppeltangenten  zu  erhalten. 
Das  früher  über  die  Ordnung  dieser  Kurve  Bewiesene  er- 
laubt uus  zu  erkennen,  welches  die  Ordnung  der  Tangential- 
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kurve  in  den  x'f  und  in  den  Koefficienten  sein  muss.  Die  Be- 
dingung, unter  welcher  die  Linie 

eine  Kurve  («  —  2)"'  Ordnung  berülirt,  ist  von  der  Ordnung 
(» —  2)  (w  —  3)  in  den  Ui  und  von  der  Ordnung  2  (n  —  3)  in 
den  Koefficienten  dieser  Kurve.  Wenn  also  die  Koefficienten 
in  der  Gleichung  der  Tangentialkurve  die  x'i  in  der  Ordnung 
Q,  die  Koefficieuten  der  Originalgleich ung  in  der  Ordnung  p' 
enthalten,  so  wäre   die  Kurve  der   Doppeltangenten   von   der 

Ordmmg  („__  i)(„_2)(«-3)+2(,(«-3) 

in  den  x'i  und  von  der  Ordnung 

(«-2)(M^3)  +  2p'(n-b) 
in  den  Koefficienten  der  Original gleichnng.     Da  dieselbe  nun 
in  Wirklichkeit  von  der  Ordnung 

(«-2)(w-3)(«  +  3) 
in  jenen  und  von  der   Ordnung  (ra  +  4)  (m  —  3)  in   diesen  ist 
(Art.  3G2),  so  folgen  für  p,  q'  die  Werte 

(,-2(n-2),    s'-3; 
oder  die  Tangentialkurve  ist  von  der  Ordnung  2(w  — 2)  in  den 
a/;  und  von  der  dritten  Ordnung  in  den  Koefficienten  der  Ori- 
ginalkurve, 

Wir  wissen  ferner,  dass  für  a/,-  als  einen  Punkt  der  Hesse- 
schen Kurve  die  Tangentialkurve  diesen  Punkt  selbst  enthält, 
so  dass  die  Substitution  der  x!.i  für  die  x,  die  Gleichung  der 
Tangentialkurve  auf  11=0  reduzieren  muss;  diese  Überlegung 
und  die  bekannte  Form  ihrer  Gleichung  in  dem  Falle  der 
Kurven  dritter  Ordnung  führten  zu  der  Vermutung,  dass  die- 
selbe im  allgemeinen  die  (n  —  2)"  Polare  von  x'i  in  Bezug  auf 
die  Hessesche  Kurve  oder  A"-^-ff=0  sein  werde;  denn  diese 
Funktion  giebt  die  richtigen  Ordnungen  in  den  Xi  und  x'i  und 
in  den  Koefficienten,  und  die  entsprechende  Kurve  geht  durch 
den  Punkt  x',-,  sobald  derselbe  in  der  Hesseschen  Kurve 
liegt.  Wir  untersuchen  daher  im  nächsten  Artikel,  ob  die 
Kurve  A''~^{H)^0  durch  die  Punkte  geht,  in  welchen  die 
Kurve  von  ihrer  Tangente  ausser  dem  Berührungspunkte  ge- 
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schnitten  wird;  und  obgleich  die  Antwoj-t  verneinend  ausfällt, 
80  leitet  doch  die  Methode  der  Untersuchung  zur  wahren  Form 
der  Gleichung  der  Tangentialkurve. 

373.  Wir  denken  für  Cartesische  Koordinaten  den  An- 
fangspunkt in  der  Kurve  und  die  Axe  der  y  als  die  entspre- 
chende Tangente  und  setzen  die  Gleichung  der  Kurve 
nhy  +  ^n^n  —  '^{c^x^  +  ^c^xy  +  c^'if) 


1 
•■2.3 


Wir  bemerket!  sofort,  was  in  der  Folge  nützlich  sein  wird, 
dass  die  Gleichungen  der  verschiedeneu  Polaren  des  Ursprungs 
in  Bezug  auf  die  Kurven  ans  der  so  geschriebenen  Gleichung 
hervorgehen,  indem  man  einfach  «  —  1,  w— 2,  u.  s.  w.  für  n 
in  dieselbe  einsetzt.  Damit  nun  die  Kurve  durch  die  Taugen- 
tialpnnkte  gehe,  so  muss  ihre  Gleichung  von  solcher  Form 
sein,  dass  sie  für  ?/  —  0  sich  auf 

reduziert. 

Wir  bilden  nun  die  Gleichung  der  Hesaeschen  Kurve 
und  vernachlässigen,  weil  wir  ihre  Polarkurven  für  den  An- 
fangspunkt der  Koordinaten  zu  bestimmen  imd  in  ihren  Glei- 
chungen !/=-0  zu  setzen  haben,  von  vorn  herein  diejenigen 
Glieder  in  ihr,  welche  y  enthalten.  Die  zweiten  Differential- 
koefficienten  der  Originalgleichung  sind 

(7j^  =  e„  +  (m - 2) (?o a: -h -|(«  - 2) (b - 3) Cf, «H  u. s. ■* 

JTgs  =  '  T («  -  2)  ("  -  3)  Co«^  +  ".  f 

tr,,^6  +  («- 2)Ciir +  -!■(«- 2)(w-3)(?,«ä+u.f 
Z7ia=         («-2)c„x  +  -^-(«-2)(M~3)<^ofl;ä+u.s.i 
^lü  =  Ci  4-  («  ~  2)  (?i  a;  +  -l  (k  -  2)  (w  -  3)  El  iH  Tl.  s 

Die  Gleichung   der  Hesseschen  Kurve   ergiebt   sich   also   in 

der  Form 

e^h''+(n~2)d^¥x  +  {\(n-2)in-Z)e^¥ 

+  («-l)(K-27g  +  (ii~l)(«-2)(»--3)i?)a:Hu.s.w.  =  0, 
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WO  abkürzeütl  gesetzt  ist  —  weil  diese  Werte  für  uusern  Zweck 
unwesentlioli  sind  — 

Von  Wichtigkeit  ist,  dass  die  Gleichung  sich  in  Gruppen  von 
Gliedern  teilt,  die  dieselbe  Funktion  von  n  als  numerischen 
Koefficienten  haben,  so  dass  wir,  um  die  Gleichung  der  Hesse- 
sehen Kui-ve  von  der  ersten,  zweiten  n.  s.  w.  Polare  der  ge- 
gebenen Kurve  in  Bezug  auf  den  Koordinatenaafangspunkt  zu 
bilden,  nur  n~  1,  k  — 2,  u.  s.  w.  für  n  in  der  obigen  Gleichung 
zu  setzen  haben. 

Da  nun  die  geradlinige   Polare   des   Anfangspunktes   für 
eine  Kurve  rs"^  Ordnung 

Hi,-t-Mi  +  u.  s.w.  =  0     durch     wMq  +  Mj  =  0 
dargestellt  wird,  so  ist  sie  für  die  Hessesche  Kurve  von  der 
Ordnung  3  (w  —  2)  nach  der  vorigen  Gleichung  durch 

^Ct,+  d^x=Q 
ausgedrückt,  wenn  wir  ein  Glied  in  y  als  unwesentlich  in  der 
gegenwärtigen  Frage  weglassen;  und  da  diese  Gleichung  n 
nicht  enthält,  so  sehen  wir,  dass  die  Polaren  eines  Punktes 
der  Kurve  in  Bezug  auf  die  Hessesche  Kurve  der  Kurve 
selbst  oder  einer  ihrer  Polarkurven  die  Tangente  in  dem 
nämlichen  Punkte  schneiden.  In  der  That  ist  die  Polare  in 
jedem  Falle  dieselbe  Linie.  Für  «  =  3  ist  Sc^  +  ^o^  '^^^  ^^" 
siiltat  der  Substitution  y^O  in  die  Gleichung  der  Kurve, 
d.  h.  die  Polare  in  Bezug  auf  die  Hessesche  Kurve  ist  die 
Tangentiallinie,  wie  wir  früher  gesehen  haben. 

Die  Gleichung  des  Polarkegelschnittes  des  Anfangspunk- 
tes in  Bezug  airf  eine  Kurve  n'^'  Ordnung  ist 

und  daher  die  vom  Polarkegel  schnitt  des  Anfangspunktes  in 
Bezug  auf  die  Hessesehe  Kurve 

4()( -  2)  {Zn  -  1)  c^h^+{n -  2)  (3« -  7)  d^V'x 
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und  mau  sieht  sofoi-t,  dass  derselbe  im  Falle  der  Xurve  vier- 
ter Ordnung  nicht  die  Taiigentialkui-ve  sein  kann,  weil  sie  die 
Gruppe  der  Glieder  -P  enthält,  die  in  der  Gleichung  der  Kurve 
nicht  analog  auftreten. 

Aber  wir  können  leicht  eine  Gleichung  bilden,  die  diese 
Glieder  nicht  enthält.  Bezeichnen  wir  durch  A^.H=0  die  so- 
eben erhaltene  Gleichung,  und  sei  A^H^  der  Polarkegel  schnitt 
des  Anfangspunktes  in  Bezug  auf  die  Heseesche  Kurve  der 
ersten  Polare  des  Anfangspunktes,  so  wird  nach  dem  Vorher- 
gehenden A^H^  aus  A^H  abgeleitet,  indem  man  «—1  für  n 
schreibt.     Dann  bestätigt  man  leicht,  dass 

(n-2)A^H~{n-l)A^H^-^(n-3)h'^{6c„+idt>x  +  e^x^]- 
Wenn  aber  die  gegebene  Kurve  von  der  vierten  Ordnung  ist, 
so  ist  die  rechte  Seite  das  Resultat  der  Substitution  von  y  =  0 
in  die  Gleichung  derselben;  und  daher  ist 

Aälf~-3A^-ffj  =  0 
die   Gleichung    der   Tangentialkurve    der   Knrve   vierter 
Ordnung. 

In  derselben  Art  finden  wir  die  Gleichung  der  dritten 
Polai'e  des  Anfangspunktes  in  Bezug  auf  die  Hessesche  Kurve 

+  -^(n-2)(H~3)(3n-8)eo&V  + («-!)(»- 2)  (3n- 8)  Px« 
+  J-  {n  -  2)  (w  -  3)  (n  -  i)  /;&  V 
+  (n  - 1)  {n  -  2)^  Qx^  -f  (n  - 1)  (n  -2){n-  3)  Rx^, 
und  A^fl^,  A^Zfg,  u.  s.  w.  werden  aus  ihr  dureli  die  Substitu- 
tion von  n~l,  n  —  2,  u.  s.  w.  für  n   gebildet.     Und  wir  be- 
stätigen sodann,  dass 

(n  -  3)  {n  ~  4)  AV/  ^2{n-l)  {n  -  4)  AWj 
-\-{n-\){n-2)Am^ 
^2{n-^){\0ca+10d^x  +  beaX^  +  fx'') 
ist.    Für  n  =  b  ist  aber  die  rechte  Seite  das  Resultat  der  Sub- 
stitution von  j/  =  0  in  die  Originalgleichung  und  es  folgt  da- 
her,   dass   die   Tangentialkurve   für   die   Kurve   fünfter 
Ordnung  durch 

A^'H-iAUl,  +  6A»H^  =  0 
ausgedrückt  wird. 
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Für  H  =  6  fergiebt  sieb  in  derselben  Art 

Auf  diese  Weise  gelangte  der  Verfasser  dnreh  Induktion  zu 
dem  Schlüsse,  dass  die  Gleichung  der  Tangentialkurve  im  all- 
gemeinen Pa.ll  sein  müsste 

+  ^(n-l)(«^2)A"-ä^,-u.s.w.  =  0; 
und  dieser  Schluas  ist  sodann  durch  Oayley  unabhängig  be- 
stätigt worden. 

374.  Was  oben  gefunden  wurde,  dass  die  Polargerade  des 
Anfangspunktes  in  Bezug  auf  die  Hessesche  Kurve  dieselbe 
ist,  wie  die  in  Bezug  auf  die  Hessesche  Kurve  irgend  einer 
der  Polarkurven  der  Original  kurve,  kauu  leicht  direkt  bestä- 
tigt werden.     Wü'  haben 

oder  mit  den  Abkürzungen  U^,  für   U^2^s3~  '^23^  u. s.w. 
dH^ 

mit  analogen  Ausdrücken  für  die  nach  x^  und  x^  genommenen 
Differentiale. 

Es   ist   zu  bemerken,  dass   dieselben  in  der  abgekürzten 


Form 


dH  ä     /4\ 


dx^  dxi  \äj 

gesehrieben    werden    können.     Nun    werden    die   Differeutial- 
koefficienten  der  ersten  Polare 

x\U,  +  x',ü^  +  x\ü,  =  0 
aus   den   korrespondierenden   der   Originalkurve   durcb   die   an 
denselben  zu  vollziehende  Operation 

,  d       ,     '  ^    'i-j  ^ 

Vxj         ^  dx^         ^  dx^ 
gebildet,  die  bei  Ei-setzung  der  Xj  durch  die  a^i  der  Multipli- 
tation  mit  den  Faktoren  n—1,  «  — 2,  u.  s.  w.  für  jeden  äqui- 
valent ist.     Da  aber  derselbe  numerische  Faktor  jedem  Glied 
im  Ausdruck  für  if,  angehört,  so  repräsentiert 
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dieselbe  Gerade,  ob  die  Polare  in  Bezug  auf  die  Hessesche 
Kurve  des  Originals  oder  seiner  ersten  Polare  gebildet  wird. 
Derselbe  Schluss  isb  auf  die  übrigen  Polarkurveii  anwendbar. 
Geben  wir  zumPolarkegelscbnitt  weiter.  Wenn  wir  die 
soeben  für  iZ",  u.  s.  w.  gegebenen  Ausdrücte  diiferentiieren ,  so 
bestehen  die  Differentiale  aus  zwei  Gruppen  von  Gliedern, 
nämlich  dem  Differential  in  der  Voraussetzung,  dass  die  Ua 
konstant  sind,  und  der  die  Differentiale  dieser  Grössen  ent- 
haltenden Gruppe,  Wenn  wir  zur  Abkürzung  die  Differen- 
tiationssymbole  nach  3!^,  x^,  x^  durch  d^,  d^,  d^  bezeichnen,  so 
haben  wir 

d^^H=  V  [  Uii3i^+  U322sH  ■  ■  •  1  ^ 

+  ^1^1 !  c^n {h'^\ - Ko\f+  u,, {d^6\ - d^d'^y^ ■■■]ü, 

wo  die  Aceente  in  der  letzten  Gruppe  Yon  Gliedei'n  erst  nach 
der  Entwicklung  anzufügen  sind,  und  z,  B,  das  Glied 
.  ^1  TT  ,2'/.    f-      n     _äHJdHJ_ 

&,cJj„dJciJ'      lur       t/.,    -; ; — 5-; 5 — 5 

steht.    Wir  können  für  diese  Gleichung  die  kurae  Syrabolform 


anwenden.  Infolgedessen  kann  die  Gleichnng  des  Polarkegel- 
schnittes eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Hessesche  Kurve 
in  der  Form  F-f-IF=-=0  geschrieben  werden,  für  F  als  Zeichen 
einer  Gruppe  von  Gliedern,  in  deren  jedem  ein  viertes  Diffe- 
rential mit  dem  Produkt  von  zwei  zweiten  Differentialen  mul- 
tipliziert ist,  und  W  als  Symbol  für  eine  Gruppe,  wo  ein 
zweites  Differential  zu  dem  Produkt  zweier  dritten  Differentiale 
als  Faktor  tritt.  Wenn  wir  nun  die  Hessesche  Kurve  der 
ersten  Polare  nehmen,  so  werden,  wie  oben  festgestellt  ist, 
die  zweiten,  dritten  und  vierten  Differentiale  mit  m  — 2,  n  —  d, 
n  —  i  respektive  multipliziert  und  das  Ergebnis  ist 

also  für  M'=4  reduziert  auf  die  letzte  Gruppe  von  Gliedern. 
Die  Gleichung  der  Tangentialkurve  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung ist  also  von  der  Form  F+  k  W^  0  und  kann  entsprechend 
transformiert  werden.   So  kann  man  sie  in  der  Form  schreiben 
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Die  Gieichung  der  Kurve  durch  die  Berührungspunkte  der 
Doppeltangenten  wird  aber  endlich  gebildet,  indem  man  die 
Bedingung  schreibt,  unter  welcher  die  Tangente 

den  eben  geschriebenen  Kegelschnitt  berührt,  und  sie  enthält 
drei  Gruppen  von  Gliedern,  nach  der  Form  der  Berührungs- 
bedinsung 

für  die  Gleichung  S-i-hS'  ^0.  Der  Funktion  Z  entspricht 
hier  die  Kovariante  &',  und  es  hat  sieh  bestätigt,  dass  die  beiden 
andern  Gruppen  von  Gliedern  auch  in  der  Fonn  &-{-hH^ 
ausdrückbar  sind.^"'') 

375.  Pole  und  Polaren.  Wir  stellen  hier  zuerst  einige 
Eigenschaften  der  Jacobischen  Kurve  eines  Systems  von 
drei  Kurven  zusammen.  Dieselbe  ist  der  Ort  der  Punkte, 
deren  gerade  Polaren  in  Bezug  auf  die  drei  Kurven  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  und  ihre  Gleichung  ist  daher  für 
«  =  0,  w==0,  «(1  =  0  als  die  Gleichungen  der  Kurve 


J- 


=  0. 


In  Art.  192  zeigten  wir  —  denn  die  dort  angeführten  Gründe 
beziehen  sich  nicht  bloss  auf  Kurven  dritter  Ordnung  —  für 
Kurven  von  einerlei  Ordnungszahl,  dass  die  Jacobische 
Kurve  der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Kurven  des  Ge- 
bildes zweiter  Stufe 

ist.  Wenn  die  drei  Kurven  einen  gemeinsamen  Punkt 
haben,  so  liegt  derselbe  auf  ihrer  Jacobischen  Kurve, 
und  wenn  sie  insbesondere  von  einerlei  Ordnungszahl 
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sind,  so  ist  er  ein  Doppelpunkt  ihrer  Jacobischen 
Kurve, ^''^)  Denn  was  das  erstere  betrifft,  SO  folgt  für  [i,  ft',  l^" 
als  die  Ordnungszahlen  aus  den  Gleichungen 

%Wi  +  X3M2  -f-  a;g«3  =  ^!(,    Xj^Vj^-]- x^v^  +  XgVg  =  jj/v, 
iKjM'j  +  x^w^  +  x^w^  ■=  ii"w 
sofort 

Jx^  =  fiti(v^tv^  —  v^tv^)  +  (i,'v(iV2ii^  —  tVgri2)  +  ii"te(ti2V^  —  v^v.j'), 
oder  schreiben  wir 

Jx-^  —  (lAii  +  fi'Bv  -\-  ^"Ctv; 

d.  h.  J  verschwindet  mit  dem  gleichzeitigen  Verschwinden  von 
j;,  V  und  w, 

und  für  das  zweite  folgt  ans  dei'  Difl'erentiation  nach  x^ 

J  +  X.  -p-  =  UM  -; h  ^'v  -. V  (I."W  j~ 

^  dx^      ^    dy;^      '      dx^      '^      dx^ 
und  da 

ist,   80  verschwindet  für  fi  —  i^'^i^"  das  Differential  -yr  f**"" 

alle  die  Werte,  welche  u,  v,  iv  i^nd  folglich  J  gleich  Null 
machen. 

So  ist  ferner 

d.T  cJA        ,    dB   ,     ,,     dO 

und  da 

An2  +  Bv._  +  Cw2  =  0 

ist,  so  versehwindet  dies  für  jede  Wertegrappe,  welche  sf,  v,  tv,  J 
zur  Null  macht,  sobald  ft  =  ft'-=fj"  ist;  in  derselben  Art  ver- 
schwindet aber  auch  der  dritte Differentialkoefficieut  von  /für 
denselben  Punkt. 

Wenn  nur  zwei  der  Kurven  von  einerlei  Ordnungs- 
zahl sind,  so  berührt  die  dritte  Kurve  die  Jacobische 
Kurve  der  drei  in  ihren  gemeinsamen  Punkten.  Denn 
die  oben  geschriebene  Gleichung  wird  für  ;i  =  ft' 
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dJ  (lA  ,        dB  ^     „     äC 

und  für  einen  gemeinsamen  Punkt  also  reduziert  auf 

J^  ^1  =  (ft"  —  p)  CiVi ; 
da  man  oun  in  gleicher  Weise  erhält 

so  repräsentieren  die  beiden  Gleichungen 

tf^  x^  +  tTj  a^2  +  Jj  a^g  =■  0     und     w^  x^  +  ^!?2  x^  +  zUg  ^8  =  0 
die  nämliche  gerade  Linie. 

Wenn  in  diesem  Falle  der  gemeinsame  Punkt  ein 
Doppelpunkt  in  der  Kurve  w=^Q  ist,  so  ist  er  auch  ein 
solcher  in  der  Jacobiachen  Kurve  des  Systems  und  hat 
als   solcher   dieselben   Tangenten   wie   für   die   Kurve 

Die  für  J^,  J^,  J^  soeben  erhaltenen  Werte  verschwinden, 
wenn  «(!,,  w^,  w?g  verschwinden.  Differentiieren  wir  aber  wieder- 
holt, indem  wir  die  Glieder  unterdrücken,  welche,  weil  sie 
!(,  V,  tv,  tf,  Jj  oder%,  w^^  w^  enthalten,  verschwinden,  so  erhalten 
wir  rfV         /     dÄ  ,      dB\      .  „       ,  ., 

Aber  aus  den  Werten  von  Ä  und  B  ergiebt  sich 

dA   ,       dB         .  \  ,      /  •, 

^  dx^         ^  dXi  ^  •:    "         a     12/         1  ■,    la    B  13    2/ 1 

durch  Elimination  von  x^^  x^,  x^  zwischen  den  Gleichungen 

Xyiij  +  x^u^  +  x^ii^  =  0,     x^Vi  +  «a^a  +  x^v^  =  0, 

*1  *"!  +  ^2  ^"8  +  ^a  ^^s  ~  "^ 
erhält  man  aber 

Ui  (»2  iCi3  —  i'aJfia)  Hr  l'i  ('"laWs  —  ^''la  "s)  ^  —  ^^n  («a^'s  —  «fg  "a) 

und  somit 

mit  ähnlichen  Werten  für  die  übrigen  zweiten  Differential- 
koefficienten  von  J,  die  also  sämtlich  ku  den  entsprechenden 
von  w  proportional  sind.    Die  beiden  Kurven  J^O  und  w=0 
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Laben  also  die  uämlichen  Tangeuten  in  ilirem  gemeinsamen 
Doppelpunkt. 

376.  Man  beweist  ferner  wie  in  Art,  190,  dass  es 

(^-i)»+{f'-i)(F'-i)+(,«'-i)' 

Punkte  giebt,  deren  gerade  Polaren  in  Bezug  auf  zwei 
Kurven  U'—O,  »  =  0  sich  decken;  durch  diese  Punkte  musa 
offenbar  die  Jacobische  Kurve  gehen,  welche  diese  beiden  mit 
irgend  einer  dritten  Kurve  bestimmen.  Und  in  Art,  97  ward 
gezeigt,  dass  die  Jacobische  Kurve  die  Kurve  ![  =  0  in  den- 
jenigen Punkten  schneidet,  welche  Punkte  der  Berührung  von 
»  =  0  mit  Kurven  des  Büschels 

v  +  Xw^O 
sein  können.  Daraijis  folgt  unmittelbar,  dass  der  Ort  von 
Punkten,  welche  Berührungspunkte  der  Kurven  des 
Büschels  fi'"  Ordnung  ti  +  Xu*  =  0  mit  Kurven  des  Bü- 
schels von  der  ji"™  Ordnung  v-\-X'v*^0  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  2fi-|-2fi'  — 3  ist,  deren  Gleichung  in  jeder 
der  äquivalenten  Formen  geschrieben  werden  kann 


Ferner  erbellt  aus  dem  Vorigen,  dass  die  Punkte,  in  wel- 
chen Kurven  der  Systeme 

,[  +  lf(*  =  0,     ii-t-A'u*  — 0,     iv  +  Ä"w^-^0 
sieh  zu  dreien  berühren,  nur  unter  den  Schnittpunkten  zweier 
Kurven  von  den  Ordnungen 

2.«-|-2(t'-3,     2ft  +  2f<.""3 
sein  können;  da  aber  unter  diesen  die  ft^  Punkte  «  =  0,  w*=0 
und  die  3(ft— 1}^  Punkte  sind,  welche  die  Jacobischen  Kur- 
ven gemein   haben,  die   das  Büschel  ii-\-lu*  =  0  mit   andern 
Kurven  bestimmt,  so  giebt  die  Subtraktion  dieser  Zahlen  für 
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die   Zahl   von  Punkten,   in  welehen   sieh  drei   Kiirveu 

der  Büschel  von  den  Ordnungen  fi,  ft',  jt"  berühren, 

4  (ftji'  +  (i'fi"  +  (t(t")  —  6  (;t  +  ft'  +  it,")  +  6. 

377.  Wir  haben  im  Art.  97  gesehen,  ,dass  der  Grad  der 
Bedingung,  unter  welcher  zwei  Kurven  «=0,  v  =  0  sich  be- 
rühren —  wir  wollen  sagen  der  Grad  ihrer  Bertihrungs- 
invai'iante   — ,  in  den  Koefficienten  von  v  gleich 

ji((t  +  2^'-3)-2iä  — 3« 
oder   gleich  ]'  +  2fi(jt'— 1)   und    in    den  Koefficienten   von  u 
gleich  v'  +  2ft'(fi  — 1)  ist. 

Die  Berührangsiuvariante  im  Falle  von  zwei  Kegelschnit- 
ten wurde  in  „Eegelachn."  Art.  348  gebildet,  indem  man  von 
der  Diskriminante  von  u  +  lv  als  von  einer  Punktion  von  l 
die  Diskriminante  bildete.  Aus  analogen  Gründen,  wie  die 
dort  entwickelten ,  kann  mau  schliessen,  dass  die  Anwendung 
desselben  Vorgangs  auf  zwei  Kurven  von  der  Ordnung  ft  ein 
Resultat  giebt,  welches  die  Berührungsinvariante  als  Faktor 
enthält.  Ist  dieselbe  A  und  ist  iJ  =  0  die  Bedingung,  unter 
welcher  X  so  bestimmt  werden  tann,  dass  die  Kurve  «s  +  ,lü  =  0 
zwei  Doppelpunkte  hat  und  dazu  (7=0  die  Bedingung,  unter 
welcher  l  so  bestimmbar  ist,  daas  u-\-?.v  =  0  eine  Spitze  hat, 
so  ist  die  Diskriminante  der  Diskriminante  von  ti  +  lv  als 
eine  Funktion  von  X  gleich  AB^Ö\  Dass  B  und  C  Faktoren 
sind,  ergiebt  sich,  indem  man  u^O  als  eine  Kurve  mit  zwei 
Doppelpunkten  oder  als  Kurve  mit  einer  Spitze  annimmt. 
Dann  versehwindet  nicht  nur  die  Diskriminante  von  u,  son- 
dern auch  ihre  Differentiale  nach  den  Koefficienten  von  u,  so 
dasa  bx  der  Diskriminante  von  u  +  Xv  die  Glieder  mit  i"  und 
X^  verschwinden  und  X^  ein  Faktor  der  Diskriminante  ist;  dann 
aber  muas  ihre  Diskriminante  nach  X  verschwinden. 

Wenn  z.  B.  j(=0,  v  =  0  Kurven  dritter  Ordnung  sind, 
so  enthält  die  Diskriminante  einer  jeden  ihre  Koefficienten 
im  zwölften  Grade  imd  dieselben  treten  im  Grade  132  in  ihre 
nach  X  gebildete  Diskriminante  ein.  Aber  die  Beruhruuga- 
invariante  enthält  die  Koefficienten  einer  jeden  im  Grade  18, 
und   die   Invarianten,  welche  verschwinden,   wenn  j(  +  A«.'  =  0 
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eine  Spitze  oder  ein  Paar  von  Doppelpunkten  hat,  enthalten 
die  Koefficienten  jeder  der  beiden  Funktionen  in  den  Graden 
24  und  21  respektive.  Denn  der  Grad  in  den  Koefficienten 
stimmt  mit  der  Zahl  der  Kurven  des  Systems 

u  +  i.v  +  ?.'w  =  0 
üherein,  welche  die  fragliehen  Singularitäten  haben;  im  Falle 
der  Spitze  liefern  die  Invarianteurelatiouen  S  =  0,  T^O  eine 
Gleichung  vom  sechsten  und  eine  vom  vierten  Grad  zur  Be- 
stimmung von  X  und  [i  und  somit  24  Lösungen;  in  dem,  Falle 
von  zwei  Doppelpunkten  aber  können  wir  voraussetzen,  dass 
^i  =  0,  v^O,  w  =  0  sieben  Punkte  gemein  haben  und  die 
21  Systeme  aus  einer  Geraden  und  einem  Kögelscbnitt,  die 
durch  dieselben  gehen,  geben  die  Antwort.  Wir  haben  in 
dieser  Art  132  =  18  +  2.21  +  3.24. 

378,  Im  allgemeinen  Palie,  wo  die  Diakriminante  vom 
Grade  3(ft—  1)^  ist,  enthalt  die  Diskriminante  derselben  nach 
Jl  die  Koefficienten  jeder  Kurve  im  Grade 
3(ji-l)''(3ji^-6(i  +  2) 
und  die  BerUhrungsinvariante  enthält  sie  je  im  Grade  3/i(/i  — 1) 
und  man  findet  weiterhin  (Art.  381),  dass  der  Grad  der  Be- 
dingung, unter  welcher  u  +  lv  =  0  ein  Paar  Doppelpunkte  hat 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Zahl  der  Kurven  des  Systems 

u  +  Kv  +  i-'w^O, 
welche  zwei  Doppelpunkte  besitzen,  gleich 

|(fi-i)(3^ä_9j^2_5jj^22) 
ist  und  die  entsprechende  Zahl  für  den  Fall  der  Spitze  gleich 
12(^  —  1)  (^  —  2).     In  der  That  bestätigt  man  sofort 
3((i-l)^(3ft^-6^  +  2)^3ii(fi-l) 
+  3(ft-l)(3^3-9ft^-5m  +  52)  +  36((t-l}(ft-2). 

Wenn  man  sodann  die  Diskriminante  von 

Am  +  ;IV  + Af  =  0 
gebildet   hat   für  m  =  0,   v  =  0,   w-^0   als   Kurven   derselben 
Ordnung,  so  kann  man  ihre  Diskriminante  als  die  einer  Funk- 
tion von  ?.,  A',   A"  betrachten;   sie  enthält  die  Resultante  von 
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M,  V,  IV  als  einen  Faktor  und  die  Bedingungen  für  die  Exi- 
stenz von  drei  Doppelpunkten,  von  Doppelpunkt  und  Spitze 
und  für  die  von  einem  Berührungsknoten  als  andere  Faktoren. 
Und  jede  dieser  Bedingungen  ist  in  den  Koefficienten  jeder 
der  Kurven  von  einem  Grade,  welcher  der  Anzahl  der  Kurven 
des  Systems 

gleich  ist,  die  die  nämliche  Singularität  besitzen.  Wenn  *lie 
Kurven  sämtlich  Kegelschnitte  sind,  so  ist  die  Diskriminante 
von  A|[  + A'«4- A"mj  nach  A,  X\  X"  gleich  J.-B^,  für  A  als 
Resultante  von  u,  v,  w  und  JJ  =  0  als  die  Bedingung,  unter 

zwei  zusammenfallende  Gerade  darstellt.  Die  allgemeine 
Theorie  bleibt  jedoch  zu  entwickeln. 

379.  In  Verbindung  mit  dem  Vorigen  mag  hemerkt  wer- 
den, dass  die  Berührungsinvariante  einer  Kurve  und 
ihrer  Hessescheii  Determinante,  weil  sie  in  den  Koeffi- 
cienten der  ersten  vom  Grade  3  {(t  —  2)  (5  ji  —  9)  und  vom 
Grade  (i(7f(— 15)  in  denen  der  letzten  ist,  vom  Grade 

6(6^2-17,«  + 9) 
in  den  Koefficienten  der  Originalkurve  sein  muss.  Für  fi  =  3 
ist  sie  die  sechste  Potenz  der  Diskriminante,  und  wenn  man 
deshalb  annimmt,  dass  die  sechste  Potenz  der  Diskriminante 
stets  ein  Faktor  in  ihr  ist,  so  bleibt  ein  Faktor  vom  Grade 
6(ft  — 3){3^  —  2),  dessen  Verschwinden  die  Bedingung  aus- 
drückt, unter  welcher  die  Kurve  einen  Undulations- 
pnnkt  besitzt. 

Betrachten  wir  femer  die  Bedingung,  unter  welcher  die 
Kurve  mit  ihrer  Hesseschen  Determinante  und  der  Kurve  der 
Berührunge punkte  der  Doppeltangenten  einen  gemeinsamen 
Punkt  hat,  so  ist  sie,  als  von  den  Graden 

3(p-2)»(.a--SI),     p(c--ä)fr>-9)     mi<l     3,«  (,.-2) 
in  <Ien  Koefficienten  dieser  Kurven,  vom  Grade 
3(J^ -2)(,«^3){3(i»+8(<- 10) 
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in  den  Koefficienten  der  Original  kurve.  Für  ft  —  4r.  muas  mau 
dieselbe  wohl  als  das  Produkt  aus  der  zwölften  Potenz  der 
Diskriminaiite  in  das  Quadrat  der  vorher  betrachtoten  Inva- 
riante ansehen,  und  wenn  man  annimmt,  dass  die  nämlichen 
Faktoren  im  allgemeinen  Falle  auftreten,  so  bleiht  eine  In- 
variante vom  Grade 

3  (jt  -4)  (ßfi^+5(i^  -  32  (( -f  18), 
welche  immer  dann  versehwindet,   wenn   die  Kurve  eine 
Inflexionstangente  hat,  die  sie  noch   anderwärts  be- 
rührt. 

380.  Die  Betrachtung  der  Jacobisehen  Kurve  als  Ort 
dei^enigen  Punkte,  deren  gerade  Polaren  in  Bezug  auf  drei 
gegebene  Kurven  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  führt  na- 
tu r  gemäss  zur  Betrachtung  des  Ortes  dieser  Schnittpunkte 
der  Polaren  oder,  was  dasselbe  ist,  auf  die  Untersuchung  des 
Ortes  der  Punkte,  deren  erste  Polarkurveu  in  Bezug 
auf  die  drei  gegebenen  Kurven  einen  gemeinschaft- 
lichen Punkt  haben. 

Wir  werden  uns  auf  die  Untersuchung  des  Falles  be- 
schränken, in  welchem  die  drei  gegebenen  Kurven  die  drei 
ersten  Polaren  einer  gegebenen  Kurve  sind  und  in  dem  die 
Jacobische  Kurve  derselben  die  Hessesehe  Determinante  der 
letzten,  die  erwähnte  Ortskurve  also  die  Steinersche  Kurve 
(Ai-t.  70)  ist.  Die  zu  entwickelnde  Theorie  ist  die  Verall- 
gemeinerung derjenigen,  welche  wir  für  die  Kurve  dritter  Ord- 
mmg  in  Art.  176flg.  gegeben  haben. ^""j 

Jedem  Punkte  P  der  Steinerschen  Kurve  entspricht  ein 
Punkt  Q  der  Hesseschen,  die  erste  Poiai-e  von  P  hat  Q  zum 
Doppelpunkt  und  der  Polarkegelschnitt  von  Q  besteht  aus 
zwei  geraden  Linien,  die  sich  in  P  durchschneiden.  Betrach- 
ten wir  sodann  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  P,  P'  der 
Steinerschen  Kurve,  so  ist  wie  in  Art.  179  der  Durchschnitt 
ihrer  ersten  Polaren  der  zweifach  zählende  Punkt  Q  zusammen 
mit  den  Berührungspunkten  der  ersten  Polare  mit  ihrer  En- 
veloppe.  Die  in  Bezug  auf  die  Kurve  genommene  Po- 
largerade eines  Punktes  (^  der  Hesseschen  Kurve  ist 
somit  die   Tangente   der   Steinerschen  Kurve  im  ent- 
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sprechenden  Punkte  P.  Wenn  iEsbesondere  Q  ein  In- 
flexionspnnkt  der  Kurve  ist,  so  ist  seine  gerade  Polare  die 
entsprechende  Tangente  und  wir  lernen,  dass  die  Steiner- 
sehe  Kurve  von  den  3^(fi— 2)  stationären  Tangenten 
der  Kurve  berührt  wird, 

381.  Wir  sahen  in  Art.  70,  dass  die  Ordnungen  der  Hesse- 
schen und  der  St  einer  sehen  Kurve  durch  3  (^—2)  und  3(ft— 2)^ 
respektive  ausgedrückt  sind.  Da  nun  die  Hessesche  Kurve 
im  allgemeinen  keinen  Doppelpunkt  besitzt,  so  sind  ihre  Cha- 
raktere die  folgenden 

f(^=3(j(-2),     ^^-=0,    kä=0,    v„=3(^--2)(3.«^7), 
r,=  f(fi-l)(j*-2)(^^3)(3^~8),     t,=9(^-2)(3.«-8) 
Infolge  der  (1,  1)  Korrespondenz    zwischen    der  Hess  eschen 
und  der  Steinerschen  Kurve   sind   beide  von  demselben  Ge- 
schlecht.    Und  wir  kennen  überdies  die  Klasse  der  Steiner- 
schen Kurve;  denn  jede  durch  einen  festen  Punkt  M  gehende 
Tangente  derselben  muss  ihren  Pol  in  der  ersten  Polare  von 
M  und  zugleich  in  der  Hesseschen  Kurve  haben,   d.  h.  der- 
selbe muss  einer  der  3{(t—  l)(fi  —2)  Schnittpunkte  beider  Kur- 
ven sein.     Die  Plückerschen  Charakter  zahlen  der   Steiner- 
schen Kurve  sind  daher 
^,_3fr-2)>,    ..-3C.-1)((— 2), 
K.-i  ((»-2)((»-3)(3(i"-9n-5),    «,-12((i-2)(j.-3), 
T,_  -}(|i-2)((.-3)(3(j'-3(.-8),     i._3()i-2)(4(i-9). 
Das  Geschlecht  beider  Kurven  ist 

-l+-|((.-2)(^-3). 
Da  ein  Punkt  nur  dann  ein  Doppelpunkt  oder  eine  Spitze 
der  Steinersehen  Kurve  ist,  wenn  seine  erste  Polare  zwei 
Doppelpunkte  oder  eine  Spitze  hat,  so  sind  die  eben  gefun- 
denen Zahlen  i^j  und  x,  die  Anzahlen  von  ersten  Polaren  der 
gegebenen  Kurve,  welche  die  fraglichen  Singularitäten  haben 
(Art.  378). 

382.  Wenn  die  ersten  Polaren  von  zwei  Punkten  A  und 
S  sich  in  einem  Punkte  Q  berühren,  wobei  dann  QP  ihre 
entsprechende  gemeinsame  Tangente  ist,  so  fftllen  zwei  von 
den  Polen  der  geraden  Linie  AB  mit  dem  Punkte  Q  zusam- 
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men  und  die  ersten  Polaren  aller  punkte  von  AB  mit  ein- 
ziger Ausnahme  des  Schnittpunktes  von  PQ  mit  ihr  heriihi'en 
gleichfalls  QF  in  Q.  Die  erste  Polare  des  Durchschnittspunk- 
tes von  AB  mit  PQ  hat  Q  zum  Doppelpunkt,  so  dass  Q  wirk- 
lieh der  Hessesehen  Kurve  angehört  und  P  der  ihm  entspre- 
chende Punkt  in  der  Steinersehen  Kurve  ist. 

So  ist  die  Steinersche  Kurve  die  Enveloppe  einer  Ge- 
raden, welche  zwei  zusammenfallende  Pole  besitzt,  und  die 
Hessesehe  Kurve  ist  der  Ort  dieser  zusammenfallenden  Pole. 

Steiner  hat  auch  bereits  die  Enveloppe  der  Linie 
FQ  untersucht,  welche  zwei  entsprechende  Punkte  P 
und  Q  verbindet,  oder  welche  die  gemeinacbaftliehe 
Tangente  von  zwei  sich  berührenden  ersten  Polaren 
ist;  eine  Kurve,  die  wir  wie  im  Falle  der  Kurven  dritter  Ord- 
nung (Art.  178)  die  Cayleysche  Kurve  nennen  wollen.  Auch 
sie  hat  mit  der  Hesseschen  und  der  Steinerschen  Kurve 
eine  (1, 1)  Korrespondenz  und  somit  das  nämliche  Geschlecht 
wie  diese.  Um  ihre  Klasse  zu  bestimmen,  benutzen  wir  das 
in  Art.  353  und  Art-  344  der  „Kegelschn."  begründete  Prin- 
zip, dass  in  zwei  in  einander  liegenden  geradlinigen  Punkt- 
reihen oder  Strahlenbüscheln,  zwischen  deren  Elementen  eine 
(mj,  m')  Korrespondenz  besteht,  (m  +  w/)  Elemente  existieren, 
welche  mit  ihren  entsprechenden  zusammenfallen.  Betrachten 
wir  nämlich  die  geraden  Linien,  welche  einen  angenommenen 
Punkt  M  mit  zwei  korrespondierenden  Punkten  P,'  Q  verbin- 
den, so  werden,  weil  die  Steinersche  Kurve  von  der  Ordnung 
3(^-2)^  ist,  mit  der  fest  gedachten  Linie  MF  3(f(.  — 2)^ 
Lagen  von  F  und  ebenso  viele  von  Q  fixiert  und  in  gleicher 
Art  entsprechen  jeder  Lage  von  MQ  3(ft-.-2)  Lagen  von  F. 
Es  giebt  somit 

3(ft~2)H3((t-2)  d.h.  3(,«.-l)(fi-2) 
durch  M  gehende  Gerade,  welche  zwei  korrespondierende  Punkte 
F  und  Q  enthalten,  und  diese  Zahl  drückt  daher  die  Klasse 
der  Cayleyschen  Kurve  aus.  Sie  berührt  offenbar  die  In- 
flexionstangenten  der  gegebenen  Kurve.  Inflexionen  sind  in 
ihr  im  allgemeinen  nicht  vorhanden  und  ihre  Oharakterzahlen 
sind  somit 
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fi.=  3(ft^2)(ö.«-ll),     v,=  'd(!i~l){u-2), 

d,^  |(jt_2)(5fi-13)(5(iä-19ft-16), 

jc,=  18((t-2)(2(i-5),     to'^i{fi-~2y(ß^~2ii^l),     i,  =  0. 

383.  Die  vorher  gegebenen  Definitionen  erfahren  ihre 
natuvgemässe  Erweiterung,  wenn  wir  die  Doppelpunkte  nicht 
au a schliesslich  in  den  ersten  Polaren,  sondern  in  irgend  be- 
stimmten andern  Polarkurveu  imtersuchen. 

Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  r**  Polare  einen  Doppel- 
punkt hat,  ist  eine  KuiTe  von  der  Ordnung  3»'  {ii  —  r  —  iy, 
die  »■'*  Steinersehe  Kurve  der  gegebenen;  und  der  Ort 
des  Doppelpunktes  ist  dann  eine  Kurve  von  der  Ordnung 
3r^(ft  — r  — 1),  die  »*''  Hessesche  Kurve  derselben.  Wir 
wissen,  dass,  wenn  die  r"  Polare  eines  Punktes  P  durch  dea 
Punkt  Q  geht,  auch  die  (ji  —  r)^^  Polare  von  Q  den  Punkt  P 
enthält  und  finden  leicht,  dass  auch,  wenn  die  r^  Polare  des 
Punktes  P  einen  Punkt  Q  als  Doppelpunkt  enthält,  die  (fi— r—l)" 
Polare  von  Q  einen  Doppelpunkt  P  hat.  Daher  ist  die  t*'  Stei- 
nersche  Kurve  mit  der  (fi  —  r—  1)'™  Hesseschen  identisch  und 
die  r'^  Hessesche  mit  der  {ji  —  r  —  iy""  Steinerschen  —  wie 
im  Falle  r=l  bei  den  Kurven  dritter  Ordnung.  In  gleicher 
Weise  entsteht  die  )*  Cayleysche  Kurve  als  Euveloppe  der 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  r^""  Steiner- 
schen und  r"*"  Hesseschen  Kurve  und  die  drei  Kurven  haben 
auch  im  allgemeinen  Falle  dasselbe  Geschlecht.  Von  dem 
Falle  r  =  l  abgesehen,  sind  diese  Kurven  wohl  noch  wenig 
studiert  worden. 

384.  Wir  haben  in  Art.  185  die  Euveloppe  der  in  Bezug 
auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  genommenen  Polargeraden 
der  Punkte  einer  geraden  Linie  untersucht  und  sie  als  die 
Polare  dieser  Geraden  bezeichnet.  Wenn  sodann  allgemein 
ein  Punkt  P  sich  längs  einer  Kurve  S  von  der  Ordnung  ji' 
bewegt,  so  ist  die  Enveloppe  seiner  r*^"  Polare  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Kurve  U  von  der  Ordnung  ft  eine  Kurve,  welche 
wir  als  die  r*^  Polare  von  S  in  Bezug  auf  U  bezeichnen 
können.  In  Art.  96  sahen  wir  aber,  dass  die  Enveloppe  einer 
Kurve,  deren  Gleichung  die  Koordinaten  eines  in  einer  andern 
Kurve  jS  bewegten  Punktes   als  Parameter  enthält,  ; 
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werden  kann,  indem  man  diese  Parameter  als  Koordinaten  be- 
ti'achtet  und  die  Bedingung  ausdrückt,  imter  welcher  die  be- 
wegliche Kurve  die  Leitkurve  S  berührt.  Demnach  ist  die 
r"^"  Polare  von  S  auch  der  Ort  derjenigen  Punkte,  deren 
(ft  — r)"  Polaren  die  Kurve  S  berühren. 

Wenn  wir  dann  den  Ausdruck  des  Art.  97  für  den  Grad 
einer  Berührungsiuvaiiante  anwenden,  so  finden  wir,  dass  die 
r'^  Polare  von  S  eine  Kurve  von  der  Ordnung 

(i'(c'+2''-3)(c->-) 
ist   und   daas   diese   Zahl   für  jeden  Doppelpunkt   von  S   udi 
2(p  —  r)  und  für  jede   Spitze  um  3(fi~r)   vermindert  wird; 
wenn  also  die  Klasse  von  S  durch  v'  bezeichnet  wird,  so  ist 
die  Ordnung  der  besprochenen  r'™  Polare 
p"_fr-r)|«'+2^'(r-l)l. 
Ihre  Gleichimg  ist  vom  Grade  r(2[i'+r—-Z)  in  den  Koefficien- 
ten  der   Gleichung   von   S.     So   ist  in   dem   besondern  Falle 
r  =  l    die    Enveloppe    der    ersten   Polaren    der   Punkte   einer 
Kurve  8  identisch   mit  dem  Ort  der  Pole  der  Tangenten  von 
S  und  ihre  Ordnung  ist  ^'(/t— 1).     Für  f('=^  l  reduziert  sich 
wegen  v'  —  O  diese  Ordnung  auf  Null,  vjie  bekannt,   weil  die 
Enveloppe    dann    in    die    (ft  — 1)*   Pole    der    Geraden    S    de- 


Für  den  allgemeinen  Fall  ergiebt  sich,  dass  jede  Doppel- 
*  von  S  durch  ihre  (^^  ly  Pole  ebenso  vielen  Doppel- 
punkten in  der  Enveloppe  den  Ursprung  giebt,  und  ebenso  jede 
stationäre  Tangente  von  S  ebenso  vielen  also  (jt  —  1)^  Spitzen 
in  der  Enveloppe.  Wir  erhalten  daher  für  die  Klasse  der  En- 
veloppe den  Ausdruck 

C«-I)V'-()i~l)V-2(^~l)H'-3C«-l)n', 
und  weil  ,,  ,       ,      .  ,     <,  ,_ ,, 

V   {V   --  l.)—^T   --  Ot  —II. 

ist,  die  Klasse  der  ersten  Polare 

^"  =  (j.  - 1)  (^  -  2)  !■' +  Oi  - 1) V'. 
So   ist  in  Bezug  auf  eine  allgemeine  Kurve  dritter  Ord- 
nung die  erste  Polare  eines  Kegelschnittes  eine  Kurve  vierter 
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Ortloung  zwölfter  Klas&e;  die  einer  andern  ailgeuieinen  Kurve 
dritter  Ordnung  aber  zwölfter  On^nung  und  24*^''  Klasse,  weil 
die  36  Spitzen  derselben  eine  Reduktion  der  Klasse  um  108 
hervorbringen. 

Fiär  r^fi  —  l  sodann  ist  die  Enveloppe  der  Polar- 
linien der  Punkte  einer  Kurve  S  oder  der  Ort  der  Punkte, 
deren  erste  Polaren  S  berühren,  eine  Kurve  von  der  Ordnung 

fi'  (fi'  +  2(1  —  Ö)     oder     v'+  2  ft'  (f*  —  2). 
Und   weil   die  Zahl  der  Polargeraden  durch  einen  beliebigen 
Punkt  M  ebenso  gross  ist,  wie   die  Zahl  der  Durchschnitte 
von  S  mit  der  ersten  Polare  von  JW,  so  ist  die  Klasse   der 
Enveloppe  gleich  {/i  — 1)^'. 

Und  im  allgemeinen  ist  die  Zahl  der  Doppelpunkte  der  r"" 
Polare  von  S  gleich  der  (ft  —  r)^- fachen  Anzahl  der  (jt— 1)'^" 
Polaren  eines  Punktes,  welche  die  Kurve  zweifach  berühren, 
und  die  Zahl  ihrer  Spitzen  die  (ft  — /■)^-fache  Anzahl  solcher 
Polaren,  welche  die  gegebene  Kurve  oskulieren. 

385.  Wenn  die  r"  Polare  einer  Kurve  S  eine  Kurve  B  ist, 
so  muss  die  (ji  — r)*"  Polare  von  H  als  einen  Teil  die  Kurve 
S  enthalten.  So  ist  für  r  —  yi,—  1  die  Kurve  R  die  Enveloppe 
der  geraden  Polare  eines  Punktes  P,  welcher  sich  in  S  be- 
wegt; weil  aber  der  Pol  dieser  Polargeraden  nicht  nur  der 
Pmikt  P  ist,  sondern  {p  —  Xf—l  andere  Punkte  die  gleiche 
Rolle  spielen,  so  folgt,  dass  wir,  wenn  wir  den  Oi-t  der  Pole 
der  Tangenten  von  TU  suchen,  oder  was  dasselbe  ist,  die  En- 
veloppe der  ersten  Polaren  der  Punkte  von  P,  die  Kurve  S 
zusammen  mit  einer  andern  Kurve  erhalten,  welche  der  Ort 
der  übrigen  Punkte  ist,  die  mit  den  Punkten  von  S  dieselben 
geraden  Polaren  haben.  In  diesem  Falle  r  =  ft  —  1  sahen  wir, 
dass  die  Klasse  von  li  gleich  ft'  ffi  —  1)  ist  und  schliessen  nach 
Ai-t.  384,  dass  die  Enveloppe  der  ersten  Polaren  der  Punkte 
von  M  von  der  Ordnung  ii!(ji  —  Vf  ist,  d,  h.  dass  ausser 
der  Kurve  S  eine  Kurve  von  der  Ordnung  ^V(^— 2)  zu  ihr 
gehört  —  sagen  wir  als  eine  begleitende  Kurve.  Wir  sahen, 
dass  jeder  Punkt  der  Hesseschen  Kurve  ein  Punkt  ist,  in 
welchem  zwei  Pole  einer  Tangente  der  Steinerschen  Kurve 
/.usammcnfallen;   es    werden   folglich    die   Punkte,   in   denen  S 
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die  Hesaesclie  Kurve  sclmeidet,  Punkte  in  dieser  begleitenden 
Kurve  sein,  welche  ausserdem  Sin  -5- j*' (fi  —  2) (ft  —  3)  Paaren 
von  kopolareii  Punkten  trifft. 

Wenn  r=l  ist,  so  ist  E  der  Ort  der  Pole  dev  Tan- 
genten von  S,  und  weil  ein  gegebener  Punkt  eine  Polare  bat, 
so  müssen  wir  als  Enveloppe  der  Polargeraden  der  Punkte  von 
E  die  Kur¥e  S  wiederfinden,  ohne  eine  begleitende  Kurve  zu 
erhalten.  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daes  die  gemeinsamen 
Tangenten  der  Kurve  S  und  der  Steinerschen  Kurve  einen 
Teil  der  Eiiveloppe  bilden.  Nun  haben  wir  gesehen,  dass 
jeder  dieser  gemeinsamen  Tangenten  zwei  zusammenfallende 
Punkte  in  E  entsprechen,  und  schliessen,  dass  hei  Anwendung 
des  umgekehrten  Verfahrens  diesen  zwei  Punkten  zwei  zusam- 
menfallende Linien  entsprechen,  deren  Punkte  sämtlich  als  zur 
Enveloppe  gehörig  gezählt  werden  müssen.  Femer  mnss  die 
Kurve  S  in  dieser  Enveloppe  ((*  — l)^-facb  gerechnet  werden, 
weil  jeder  Tangente  von  S  Pole  in  E  in  der  Zahl  (ß  ~  If 
entsprechen  und  daher,  wenn  wir  umgekehrt  von  den  Punkten 
von  E  20  ihren  Polargeraden  gehen ,  jede  Tangente  von  S  uns 
{(i—iy  mal  begegnen  wird.  Und  wenn  jt"  und  v"  Ordnung 
und  Klasse  von  E  bezeichnen,  so  ist  die  Ordnung  der  (fi  —■  l)""* 
Polare  nach  dem  Vorigen  v"  +  2  (;*  —  2)  jt",  aber  auch 

i,"^.(^-.l)(^_2)y  +  (^-l)>',     f."^y(fi-l); 
die  Ordnung  der  Polare  ist  also 

in  Übereinstimmung  mit  den  vorigen  Erörterungen,  weil  die 
Zahl  der  gemeinschaftlichen  Tangente»  von  S  mit  der  Stei- 
nerschen Kurve  nach  der  Klasse  3  (;*  —  1 )  (,«  —  2)  der  letzten 
gleich  ?j(ß,-l')(ii-2)v'  ist. 

Es  mnss  eine  ähnliche  allgemeine  Theorie  der  Reci- 
procität  bestehen  für  E  als  die  r"  Polare  von  S  und  S  als 
die  ((t  — r)*''  Polare  von  E;  dieselbe  ist  aber  noch  ununter- 
sucht. 

386.  Oskulierende  Kegelschnitte.  Die  Porm  einer 
Kurve  in  der  Nachbai^chaft  eines  Punktes  P  derselben  wird 
durch  den  Xrümmungskreis  angegeben,  aber  sie  gestattet  noch 
eine  andere  Bestimmung.     Wir  denken  parallel  der  Tangente 
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im  Punkte  P  eine  oneodUch  kleine  Sehne  QB  und  die  Nor- 
male in  P,  welche  ihr  in  N  begegnet,  und  bezeichnen  den 
Mittelpunkt  der  Sehne  durch  M;  dann  sind  die  Bögen  Pö  und 
Pü  und  die  Geraden  NQ,  NB  als  Grössen  erster  Ordnung 
einander  gleich,  aber  um  Grossen  zweiter  Ordnung  verschie- 
den, insbesondere  differieren  NQ,  NR  um  eine  Grösse  zweiter 
Ordnung,  oder  die  Entfernung  NM  ist  von  der  zweiten  Ord- 
nung. Indem  wir  aber  bemerken,  daas  PN  auch  Yon  der 
zweiten  Ordnung  ist,   erkennen   wir,   dass  der  Winkel  3IPN, 

(  MN\ 

d.  h.  arcl tan= -pj^j,   im    allgemeinen   ein   endlicher  Winkel 

ist;  d,  h.  die  Gerade,  welche  den  Berührungspunkt  P  mit  dein 
Mittelpunkt  M  der  zur  Tangente  parallelen  Sehne  QU  ver- 
bindet, ist  unter  einem  endlichen  Winkel  gegen  die  Normale 
in  P  geneigt.  Im  Falle  des  Kreises  fällt  PM  mit  der  Nor- 
male zusammen  und  der  bezeichnete  Winkel  ist  daher  ein 
Mass  für  die  Grösse  der  Abweichung  der  Kurve  von  der 
Kreisform  an  der  betrachteten  Stelle.  Wir  können  ihn  als 
die  Abweichung  und  die  Gerade  FM  als  die  Axe  der  Ab- 
weichung bezeichnen.  ^''^) 

Im  Falle  des  Kegelschnittes  ist  die  Ase  der  Abweichung 
der  durch  P  gehende  Durehmesser  und  die  Abweichung  selbst 
die  Neigung  desselben  gegen  die  Normale.  Und  wenn  man 
zu  einer  gegebenen  Kurve  einen  im  Punkte  P  vierpuoktig  be- 
rührenden Kegelschnitt  zeichnet,  so  haben  beide  ~  dieser  Ke- 
gelschnitt und  die  Kurve  —  dieselbe  Ase  der  Abweichung, 
d.  h.  die  Centra  aller  in  P  die  Kurve  vierpunktig  berührenden 
Kegelschnitte  liegen  in  der  Axe  der  Abweichung  für  diesen 
Punkt.  Ferner  wird  die  Axe  der  Abweichung  im  Punkte  P 
von  der  Axe  der  Abweichung  im  näehstfolgeuden  Punkt  der 
Kurve  in  einem  Punkte  geschnitten,  welcher  der  Mittelpunkt 
desjenigen  Kegelschnittes  ist,  der  in  P  eine  fünfpunktige  Be- 
rührung mit  der  Kurve  hat,  wir  nennen  ihn  den  Mittelpunkt 
der  Abweichung.  Dieser  Kegelschnitt  ist  vollständig  be- 
stimmt durch  dieses  Centrum,  durch  die  Berührung  mit  der 
Kurve  in  P  und  dadurch,  dass  er  hier  dieselbe  Krümmung 
mit  der  Kurve  besitzt. 
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Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  die  Abweichung  in  P  durch 
Formel  ,_,    ,     ,, 

tand^i,-Ü-+Jp/ 
öq 

ausgedrücl^b  wii'd,  in  welcher  ^,  q,  r  den  ersten,  zweiten  und 
dritten  Differentialkoefficienten  von  «/  in  Bezug  auf  x  bezeichnen. 

387.  Die  Äxe  der  Abweichung  ist  eine  Gerade,  welche 
von  der  unendlich  feraen  Geraden  der  Ebene,  aber  nicht  von 
den  in  derselben  liegenden  nicht  reellen  Kreispunkten  abhän- 
gig ist;  die  Sehne  (jR  wird  durch  den  Schnittpunkt  0  der 
Tangente  in  F  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  oder  über- 
haupt mit  der  geraden  Linie  JJ" gezogen  imd  .Mist  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  0  in  Bezug  auf  die  Endpunkte  Q  und  R 
derselben. 

Der  Satz  von  der  La^e  der  Ceutra  der  in  P  vierpunktig 
berührenden  Kegelschnitte  in  einer  Geraden  ist,  weil  die  frag- 
lichen Kegelschnitte  nicht  bloss  vier  Punkte,  sondern  auch 
vier  Tangenten  (in  der  Tangente  von  P)  gemeinsam  hahen, 
gleichbedeutend  mit  dem  allgemeinen  Satze,  dass  die  Pole 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  einer  Schar, 
d,  h.  die  von  vier  festen  Geraden  berührten  Kegelschnitte,  in 
einer  Geraden  liegen;  dem  reciproken  von  dem  noch  bekann- 
leren, dass  die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  den  Ke- 
gelschnitt eines  Büschels  selbst  ein  Büschel  bilden. 

Wenn  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  durch  einen  Ke- 
gelschnitt ersetzt  werden,  so  existiert  eine  analoge  Theorie 
der  Abweichung  nicht. 

388.  Die  in  Art.  237  gegebene  Untersuchung  der  Glei- 
chung des  Kegelschnittes,  der  eine  Kurve  dritter  Ord- 
nung in  einem  gegebenen  Punkte  fünfpunktig  berührt, 
kann  auf  Kurven  beliebiger  Ordnung  ausgedehnt  werden.  Sei 
yS^O  der  Polarkegeischnitt  und  T—O  die  Tangente  in  diesem 
Punkte,  so  ist  die  Gleichung  eines  in  demselben  Punkte  be- 
j'ührenden  Kegelschnittes  S  —  PT'^O  für 

mit  noch   zu   bestimmenden  Koefficienten  |,-.     Dann   wird   die 
Gleiehimg  der  geraden  Linien,  welche  den  Punkt  x'i  mit  den 
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Durchschiiittspuiikten  des  Kegelschnittes  mit  der  Kurve  ver- 
binden, erhalten,  indem  man  in  die  Gleichung  jeder  Kurve 
sfi  +  XXi  für  Xi  setzt  und  k  zwischen  beiden  so  entstauiJenen 
Gleichungen  eliminiert.  Das  Resultat  der  Substitution  in  die 
erste  Gleichung  ist 

das  Resultat  der  Substitution  in  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes dagegen 

2{ii-r)T-I"T+X{S-FT); 
und  wenn  wir  das  letzte  m  der  Form  dT-^-XV  schreiben,  so 
ist  das  Eesultat  der  Elimination  von  X  zwischen  beiden  Glei- 
chungen durch  T  teilbar  und  der  Quotient  giebt 

als  Gleichung  der  2  (fi  —  1)  Verbindungslinien  von  x',  mit  den 
2  (fi  — - 1)  andern  dem  Kegelschnitt  und  der  Kurve  gemeinschaft- 
lichen Punkteu.  Damit  der  Kegelschnitt  eine  dreipunktige 
Berührung  mit  der  Kurve  habe,  muss  eine  dieser  Lioieu  mit  T 
zusammenfallen,  oder  die  eben  geschriebene  Gleichung,  d.  b. 
die  Verbindung  ihrer  beiden  ersten  Glieder  muss  durch  T 
teilbar  sein,  eine  Bedingung,  welche  6=2  fordert,  und  da 
e  =  2(jt-l)-P'  ist,  P'=2(ji-2).  Hierher  gehört  das  Pro- 
blem der  Bestimmung  des  Oskulationskreises,  als  des  durch 
zwei  gegebene  Punkte  gehenden  oskulierenden  Kegelschnittes. 
Wenn  wir  im  allgemeinen  Falle  den  erhaltenen  Wert  von  6 
einsetzen  und  die  Division  durch  T  vollziehen,  so  erhalten  wir 

als  Gleichung  der  2,«  — 3  Geraden  vom  Punkte  x',  nach  den 
Übrigen  Durchschnittspunkten  des  Kegelschnittes  mit  der  Kurve. 
Die  Berührung  wird  eine  vierpunktige,  wenn  diese  Glei- 
chung, d.  h.  wenn  -|A^~PS  durch  T  weiter  teilbar  ist;  und 
die  entsprechende  Bedingung  wird  wie  in  Art.  362  gefmiden, 
indem  mau  in  diese  Grösse  die  Koordinaten  eines  willkürliehen 
Punktes  in  T,  nämlich 

Utk- f^'sSs,  u^ix-'^ik,  Ulk- U.A 

einsetzt  und  sie  mit  Null  identisch  vergleicht;  wir  finden  so, 
dass  P  von  der  Form 
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uT+gl(., 


dXi       ^  äx^       ^  dxj 


sein  muas  für  ^  als  eine  nocli  zu  bestimmende  Grösse.  Darum 
schneidet  die  Sehne  der  Schnittpunkte  des  Polarkegelschnittes 
und  eines  jeden  vierpunktig  berührenden  Kegelschnittes  die 
Tangente  in  dem  festen  Punkte  X,  welcher  in  Art.  373  be- 
stimmt wurde,  wo  die  Tangente  sowohl  die  Polarkurve  dritter 
Ordnnag  als  auch  die  gerade  Polare  von  a';  in  Bezug  auf  die 
Hessesche  Kurve  der  Kurve  selbst  oder  eine  ihrer  Pokrknr- 
ven  trifft. 

Bezeichnen  wir  dann  die  Gerade 

l  f,.  dH  ,  ^  dH  ,  ^  '^-^■\=0 


l  /     dH  clH 

■JV'äx,^'^dx' 


IJ  V  '  dx^ 
durch  n  und  erinnern  die  identische  Gleichung 

so  wird  durch  Einführung  des  Wertes  P=-|TT-f,«r  die  Glei- 
chiujg  durch  T  teilbar  und  giebt  als  Gleichung  der  2fi~4 
Verbindungslinien  von  x'i  mit  den  übrigen  Schnittpunkten  der 
Kurve  und  des  Kegelschnittes 

(-^  J+P^-ftS)7"-s— |F."-*A^  +  u.s.w.  =  0. 
Die  Bedingung  der  fünfpunktigen  Berührung  ist  danu 
die  Teilbarkeit  dieser  Gleichung  durch  T  und  wir  bestimmeo 
den  einer  solchen  Berühnmg  entspi'echendeu  Weri  von  jt  durch 
Substitution  von 

u,k-u,^,,    U,^,~U,^„    i\i,~u^k 

für  Xj,  x^,  Xg  in  die  vorstehend  geschriebenen  Glieder.  Aus 
der  identischen  Gleichung  des  Art.  236  können  wir  J  ermit- 
teln und  finden,  dass  durch  die  erwilhnte  Substitution  J  den 
Ausdruck  erhält 

-3(,»^l)(,a-2)Z+ ?^^^  B*(S) 

für  Z,  li  und  ip{Ii)  als  die  in  Art.  365  ebenso  bezeichueten 
Grössen,     Die  Resultate   der  Substitution  in  S,  T  und  in  A* 

sind  respektive  Q^,  öTtÖb  "^ic'  Q^-    ^'^'enn  wir  dann  die  Werte 

des  Art,  369  auwenden,  so  erlialteu   wir 


y  Google 


472  TX.  Allgemeine  Tteorie  der  Kurven,  3S9. 

(iff»--||3((i-l)((i-2)IH-2((.-.l)Ji*(Jf)l 
~j|9{(.~2)'iJZ^6(!i-ä)K*(fl)+i  Ji=®l 

woraus  durch  Reduktion  liervorgeht 

I» 5^5(48-3^*), 

die  vollständige  Bestimmung  des  fünfpunktig  beriihrendea  Ke- 
gel sclinittes, 

389.  Die  Untersucliung  ist  vou  Cayley  zur  Ermittelung 
der  Bedingung  fortgesetzt  worden,  welche  die  Koordinaten  x'i 
erfüllen  müssen,  damit  die  Berührung  eine  eechspuuktige 
sei^"'),  und  wir  gehen,  weil  die  Untersuchung  selbst  zu  lang 
ist,  das  Resultat  an,  welches  dahin  geht,  daas  die  z',  der 
Gleichung 

(,u-2)(12ft-27)i//(f7,/:?,^)-3(ft-l)i?J'(f/',i/,<5) 

genügen  müssen,  in  welcher  J{U,II,'P)  die  Jaeobische  De- 
terminante dieser  drei  Funktionen  bezeichnet  und  der  dem  J 
beigefügte  Strich  bedeuten  soll,  dass  bei  Bildung  der  Jacobi- 
schen Determinante  0  in  der  Voraussetzung  zu  differentiieren 
ist,  dass  die  in  der  Funktion  0  auftretenden  zweiten  Differen- 
tialkoefficienten  von  H  konstaut  sind.  Die  geschriebene  Glei- 
chung repräsentiert  eine  Kurve  von  der  Ordnung  12(i  — 27, 
deren  Durchschnittspunkte  mit  U—O  die  ft{12(t  — 27)  Punkte 
sind,  in  denen  sechspunktige  Berührung  mit  einem 
Kegelschnitt  stattfindet. 

390.  Systeme  von  Kurven.  Die  Bestimmung  der  An- 
zahl vou  Kegelschnitten,  welche  mit  einer  gegebenen  Kurve 
eine  sechspunktige  Berührung  haben,  gehört  zu  einer  Klasse 
von  Fragen,  welche  auf  die  Eigenschaften  solcher  Systeme 
von  Kurven  führen,  die  einer  Bedingung  weniger  unterliegen, 
als  zu  ihrer  vollständigen  Bestimmung  erforderlich  sind;  also 
für  Kurven  von  der  OrdnuBg  m  der  Zahl  von 

-l».(m  +  3)-l 
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BediugungeQ,  Ein  solches  System  oder  eioe  solche  Kurven- 
reihe wird  durch  den  Index  N  charakterisiert,  wenn  S  die 
Zahl  von  Kurven  der  Reihe  ist,  welche  durch  einen  willkür- 
lich angenommenen  Punkt  gehen,  so  dass  z. ,B.,  wenn  die 
Gleichung  der  Kurve  einen  Parameter  algebraisch  enthält,  JV" 
der  Grad  ist,  in  welchem  dieser  Parameter  eintritt  —  ohne 
dass  umgekehrt  die  Gleichung  einer  Kurve  des  Systems  oder 
der  Reihe  vom  Index  N  stets  in  dieser  Form  ausgedrückt 
werden  kann."''')  Oder  man  kann  sie  niitOhasles  durch  zwei 
Charakteristiken  definieren,  nämlich  durch  die  Zahl  ft  von 
Kurven  der  Reihe,  welche  durch  einen  willkürlichen  Punkt 
gehen  und  die  Zahl  v  derselben,  welche  eine  willkürlich  ge- 
wählte Gerade  berühren.  Durch  die  Symmetrie  der  Resultate, 
welche  sie  in  dem-  Falle  von  Kegelschnitten  als  von  Kurven 
derselben  Ordnung  und  Klasse  liefert,  ist  diese  Methode  be- 
sonders beachtenswert. 

391.  Der  Ort  der  Pole  einer  gegebenen  Geraden  in  Bezug 
auf  die  Kurven  der  Reibe  ist  eine  Kurve  von  der  Ordnung  v. 
Denn  dies  ist  offenbar  die  Zahl  der  Punkte,  in  denen  die  Linie 
selbst  den  Ort  schneiden  kann.  Die  Enveloppe  der  Polaren 
eines  gegebenen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kurven  des  Systems 
ist  in  gleicher  Art  eine  Kurve  der  fi'™  Klasse. 

Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polare  in  Bezug  auf  eine 
feste  Kurve  von  der  Ordnung  m'  und  Klaase  n'  mit  seiner  Po- 
lare in  Bezug  auf  eine  Kurve  des  Systems  zusammenfallt,  ist 
eine  Kurve  von  der  Ordnung  v-i-  ii(m'~l').  Denn  wir  be- 
stimmen die  Zahl  der  in  einer  gegebenen  Geraden  liegenden 
Punkte  des  Ortes,  indem  wir  zwei  Punkte  A,  Ä'  dieser  Ge- 
raden betrachten,  welche  so  liegen,  dass  die  Polare  von  Ä  in 
Bezug  auf  die  feste  Kurve  mit  der  Polare  von  A'  in  Bezug 
auf  eine  Km've  des  Systems  zusammenfällt;  es  ist  zu  ermit- 
teln, in  wie  vielen  Fällen  A  und  A'  zusammenfallen  können. 
Denken  wir  dabei  zuerst  A  fest,  so  dass  seine  Polare  in  Be- 
zog auf  die  gegebene  Kurve  anch  fest  ist  und  der  Ort  der 
Pole  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  die  Kurven  des  Systems 
nach  dem  ersten  Satze  von  der  Ordnung  v  ist,  so  sehen  wir, 
dass  jeder  Lage  von  A  Lagen  vou  A'  in  der  Zahl  v  entapre- 
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eben.  Setzen  wir  sodann  aber  A!  als  fest  voraus,  so  dass 
seine  Polaren  iii  Bezug  auf  die  Kurven  des  Systems  eine 
Kurve  von  der  Klasse  (i  umhüllen,  während  nach  Art.  384  die 
Polaren  der  Punkte  der  gegebenen  Geraden  in  Bezug  auf  die 
feste  Kurve  eine  Kurve  von  der  Klasse  (m'— 1)  umhüllen,  so 
folgt,  dass  ft(Mf'— 1)  gemeinsame  Tangenten  der  beiden  En- 
veloppen  und  dalier  ebenso  viele  dem  festen  A!  entsprechende 
Lagen  von  Ä  vorhanden  sind.  Die  Anzahl  der  Koincidenzen 
von  A  und  A!  ist  dalier  v-\-(i{n^ —X)  und  eben  dies  ist  die 
Ordnungszahl  des  in  Frage  stehenden  Ortes. 

Dieser  Ort  schneidet  offenbar  die  gegebene  Kurve  in  den- 
jenigen Punkten,  in  welchen  sie  von  Kurven  des  Systems  be- 
rührt wird  und  daher  ist  die  Zahl  solcher  Kurven 
«/  \v-\-it,  {m'  —  1) )    oder     n^v  -J-  n'^. 

392.  Im  allgemeinen  wird  die  Zahl  der  Kurven  des  Sy- 
stems, welche  irgend  einer  andern  Bedingmig  genügen,  von 
der  Form  ^a-\-vß  sein  und  die  Zahlen  k,  ß  können  als 
Oharakteriatiken  dieser  Bedingung  angesehen  werden. 
Wenn  eine  Kurve  durch  eine  hinreichende  Anzahl  von  Be- 
dingungen bestimmt  ist  und  diese  Charakteristiken  für  jede 
Bedingung  bekannt  sind,  so  kann  die  Zahl  der  Kurven  be- 
stimmt werden,  die  den  vorgezeichneten  Bedingungen  genügen. 
Wir  erörtern  dies  an  dem  Falle  der  Kegelschnitte.  Die  Zahl 
der  durch  fünf  Punkte,  durch  vier  Punkte  und  eine  Tangente, 
durch  drei  Punkte  und  zwei  Tangenten,  durch  zwei  Punkte 
und  drei  Tangenten,  einen  Punkt  und  vier,  endlich  durch  fünf 
Tangenten  bestimmten  Kegelschnitte  ist  respektive 

1,  2,  4,  4,  2,  1 
und  die  Charakteristiken  der  durch  jene  BedingiiBgeii  respek- 
tive bestimmten  Systeme  sind  dalier 

(1,2),     (2,4),     (4,4),     (4,2),     (2,1). 
Die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche  einer  Bedingung  von  den 
Chai-akterJstiken  ß,  ß  genügen  und  zugleich  durch  vier  Punkte 
gehen  oder  drei  Punkte  enthalten  und  eine  Gerade  berühren, 
u.  s.  w.  ist  daher 

ß  +  2^,     2ft  +  4^,     4ß-f4/3,     icc  +  2ß,     2a  +  ß. 
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Wenn  wir  diese  Zahlen  durch  jt'",  v"',  q"\  ö"',  z'"  respektive 

bezeichnen,  so  erkennen  wir,  dass  dieselben  niclit  imal^häiigig 

von  einander  sind,  sondern  den  Relationen 

v"'^2!i"',     6"'=2t"',     ^>"^ß.(v"'+ß"') 
genügen.  ' 

Die  Charakteristiken  der  Systeme,  welche  mit  der  Be- 
dingung ß,  ß  zusammen  mit  der  von  drei  Punkten  oder  mit 
zwei  Punkten  und  einer  Tangeute  u.  s.  w.  gebildet  werden, 
sind  dann  oSenbai- 

fr"',y"),.  (»"',<.";),  (f,o"'),  w",,'") 

und  die  Zahl  der  Kegelschnitte  dieser  Systeme,  welche  einer 
neuen  Bedingung  «',  ß'  genügen,  ist  daher 

li'%:-\-v"'ß',     v"'a'-i-Q"'ß'  U.S.W. 
In  entwickelter  Form  erhalten  wir  für  die  Anzahlen  fi",  v",  q",  a" 
der  Kegelschnitte,  weiche  zwei  Bedingungen  von  den  Charak- 
teristiken («,/3),  Wiß')  erfüllen  und  zugleich  durch  drei  Punkte 
gehen,  oder  zwei  Punkte  enthalten  und  eine  Gerade  berühren ,  etc. 
li"^<yM'  +2{ß:^-+aß')  +  Aßß', 
v"  =  Qaa'+4:(ßtt'+aß')  +  4ßß', 
f^iuo^'  +  A{ßa'+aß')  +  2ßß', 
a"^4aa'+2ißcc'-ho:ß')  +  ßß'; 
und   wir   bemerken,   dass   diese   Zahlen   durch   die   identische 

Eelatiou  „    ,  ... 

(t"--|v"  +  |e"-ö"-0 
verbunden  sind. 

In  derselben  Art  sind  die  Chai-akteristiken  des  Systems 
der  Kegelschnitte,  welche  zwei  Bedingungen  (r,  ß)  und  («'  ß') 
genügen  und  zugleich  durch  zwei  Punkte  gehen,  oder  einen 
Punkt  enthalten  und  eine  Gerade  berühren,  oder  zwei  Gerade 
berühren,  {jjJ'fV"),  (p",9"),  (9",  ö")  und  die  Anzahlen  solcher 
Kegelschnitte,  die  einer  dritten  Bedingung  («",  ß")  genügen, 
sind  daher  respektive  !i."a"+v"ß",  u.  s.  w.  Also  in  entwickel- 
ter Form  für  (*',  v',  q'  als  die  Zahlen  der  Kegelschnitte,  welche 
drei  Bedingungen  (ß,  |3),  (a',ß'),  (a'\  ß")  genügen  und  über- 
dies durch  zwei  Punkte  gehen ,  n.  s.  w. 

(l'-^  «kV  +2Taa'ß"  +  4Xaß'ß"-i'4ßß'ß", 
v'  =  2aKW'  +  4Tucc'ß"+4:Taß'ß"  +  2ßß'ß", 
Q"^4:aa'a"+iZaa'ß"  +  2i:aß'ß"+ßß'ß". 
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Dann  sind  die  Charakteristiken  des  Systems,  das  man  bildet, 
indem  man  den  drei  vorigen  Bedingimgen  eine  vierte  («"',(3'") 
hinzufügt,  fi'a"'  +  v'ß"',  v'a"'  +  Q'ß"'  oder  in  entwickelter  Form 

,a-  aa'a"a'"  +2Taa'a"ß"'  +  4:'Laa'ß"ß"' 

+  iXaß'ß"ß"'+2ßß'ß"ß"', 

v^2aa'a"a"'+4Zaa.'a"ß"'+4:Xaa'ß"ß"' 

+  2Laß'ß"ß"'  +  ßß'ß"ß'". 
Und  wenn  wir  endlich  eine  fünfte  Bedingung  (a"",ß"")  hinzu- 
fügen, so  ist  die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche  allen  genügen, 
lia""-\-vß""  oder 

aa'a"R"'K""  +  2T«a'a"tt"'ß""+4Xaa'a"ß"'ß""  +  iXaa'ß"ß'"ß"" 
+  21aß'ß"ß"'ß""  +  ßß'ß"ß"'ß"". 
Dies  giebt  z.  B,  die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche 
fänf  gegebene  Kurven  berühren,  indem  man  für  a,  ß 
n.  3.  w.  die  Klassen  und  Ordnungszahlen  dieser  Kurven  substitu- 
iert. Und  in  derselben  Weise  würden  wir  die  Zahl  von  Kurven 
irgend  einer  Ordnung  finden,  welche  durch  die  Bedingung  der 
Berührung  mit  gegebenen  Kurven  bestimmt  sind,  wenn  wir  die 
Anzahl  derselben  in  jedem  Falle  wüssten,  wo  die  Bedingungen 
nur  das  Hindurchgehen  durch  Punkte  und  das  Berühren  mit 
geraden  Linien  vorschreiben. 

393.  Die  im  vorigen  Artikel  betrachteten  Bedingungen 
waren  unabhängig  von  einander  oder  einfache  Bedingungen; 
aber  wir  können  Bedingungen  bilden,  die  zwei  oder  mehreren 
einfachen  äquivalent  sind,  wie  z.  B.  die  Bedingung,  dass  ein 
Kegelschnitt  eine  Kurve  zweimal  oder  öfter  berühren  soll,  oder 
die,  dass  eine  Kurve  eine  andere  oskulieren  oder  nach  einer 
andern  höheren  Ordnung  berühren  soll.  Eine  solche  Bedin- 
gung, welche  zwei  andern  äquivalent  ist,  können  wir  als  eine 
doppelte,  oder  genauer  die  Vereinigung  von  beiden  als  awei 
untrennbare  Bedingungen  bezeichnen.  Man  iiudet,  dass  die  im 
letzten  Artikel  erhaltenen  Formeln  für  unabhängige  Bedin- 
gungen untei  geeigneten  Mo  diu  katiouen  für  untrennbare  Be- 
dingungen gütig  bleiben 

So  lind  füi  zwei  nntieiinbiie  Bedingungen  die  Charak- 
teristiken ft",  1-",  q",  g"  lie  Zahlen  der  Kegelschnitte,  welche 
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durch  die  Kombination  der  gegebenen  zweifachen  Bedingung 
respektive  mit  der  durch  drei  Punkte  zu  geben,  oder  zwei 
Punkte  zu  enthalten  und  eine  Gerade  zu  berühren  u.  a.  w. 
erhalten  werden,  und  diese  Zahlen  sind  immer  durch  die  Ile- 
latiou 
verbunden. 

Wir  gehen  dann  genau  so  wie  vorher  zur  Äufanehung 
der  Zahl  von  Kegelschnitten  weiter,  welche  durch  Kombination 
der  zweifachen  Bedingung  mit  irgend  drei  andern  bestimmt 
werden  und  erhalten  so  die  folgenden  Formeln.  Wenn  w/', 
n",  r",  s"  die  Charakteristiken  einer  zweiten  zweifachen  Be- 
dingung sind,  so  werden  die  Charakteristiken  des  durch  beide 
Paare  zweifacher  Bedingiangen  gegebenen  Kegelschnitts jstems 


iH"[t"  ~  -1  (ft' V  +  m"v")  -\-  (t"ii"+  p")w") 

+  in"v"-Wv"-i-n'y), 
p'V  — -|(g"»""  -f  s"q")  +(v"s"+'»"ö") 

+  i&"j^'-iiQ"n"  +  ^'v"). 
Und  für  fi',  v\  p'  als  die  Charakteristiken  einer  dreifachen  Be- 
dingung ist  die  Zahl  von  Kegelschnitten,  die  durch  diese  drei- 
fache und   die  zweifache  Bedingung  (fi",  v",  p",  ö")   bestimmt 
werden,  gleich 

+  ^,v'  {5{ii"+Q")~6(ß"+a")]- 
394.  Zwischen  den  beiden  Charakteristiken  (i,  v  einer 
Reihe  von  Kurven  mj'"'  Ordnung,  welche  einer  Bedingung 
weniger  unterworfen  sind  als  der  zur  Bestimmung  derselben 
hinreichenden  Zahl,  besteht  eine  Relation,  die  wir  im  Folgen- 
den untersuchen.  Beträchten  wir  die  Punkte  A^  A!  n.  s.  w., 
in  welchen  eine  Kurve  der  Reihe  eine  gegebene  gerade  Linie 
schneidet,  so  entsprechen,  weil  jede  durch  A  gebende  Kurve 
die  Gerade  in  (m  — 1)  andern' Punkten  sehneidet,  dem  Punkte 
A  die  Zahl  von  fi  («f  —  1)  Punkten  A!  und  umgekehrt;  die 
Zahl  der  Doppelpunkte  dieser  beiden  entsprechenden  Reihen 
ist  daher  2ft(»w  — 1).  Dieselbe  würde  mit  der  Zahl  v  über- 
einstimmen, wenn  die  Doppelpunkte  nur  aus  der  Berührung 
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einer  Kurve  der  Reibe  mit  der  Geraden  AA'  eiitipriagen 
konnten.  Da  es  aber  Kui-ven  der  Reibe  geben  kann,  ■welche 
zusammengesetzt  sind  aus  einem  einfaek  und  einem  doppelt 
zählenden  Teile,  so  sind  die  aus  ihnen  durch  die  letzten  ent- 
springenden Doppelpunkte  von  2jt(m— 1)  abzuziehen,  um  die 
Zahl  V  der  eigentlichen  Berübrungen  zu  erhalten.  In  dem 
speziell  betrachteten  Falle  der  Kegelschnitte  erhält  man  für 
l  als  die  Zahl  der  Kegelschnitte  der  Reihe,  die  sich  auf  zwei 
zusammenfallende  Gerade  reduzieren, 
v  =  2st-L 

395.  Ein  Kegelschnitt  kann  als  Kurve  zweiter  Ordnung 
in  ein  Linienpaar  degenerieren,  so  dass  seine  Gleichung  in 
Linien koordinaten  ein  vollständiges  'Quadrat  wird  und  jede 
durch  den  gemeinschaftlichen  Punkt  des  Linienpaares  gehende 
Gerade  als  eine  Doppeltangente  der  Kurve  zu  betrachten  ist. 
Ebenso  kann  ein  Kegelschnitt  als  Kurve  zweiter  Klasse  in  ein 
Paar  von  Punkten  degenerieren,  und  jeder  Punkt  in  der  Ge- 
raden, welche  dieselben  verbindet,  gehört  in  gewissem  Sinne 
doppelt  zur  Kurve.  Das  Punktepaar  kann  als  Grenzform  des 
Kegelschnittes  betrachtet  werden  und  die  durch  die  Punkte 
gehenden  Geraden  insbesondere  als  seine  Tangenten;  der  Ke- 
gelschnitt ist  unter  Festhaltung  seiner  Hauptaxe  durch  fort- 
schreitende, Verkürzung  seiner  Nebenaxe  in  die  Grenzform 
übergegangen,  in  welcher  nun  alle  seine  Tangenten  unendlich 
nahe  den  zwei  festen  Punkten  vorbeigehen. 

Bezeichnen  wir  durch  X  die  Zahl  der  Punktepaare  im  Sy- 
stem und  durch  ra  die  der  Linienpaare  desselben,  so  ist 

Weil  die  Zahlen  der  Kegelschnitte  eines  Systems,  welche  in 
Linien-  oder  Punkten-Paare  degenerieren,  in  der  Regel  leich- 
ter zu  erkennen  sind,  als  die  Zahlen  der  Kegelschnitte  dessel- 
ben, welche  einen  beliebigen  Punkt  enthalten,  oder  eine  be- 
liebige Gerade  berühren,  so  konnten  sie  in  der  Theorie  der 
Kegelschnitfcsysteme  von  Zeuthen  mit  Vorteil  statt  der  Chas- 
leaacben  Charakteristiken  ,«,  v  benutzt  werden.  Ein  beson- 
derer Fall  bietet  sich  dar,  wenn  die  zwei  Punkte  eines  Punkt- 
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paarea  zusammönfalleü ,  ohne  dass  darum  ihre  Verbiuduiiga- 
liuie  aufhört  bestimmt  7ai  sein,  oder  wenn  die  zwei  Linien 
eines  Paai'es  vereinigt  sind  ohne  dass  ihr  Schnittpunkt  un- 
bestimmt wird;  man  kann  ihn  als  den  des  Linien-Paar-Pimk- 
tes  bezeichnen. 

396.  Im  Falle  der  Kegelschnitte  hat  das  Liuienpaar  in 
Pnnktkoürdinaten  eine  Gleichung  X-^x^^O  und  das  Punktepaar 
in  Linienkoordinaten  reciprok  ^^S,^  =  0.  Wenn  wir  aber  nach 
der  Gleichung  des  letzten  in  Pnnktkoordinaten  fragen,  so  ist 
dieselbe  nicht  Xg^—d,  welches  vielmehr  nur  die  doppelt  zäh- 
lende Verbindungslinie  der  Punkte  des  Paares  darstellt,  in 
gewissem  Sinne  einen  Kegelschnitt  —  ebenso  wie 

~  welcher  jede  beliebige  gerade  Linie  berührt.  Die  An- 
schauimg  der  Grenzform  oder  des  unendlich  flachen  Kegel- 
schnittes führt  zur  richtigen  Darstellung.  Denken  wir  die 
Kegelschnitte,  welche  zivei  gegebene  Punkte  in  der  Geraden 
x^  —  O,  nämlich 

X2  —  ««3  =  0     und     «3  —  ßxg  =  0 
enthalten  und  zwei  gegebene  Gerade  x^-^O,  x^  —  O  berühren, 
so  lassen  sieh  dieselben  durch  die  Gleichung  mit  dem  willkür- 
lichen Parameter  9  darstellen 

x,^+26xjX^  +  2dV^ßx^x^  +  Q\x^-ccXg)  (a;^-  /3a;,,}=  0, 

oder  , . 

\x^  +  dx^  +  6yaßXs\^~-e^(a  +  ß)x^x^-0 

und  für  ö  als  ein  unendlicli  kleines,  sagen  wir  der  ersten  Ord- 
nung, repräsentiert  diese  Gleichung  den  unendlich  flachen  Ke- 
gelschnitt oder  das  gegebene  Punktcpaar.  Der  Vergleich  mit 
der  allgemeinen  Gleichung 

giebt 

also  für  ein  endliches  «j^  unendlich  kleine  Werte  erster  Ord- 
nung fiir  ftjg  und  a,g,  aber  unendlich  kleine  Werte  der  zwei- 
ten Ordnung  für  a^^,  «,,,,,  f^,,  wobei  dann  die  Verhältnisse 
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30  zu  bestimmen  sind,  dasa  den  vorgescliriebenen  Bedingungen 
genügt  wird.  Insofern  Ö  unendlich  klein  ist,  erscheint  die 
Gleichung  vollkommen  bestimmt.  Die  in  der  Grenze  ver- 
schwindenden Koefficienten  der  Gle;chung  des  Kegelschnittes 
sind  also  als  unendlich  kleine  Yon  verschiedener  Ordnung  zu 
betrachten. 

Gehen  wir  zur  Gleiehimg  einer  Kurve  n*^"'  Ordnung  wei- 
ter, so  wird  diese,  wenn  sie  gewisse  unendlich  kleine  Koeffi- 
cienten enthält,  mit  dem  Verschwinden  derselben  sich  in  eine 
zusammengesetzte  Gleichung  P"^'^. ..-==0  verwandeln  und  in 
ihrer  urspr anglichen  Gestalt  eine  Grenzform  der  Kurve  dar- 
stellen. Betrachten  wir  die  von  einem  willkürlichen  Punkt 
zu  dieser  Grenzform  gehenden  Tangenten,  so  bestehen  diesel- 
ben 1)  aus  den  Tangenten  von  ihm  zu  den  verschiedenen  kom- 
ponierenden Kurven  P=0,  Q^O  u.  s.  w.;  2)  aus  den  nach 
den  aingulären  Punkten  dieser  Kurven  gehenden  Geraden; 
3)  aus  den  nach  den  Durchschnittspunkten  der  Kurven  P-=0, 
^  =  0  u.  s.  w.  unter  einander  gehenden  Geraden;  4)  aus  den 
geraden  Linien  nach,  gewissen  bestimmten  Punkten  in  den 
verschiedenen  Kurven  F—0,  Q  =  0  u.  s.  w.  respektive,  die  wir 
als  „freie  Scheitel"  bezeichnen  wollen,  indcss  die  Punkte 
unter  4)  als  „feste  Scheitel"  bezeichnet  werden  sollen.  Wir 
haben  so  eine  Degenerationsform  der  Kurve  w"'  Ordnung,  die 
als  zusammengesetzt  angesehen  werden  kann  aus  den  kom- 
ponierenden Km-ven  in  ihren  etwaigen  Graden  der  Vielfach- 
heit und  aus  den  als  Scheitel  bezeichneten  Punkten,  und  die 
daher  nur  unvollständig  durch  die  Endgleichung  P"  (J** , . .  =  0 
dargestellt  wird.  Die  Zahl  and  Verteilung  der  Scheitel  ist 
nicht  willkürlich,  sondern  durch  Gesetze  bestimmt,  die  sich 
ans  der  Betrachtung  der  Grenzforin  ergeben.  Entsprechend 
verschiedenen  Formen  der  Endgleichnng 

und  der  Zahl  und  Verteilung  der  Seheitel  in  den  komponieren- 
den Kurven  giebt  es  für  einen  gegebeneu  Wert  von  n  ver- 
schiedene  Degenerationsformen    der   Kurve.     Im   Falle    einer 
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Kurve  vierter  Ordnung  mit  der  Eiidgleichung  x^p^  =  0  hat  sich 
ergeben^"^),  dass  neun  freie  und  drei  feste  Scheitel  existieren. 
Die  letzten  liegen  im  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  a;  =  0, 
^  =  0;  von  den  ersten  liegen  drei  in  einer  der  Geraden,  sagen 
wir  in  J/  =  0,  imd  sind  drei  von  den  Schnittpunkten  der  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  ihr,  indess  der  vierte  dem  Punkt  a;=0, 
s/  =  0  unendlich  nahe  liegt;  die  sechs  andern  liegen  willkürlich 
in  der  Geraden  3^  =  0.  Die  Zahl  der  untersuchten  Fälle  ist 
jedoch  klein  und  die  Frage  nach  diesen  Degenerationsformen 
daher  wohl  weiterer  Untersuchung  bedürftig. 

Auf  Grund  der  Betrachtung  der  Degenerationsformen  der 
Kurven  dritter  und  vierter  Ordnung  sind  durch  Maiüard  und 
Zeuthen  die  Anzahlen  solcher  Kurven  bestimmt  worden,  wel- 
che gegebenen  Elementarbedingungen  genügen. 

397.  Für  ein  System  von  Kegelschnitten,  weiche  vier  Be- 
dingungen der  Berührung  genügen,  ist  ziemlieh  leicht  zu  er- 
kennen, welches  die  Punktepaare  und  Linienpaare  des  Systems 
sind.  Um  aber  die  Werte  von  J.  und  ra  zu  findgn,  ist  jedes 
dieser  Paare  nicht  einfach,  sondern  in  bestimmter  Vielfachheit 
zu  zählen  und  die  Bestimmung  dieser  Vielfachheiten  bildet 
die  eigentliche  Schwierigkeit  des  Problems. 

Zeuthen  gebraucht  zu  diesem  Zwecke  die  folgende  Über- 
legung: In  dem  elementaren  System  der  durch  vier  Punkte 
bestimmten  Kegelschnitte  ist  offenbar  die  Anzahl  der  Linien- 
paare drei  und  die  der  Punktepaare  Null  und  wegen  fi  =  1, 
v  =  2  erhalten  wir  A  =  0,  ra  =  3  und  erkennen,  dass  ein  Linien- 
paar,  welches  vier  gegebene  Punkte  zu  zwei  mit  einander 
verbindet,  in  der  Zahl  der  Linienpaare  einfach  zählt. 

Nehmen  wir  aber  ein  durch  drei  Pimkte  und  eine  Tan- 
gente bestimmtes  System  von  Kegelschnitten,  so  haben  wir  drei 
Linienpaare,  nämlich  je  eine  Verbindungslinie  von  zweien  der 
gegebenen  Punkte  und  die  von  ihrem  Schnittpunkt  mit  der 
gegebenen  Tangente  nach  dem  dritten  Punkte  gehende  Gerade; 
auch  hier  sind  keine  Punktepaare  vorhanden  und  weil  ff  =  2, 
v  =  4  sind,  so  werden  -1  =  0,  ra=-ß  und  wir  erkennen,  dass 
eiu  Linienpaar  doppelt  zählt,  wenn  es  wie  hier  aus  der  Ver- 
bindungslinie von  zwei  gegebenen  Punkten  und  der  Linie  vom 
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dritten  Punkt  nach  ibrem  Durchschnitt  mit  einer  gegebenen 
Geraden  besteht. 

Nehmen  wir  endlich  das  durch  uwei  Punkte  und  zwei 
Tangenten  bestimmte  System,  so  ist  nur  ein  Linienpaar  Yor- 
handen,  welches  Yom  Durch schnittspunkt  der  beiden  Tangen- 
ten nach  den  gegebenen  Punkten  geht  und  ein  Punktepaar  in 
der  Verbindungslinie  der  Funkte  auf  den  Tangenten;  wegen 
fi^v  =  4  ist  also  k  —  a  —  A,  oder  ein  Linienpaar  zählt  vier- 
fach, wenn  es  zwei  gegebene  Punkte  mit  dem  Schnittpunkt 
Yon  zwei  gegebenen  Geraden  verbindet.  Wir  können  es  er- 
sparen,  auf  die  reciproken   Singularitäten  weiter  einzugehen. 

Die  Bewegung  eines  Kegelschnittes,  welcher  eine  gegebene 
Kurve  berührt,  kann  als  eine  Drehung  um  den  Berühmnga- 
punkt  oder  als  eine  Verschiebung  längs  der  Tangente  dessel- 
ben bis  zum  Eintritt  der  Berührung  betrachtet  werden;  man 
schliesst  hieraus  im  Falle  eines  Kegelschnittes,  welcher  eine 
gegebene  Kurve  berühren  soll,  dasa  unter  den  Linienpaaren 
diejenigen  (A!)  einfach  zu  zahlen  sind,  welche  aus  zwei  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  von  zweien  der  Kurven  bestehen; 
dass  wir  die  andern  (.B')  zweifach  zählen  müssen,  welche  ans 
einer  gemeinschaftlichen  Tangente  von  zwei  Kurven  und  einer 
von  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  dritten  Kurve  an  die  vierte 
Kurve  gehenden  Tangente  bestehen;  und  endlich  vierfach  die- 
jenigen (C),  welche  aus  Tangenten  an  zwei  der  Kurven  aus 
einem  Durchschnittspunkte  der  beiden  andern  Kurven  bestehen. 
Und  ebenso  zahlen  wir  unter  den  Punktepaaren  diejenigen  {A') 
einfach,  welche  aus  Durchschnittspunkten  von  zwei  der  Kurven 
bestehen;  sodann  zweifach  die  andern  (_B),  wo  eine  Taugente 
der  einen  Kurve  durch  einen  Schnittpunkt  zweier  andern  Kur- 
ven und  die  vierte  Kurve  begrenzt  wird;  endlich  vierfach  die- 
jenigen (C),  welche  Paare  von  Begrenzungspunkten  einer  ge- 
meinschaftlichen Tangente  von  zwei  Kurven  in  den  beiden  an- 
dern Kurven  sind.  Dabei  kann  an  Stelle  des  Durchschnittes 
von  zwei  Kurven  der  Durchschnitt  einer  Kurve  mit  sich 
selbst,  also  ein  Knotenpunkt,  und  an  Stelle  der  gemeinsamen 
von   zwei  Kurven  eine  Doppeltangente  einer  Kurve 
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398.  Wir  erörtern  das  Beispiel  von  der  Zahl  der  Linien- 
paare  in  dem  System  von  Kegelschnitten,  welche  vier 
feste  Kurven  berühren. 

"Wir  haben  nn'n"n"'  Linienpaare,  welche  aus  einer  dei-  nn' 
gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  ersten  und  einer  der  n"n"' 
gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  letzten  Kurven  bestehen, 
und  weil  wir  die  vier  Kurven  in  drei  Arten  zu  Paaren  ver- 
binden können,  so  ist  die  Zahl  A'  gleich  3nn'n"n"'. 

Ferner  giebt  es  nn'n"m"'  Paare  aus  einer  gemeinsamen 
Tangente  der  beiden  Kurven  und  einer  aus  einem  Schnitt- 
punkte derselben  mit  der  vierten  an  die  dritte  gezogenen 
Tangeute;  und  da  wir  dieselbe  Anzahl  erhalten,  wenn  wir 
von  einer  gemeinsamen  Tangente  der  zweiten  und  dritten 
oder  der  dritten  und  ersten  Km've  ausgehen,  so  wird 

B'  ^^Tnn'n"m"'. 
Endlich    giebt   es    offenbar  Tnn'm"m"'  Paare  von  Tangenten 
der  mit  C  bezeichneten  Gmppe.     Wir  haben  also 

ej  =  3nttW'-{-  6J.nn'n"m"'  +  4:I.nn'm"m"' 
und  erhalten  in  gleicher  Art 

A  ''^  4:Tnn'm"m"'  +  QTnm'm"m"'  -l-  dmm'm"m"', 
und  leiten   endlich  ans  diesen  ZahJen  dieselben  Werte  filr  (i 
und  V  ab,  welche  wir  früher  in  anderer  Weise  erhielten. 

399.  Wir  verfahren  in  analoger  Weise,  wenn  die  Bedin- 
gungen des  Problems  fordern,  dass  der  Eegelschnitt  dieselbe 
Kurve  mehr  als  einmal  oder  nach  einer  höheren  Ordnung  be- 
rühren soll.  Dabei  benutzen  wir  die  zweckmässige  Bezeich- 
nung von  Cayley,  in  welcher  (1)  die  einfache  Berührung, 
(1 , 1)  die  einfache  Berührung  mit  derselben  Kurve  in  zwei 
verschiedenen  Punkten,  (2)  die  dreipunktige  oder  die  Berüh- 
rung zweiter  Ordnung  u.  s.  w.  bedeuten,  so  dass  das  bisher 
untersuchte  Problem  von  der  einfachen  Berührung  mit  vier 
verschiedenen  Kurven  durch  (1),  (1),  (1),  (1)  bezeichnet  wird. 
Wir  betrachten  nun  das  System  (1, 1),  (1),  (1),  also  dasjenige, 
dessen  Kegelschnitte  eine  Kurve  doppelt  und  zwei  andere  Kur- 
ven einfach  berühren.  In  diesem  Falle  ergiebt  sich  genau  wie 
vorher 
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„  Ä'^rn'n"+  nn'.  nn"; 

lerner 

B'^r(n'm"  +  n"m')  +  nn'{m-2)n"  +  nn"(m -2)11' 

+  nn'm"  (w  —  1)  +  nn"m'  {n  —  1)  +  n'n"m  (n  —  2); 
C  =  dn'n"  +mm'(n  —  2)n"+mm"(n-2)n'-i-m'm"^n(n—l) 
fitr  T  und  d  ah  die  Anzahlen  der  Doppeltangenten  und  Dop- 
pelpunkte der  doppelt  benilirten  Kurve.  Wir  müssen  aber 
hierzu  noch  die  Zahl  (D')  von  Kn'n"  Linienpaareu  fügen, 
welche  aus  einem  Paar  von  Tangenten  der  zvreiten  und  drit- 
ten Kurve  bestehen,  die  von  einem  Rückkehipunkt  der  ersten 
Kurve  ausgehen  —  für  x  als  die  Zahl  derselben.  Daaa  diese 
D'  dreifach  zu  zählen  sind,  hat  Zeuthen  daduich  eimittelt, 
das3  er  sie  zuerat  mit  dem  unbekannten  Faktoi  x  in  die  For- 
meln einführte  und  sodann  dies  x  durch  TJntei  suchung  der 
elementaren  Fälle  bestimmte,  in  denen  die  zweite  und  dritte 
Kurve  sich  auf  Punkte  oder  Linien  reduzieren.  Durch  Ver- 
bindung der  Zahlen 

Ä'+2B'+4rG'+^D' 
erhalten  wir  dann 

{0  ^n'n"  (n^+  6mn—  8n  ~  Am  + 1 +  4Ö  +  5x) 

+  2(m'n"+  m"n')  (n^+  2mn  —  m  —  4jw  +  t)  +  2m'm"n(n  —  1) 

mit   einem   entsprechenden   Ausdruck   für   A.     Mittelst   dieser 

Formeln  bildet  man  sodann  die  Werte  von  fi  und  v,  nämlich 

ft  =  (i"'m'm"+  fi"  {m'n"  +  m"n')  +  fi'n'n", 

v^v"'in'm"-\-v"(m'n"-j-m"n')-{-v'n'n", 

für 

(t!  ■=2m(m  +   n  —  3) -|- r, 
fi"  ~v'  ^2m{m+2n--b)  +  2t, 
fi"'  =  v"  =  2n(2m+   n-b)  +  2S, 
v"'^2n  (m+   n-d)  +  d. 
Diese  Zahlen  drücken  die  Anzahl  von  Kegelschnitten  aus, 
welche  bestimmt  sind,  respektive  durch  die  Bedingungen  der 
zweifachen  Berührung  einer  Kurve  und  drei  Punkte,  oder  zwei 
Punkte  und  eine  Taugente,  einen  Punkt  und  zwei  Tangenten 
oder  endlich  drei  Tangenten. 

Es    ist    unnötig,    den   Fall   (1,  1),    (1,  1)    besonders    zu 
betrachten    (vergl.   Art.   392)    und    wir    bemerken    nur,    dass 
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dieselben  Prinzipien   auf  die  Fälle   (3),  (1)   und   (4)  anwend- 
baj'  sind. 

Wir  verweisen  für  weitere  Details  auf  die  Äbhandlimgen 
von  Zeuthen  und  Cayley"")  und  teilen  nur  noch  die  fol- 
gende Tafel  mit,  in  welcher  Oayley  die  einfacheren  Resultate 
mit  Hilfe  der  Charaktere  «i,  n  und  a  (-=3m  +  t--3w  +  K,  Ar- 
tikel 83)  zusammengestellt  hat. 
(1,  1,  1)       fi'  ^  -jm^  +  2m^n  +  mn^  +  -^n^  —  2m^  —  ämn  —  ^n^ 

—  ^m  —  ^n  +  ß  (—  3m  —  -f « -f  13), 

v'  =  -^m^+2m^n  +  2mn^  +  -gn^—m^  —  4:mn—n^ 
-^m  —  fn  +  ai-5m-Sn  +  20), 

@'—  |-j»^  +  »M^«  +  2m«^+-|M* — |-m^— Sjww  — 2m^ 
-fm-f  w-f  a(~-|m-3n+13); 

(1,  1,  1,  1)  (:t=^p5m*  +  -|m^ii  +  j»^w^  +  -a"  '»«^  +  2^***— i"''*^ 

—  3m^w  —  2mn^  —  -  n^~^m^  —  21  mn 
—^w'  +  ^m+^n  +  ec{—  y»*^—  Zmn 

V  ■=  ^JB* +-|-  m^rt  +  m^n^  +  f  mn^  +  ^  w*  —  -j  m^ 

—  2)»*n  —  3mw*-—  Y«*  —  ^^m^—  21mn 

—  -^n^  +  T«^  +  ^n  —  ^)+i«^'i 

(2)  fi"=ß,     v"=2a.     0"=2«,     6"=k; 
(2,  1)  (t'=12w  +  12«  +  a(2)M  +  )i-14), 

v'=24m  +  24w  +  ß(2m  +  2w-24), 
q'  =  12m  +  12n  +  a  (m  +  2«  - 14); 
(2,  1,  1)       fi=24m^+36mn  +  12«ä-168m-168K 

+  « (m^+2jMn+  -fnä-25m-^%+138)-|a^, 

V  =  12mä-j-  36  m«  +  24«^-  168m  ~  168w 

+  a  (-^i^+2mn+n^-  f  m-25K-f  1 38)-- 1«^; 
(2,2)  ^^21m+24n-20a  +  iu% 

V  =  24m  +  21n  -  20«  +  fa^; 

(3)  ft'=-4s»-3)j4-3K, 
i,'  =  -8m-8M-H6ß, 
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(3,1)   ft  =  -8)K^-12mm-3«HÖ6m  +  Ö3K 

+  ß(6m  +  3n-39), 
V  =.  ~  Bm^  -  12mn  -  Sn^  +  b^m  +  56)1 

+  K(3m  +  6M-39); 
(4)        f(=-  lOm-Sn+Qa,     v  = -8m-10n  +  Qa. 

400.  Ea  bleibt  noch  Übrig,  Formeln  für  die  Zahl  von  Ke- 
gelschnitten zu  geben,  welche  fünf  untrennbaren  Bedingungen 
genügen,  ivie  z.  B,  (5),  d.  h.  die  Zahl  von  Kegelschnitten,  die 
eine  Berührung  fünfter  Ordnung  mit  einer  gegebenen  Kurve 
haben.  Diese  Zahlen  werden  durch  Untersuchung  des  Falles 
bestimmt,  in  welchem  eine  von  den  Kegelschnitten  des  Sy- 
stems berührte  Kurve  in  zwei  andere  Kurven  zerfällt.  So 
z.  B.  werden  die  in  Berührung  fünfter  Ordnung  mit  einer  in 
zwei  Kurven  zerfallenen  Kurve  stehenden  von  den  Kegelschnit- 
ten gebildet,  welche  die  gleichartige  Benthrang  mit  der  einen 
respektive  iler  andern  Teilkurve  eingehen  und  der  Ausdruck 
für  (5)  niuss  dahei  eine  solche  Funktion  von  m,  n  und  a 
sein,  dass  man  hdt 

d,  h.  von  der  Form  ,  , 

am-\-On-i-ca. 

Nun  musS;.  aus  Gründen  der  Symmetrie  a^h  sein  und  aus  der 
Zahl  der  sechspunktig  berührenden  Kegelschnitte  für  die  Kur- 
ven dritter  Ordnung  können  a  und  c  bestimmt  werden;  man 
findet  (5)  = -15)»- 15«+ 9k. 

Die  Kegelschnitte  (4,  1)  für  die  zusammengesetzte  Kurve 
werden  von  denen,  welche  dieselbe  Art  der  Berührung  mit 
den  Teilkurven  haben,  und  von  den  andern  gebildet,  welche 
mit  der  einen  von  diesen  eine  Berührung  vierter  Ordnung  und 
mit  der  andern  eine  einfache  Berührung  haben.  Da  die  Zahl 
der  Kegelschnitte  der  letzten  Gruppe  durch  die  Formeln  des 
vorigen  Artikels  bestimmt  ist,  so  ist 

<I>{m  +  m',n  +  n',  «  +  «')  —  *(»*,]*,  k)— ^(m',  «',  k') 
eine  bekannte  Funktion  von  m,  n,  «. 

Mittelst  des  so  erläuterten  Verfahrens  wurde  von  Cayley 
die  folgende  Tafel  begründet: 
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(4,  1)  ^-8m^—20mn--Sn^+10i(m  +  n) 

(3,2)  =120>  +  »)  +  K(-4m-4«.-78)  +  3«^; 

(3,  1,  1)  =-|-m^-10m%— lOm»»^  — |«*  +  T"*^ 

+  ll-6mw  +  if«*-434(m  +  «) 
+  a(|«i^+6m)H-|«*-^5M-^«+291)— 1«^; 
(2,2,  1)  =24mH54m«  +  24«''-468()»  +  n) 

+  «(-8m-8«+327)  +  «X>+>-12); 
(2,  1,  1,  1)      =&m'>+30mH  +  30mn^+6n^ 

-17»(m  +  K)H1320(m  +  «) 
+  «{  5-m^+)»^H+j»«^+  ^M^— ^«i*— 26h[k 
-  ¥"'  +  ^^  ("'  +  »)  -  960 } 
+  «2(_|.^_|^  +  28); 
(1, 1,  1,  1,  1)  ^^^-^(m^  +  n^)  +  ^mn(m'^  +  n'')  +  jw'n^(m  +  nj 
~  2m^n*  —  Ys  (*!**  +  >**)  ~  "I  "^^  (■'"^  +  "^) 

+  5|f-'  (m^  +  n^)  +  ^PmM  —  ^  {m  +  n) 
+  a  (~  ^m^  —  ^m^n  —  -|m«^  —  -|)j^+ ^m^ 
+  23m«  +  ^^«^^5|5m-ä-f«  +  486) 

+  «^i-|(jB  +  «)-15}. 

Von  Zeuthen  uod  Cayley  sind  auch  PormelD  gebildet 
worden  für  die  Fälle,  in  weichen  die  Berührung  mit  einer 
Kurve  in  gegebenem  Punkte  vorge  sehn  eben  ist.  Cayleys 
Abhandlung  enthält  endlich  Untersuchungen  über  eine  Formel 
von  de  Jonquieres^^'),  welche  die  Zahl  von  Kurven  der  r'™ 
Ordnung  angiebt,  die  mit  einer  gegebenen  Kurve  m^"'  Ord- 
nung t  Berührungen  von  den  respektiven  Ordnungen  a,  J>,  c 
eingeht  und  überdies  p  Punkte  der  Kurve  euthält.  Der  Ge- 
genstand kann  seiner  Ausdehnung  wegen  hier  nicht  wohl 
weiter  entwickelt  werden.^^^) 
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Zu  Kap.  I.    S.  1—18. 

1)  S.  15,  Art.  22  u.  23.  Pur  diese  Koordinaten- Entwicklung  ver- 
gleiche man  die  Abhandlung  dea  Herauageljers  in  „ Vierteljahrs aohrift  der 
naturforsoh,  Gesellschaft  zu  Zfirich"  Bd.  15,  p.  153f.,  sowie  seine  „Dar- 
stellende Geometrie"  Art.  133  f.  und  Art.  144,  Daau  für  die  Grundidee 
T.  Staudt  „Beiträge"  2.  Heft  (1857)  §  29,  p.  261. 

Ein  Beispiel  fiir  den  Gfebraucn  der  allgemenien  Transformations- 
gesetze findet  man  im  Text,  p.  66  unter  3. 

Sonst  ist  das  Kapitel  „von  den  Koordinaten"  im  -wesentlichen  ein 
Beitrag  von  Prof.  A.  Cayley  zum  Original. 

Zu  Kap.  IL  S.  19—85. 

2)  S,  30,  Art,  34.  Euler  (yei^l.  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie 
vom  Jahre  1748  „Sur  nne  conteadiction  apparente  dans  la  doctrine  dea 
lignea  courhes")  scheint  zuerst  die  Paradosie  bemertt  au  haben,  dass 
zwei  Kurven  w"''  Ordnung  sieh  in  einer  grössern  Zahl  von  Funkten 
schneiden,  als  zur  Bestimmung  einer  solchen  Kurve  nötig  sind.  Gramer 
hat  dieselbe  Bemerkung  ia  seiner  im  Jahre  1760  veröffentlichten  „Intro- 
duction  a  l'Anaij^e  des  Lign,es  courbea  algebriqnes".  Aber  man  hat  erst 
in  viel  späterer  Zeit  die  wichtigen  geometrischen  Sätze  erkannt,  welche 
daraus  entspringen.  Von  Lamö  ward  der  Begriff  des  Kurvenbüschela 
durch  w'  Qrundpunkte  gebildet.  („Examen  des  diiförentes  m^thodea 
employ^es  pour  rösoudre  les  problömes  de  göom^ti-ie"  1818  p.  38.)  1837 
gab  Qergonne  den  Satz  des  Art.  31  („Annales"  Bd.  17,  p.  330)-,  um 
dieselbe  Zeit  Plüekei-  („Entwicklungen"  Bd.  1,  p.  338  und  „Gergonnes 
Annalen"  Bd.  19,  p.  97,  139)  den  allgemeinen  Satz  des  Art.  30.  Einige 
Jahre  später  wurden  die  Pälle  der  Beziehung  erörtert,  welche  awbehen 
den  Durchschmttspnntten  von  Kurven  und  Flächen  verschiedener  Ord- 
nungen besteht  wie  in  Art.  33;  es  geschah  in  zwei  gleichaeitig  zur  Ver- 
öffentlichung eingesendeten  Arbeiten  durch  Jacobi  („Grelles  Journal" 
Bd.  16,  p.  286)  und  Plüoker  (ibid.  Bd.  16,  p.  47).  Ausser  diesen  Ar- 
beiten mag  man  eine  Abhandlung  von  Cayley  im  „Cambridge  Math. 
Jörnen.",  Bd.  3,  p.  211  zu  Rate  ziehen.  Baeharach  hat  in  den  „Br- 
langer  Berichten"  vom  Dee.  1879  gezeigt,  dass  der  Satz  des  Art.  34  seine 
Giltigkeit  verliert,  wenn  die  ^  (m  +  m-r- l)(m-f«  — r  — 2)  Punkte  in 
einer  Kurve  von  der  Ordnung  {m  +  n  —  r—S)  liegen. 
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3)  S.  39,  Ai-t.  43.  In  der  eraten  Ausgabe  dea  Originals  war  die  Zahl 
J  (w  —  2)  (m  —  S)  als  Grenze  angegeljeii  Amtatt  das  allgenieiiie  Kriterium 
anzuwenden,  wurde  die  Frage  dnekt  unterautht  wie  folgt:  Durch  den 
gegebenen  yielfachen  Punkt  und  J*nw  — 3)  — 1  andre  Punkte  der  Enrye 
kann  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  S  gelegt  werden,  für  welcie  der 
vielfache   Pnnkt    als    i»  —  2    gezählt    und   die   angenommenen  Punkte 

J(ra  +  S){M  — 3}  Durchschnitte  mit  der  Originalkurve  ausmachen,  so 
ass  dui-ch  Subtraktion  von  n{«  — 8)  andere  DurchBchnittspunkte  in 
Zahl  ^(m  — 2)(w  — 3)  übrig  bleiben,  welches  eine  Grenze  für  die  Zahl 
angenommener  Punkte  ist,  die  Doppelpunkte  sein  können.  "Wir  erKalten 
aber  naßh  dem  allgemeinen  Kriterium  die  niedrigere  Grenze,  indem  wir 
eine  Kurve  von  der  Ordnung  «— S  beschreiben,  welche  den  gegebenen 
vielfachen  Punkt  als  (w— 4) -fachen Punkt  enthalt,  so  daas  ei  nach  Art.  41 
far  sie  J(«  — 3)(«  — 4)  Bedingungen  repräsentiert  und  nock  2  («  —  3) 
Punkte  zur  Bestinimung  der  Kurve  {n  —  S)"''  Ordnung  anzunehmen  bleiben. 

Und  da  der  vielfache  Punkt  unter  den  Schnittpunkten  dieser  und 
der  ursprünglichen  Kurve  (m  — 2)  (w  —  4)-fach  zählt,  so  bleiben  ausaer  den 
angenommenen  Punkten  nur  n  — 2  andere  Durchs  cbnittspunkte  übrig. 

Der  Abriss  von  den  Formen  der  dreifachen  Punkte  in  Art.  40,  S.  36 
rührt  von  A.  Cajley  her. 

S.  39,  Art.  44.  Vergl.  die  Abhandlungen  von  Clebseh  „Über  die 
Anwendung  der  Abelschen  Punktionen  in  der  Geometrie"  in  „Grelles 
Journal"  Bd.  63,  p,  189f.  und  ibid.  Bd.  64,  p.  43f.  (über  die  Kurven  vom 
Geschlecht  Null).  Hieran  auch  Haase  in  Bd.  2,  p.  516  der  „Mathem. 
Annalen".  Die  Äusdi-ücke  Defekt  und  Unikursalkiirve  fühi-te  Caylej 
ein  in  seiner  Abhandlung  „On  the  Transformation  of  plane  Curves" 
„London  Mathem.  Society"  Oct.  1S65,    Siehe  Note  14  unten. 

S,  44,  Art.  47  entwicielt  Ansichten  A.  Cayleys. 

4)  S.  52,  Art.  64.    Vergl.  Gregorj's  Esamples,  p.  170f. 

5)  S.  56,  Ali.  56.  Vergl.  Gregorj^  Esamples,  chap.  XI;  oder  die 
ursprüngliche  Quelle:  Cramers  „Introduktion".  Zu  Aufg.  6  vergleiche 
man  Sidler:  „Trisektion  eines  Kreisbogens  und  die  Kreis conchoide"  m 
den  „Mittheilungen  der  naturforsch.  Gesellschaft  von  Bern"  1873 

Das  Beispiele,  p.  59  ist  von  Caylej'.  Das  Beispiel  zeigt  sehr  deut- 
lich den  Formenwandel  einer  Kurve  vierter  Ordnung.  Geht  man  von 
Pig.  21  aus ,  so  kann  man  durch  Auflösung  der  Knoten  die  übiigen  Figu- 
ren ableiten;  wir  wollen  bemerken,  dass  die  Fig.  20a  mit  etwas  mehr 
nach  den  Koordinatenaxen  hinreichenden  Ovalen  uns  ein  Bild  lou  einei 
Kurve  vierter  Ordnung  mit  achtundzwanzi^  reellen  Doppeltangenten  geben 
würde  (vei-gl.  p.  286);  die  gegen  den  Punkt  0  hinliegenden  Konkavitäten 
der  vier  Ovale  sind  in  der  vorliegenden  Figur  nicht  erkennbai  In  Ähn- 
licher Weise  kann  man  die  Formen  der  Kurven  dritter  Ordnung  schBrna^ 
tisch  ableiten  aus  der  Figur  von  einem  Kegelschnitt  und  einei  ihn 
schneidenden  Geraden. 

6)  S.  59 ,  Art.  66.  Vei^l.  in  „Metkodus  Plusionum  et  Seiierum  mfiiu- 
tarum"  (Opuscul.  ed.  Caatillon,  Bd.  1,  p.  37)  den  Abschnitt  „De  reductione 
affectarum  equationmn".  Newton  giebfc  jedoch  die  Regel  m  emei  von 
der  des  Testes  abweiehenden  Form.'  Man  sehe  auch  eine  Abhandlung 
von  de  Morgan  in  „Quarterly  Journal"  Bd.  1,  p.  1  oder  „Transactions 
of  the  Cambridge  PhÜos.  Society"  Bd.  11,  p.  608. 

7)  S.  61,  Art,  63.  Cayley  „Quarterly  Journal"  Bd.  7,  p  212  und 
„Crellea  Journal"  Bd.  64,  p.  369.  Die  Art.  56—58  rühren  von  ihm  her. 
Von  den  späteren  wichtigen  Ausführungen  über  die  Singularitäten  dei 
algebraischen  Kurven  von  Smith,  Zeuthen,  Stoltz  etc.  will  ii_h  noch 
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neimen  das  Memoire  t 
algebriques  planes"  ii 

8)  S.,  66,  Art,  59  —  62.  Für  die  Theorie  der  Polaren  vergleiche  man 
Graasniann  „Tlieorie  der  Centralen"  im.  24.  Bd.  von  „Grelles  Journal" 
und  Bobillier,  „Thöoremea  sur  lee  polairea  auoceaaives"  in  „Öergonnes 
Annalen"  Bd.  19,  p.  305.  Von  dem  Letzteren  rührt  z.  B.  der  Satz  über 
die  («  —  1)^  Pole  einer  Geraden  her.  Mit  dem  unendlich  fernen  Punkt 
der  Ase  y  als  Pol  finden  wir  die  Polaren  der  verschiedenen  Ordnungen  als 
Diameter  bei  Gramer  (1750),  wie  schon  die  gerade  Polare  bei  Newton. 
Yergl.  Kap.  IV,  Note  21.  Unter  den  neueren  Darstellungen  heben  wir 
hervor  den  2.  Abschn.  in  Cremonaa  „Introduzione  ad  una  Teoria  geom. 
delle  curve  piane". 

9)  S.  69,  Art.  67.  Nach  Poncelet  ist  Waring  der  erste  gewesen, 
der  die  Frage  nach  der  Zahl  von  Tangenten  untersucht  hat,  welche  von 
einem  Punkte  aus  an  eine  Kurve  n'"  Ordnung  gehen.  („MisceUanea 
Analytiea"  p.  100.)  Poncelet  selbst  zeigte  im  8.  Bd.  von  „Gergonues 
Annalen"  p.  213,  dass  die  Berührungspunkte  auf  einer  Kurve  (m  — l)"'' 
Ordnung  liegen  und  dass  ihre  Anzahl  nicht  grösser  sein  kann  als  n(n—l). 
Daraus  entsprang  das  Ponceletsche  Paradoxon  oder  die  Frage,  wie  die 
Eeciproke   der  Eeciproken  einer  Kurve  «"■  Ordnung  von   der  Ordnung 

n(n-l){n{n-l)~i) 
auf  die  n^  Ordnung  aurückkäme?  oder,  wie  an  die  Eeciproke  einer  Kurve 
b'"'  Ordnung,  obwohl  dieselbe  von  der  Ordnung  n{n  —  l)  ist,  nur  n  Tan- 
genten von  einem  Punkte  aus  möglich  sind?  Plüoker  gab  darauf  zuerst 
die  vollständige  Antwort  (vergl.  „CreDes  Journal"  Bd.  12,  p.  107  von 
1834;  oder  seine  , Theorie  der  algebraischen  Kurven"  1839),  indem  er  die 
Zahl  der  Wendepunkte  direkt  bestimmte  und  den  Eiafluss  der.  Doppel- 
und  Efickk ehrpunkte  feststellte;  in  Verbindung  mit  dem  Prinzip  der 
Dualität  war  damit  die  Gruppe  der  PMckerschen  Gleichungen  in  Art.  81 
begründet. 

10)  S.  72,  Art.  70.  Nach  dem  Vorschlage  von  Sylvester  „On  a 
theory  of  the  syzygetic  relations  of  two  rational  integral  functions"  in 
„Philosoph,  l'ransact  "  Bd.  143  p.  545. 

11)  ibid.  Nach  demVorschlage  von  Cremona  in  seiner  „Introduzione" 
p.  68.  Steiner  selbst  brauchte  den  Namen  Kernkurve.  Siehe  „All- 
gemeine Eigenschaften   algebraischer  Kurven"   „Grelles  Journal"  Bd.  47, 

S.  1^6  Wir  heben  hervor,  wie  in  den  Definitionen  der  Hesseschen  und 
er  Steinerschen  Kurve  durch  das  eindeutige  Entsprechen  ihrer  Punkte 
auf  die  birationalen  Transformationen  hingewiesen  ist,  die  wir  später 
entwickeln.  Vergl.  Clebsch  „Über  einige  von  Steiner  behandelte  Kurven" 
in  Bd.  94,  p.  288  von  „Grelles  Journal". 

12)  S.  75,  Art.  74.  Vergl.  Hesse  „Über  die  Wendepunkte  der  Kurven 
dritter  Ordnung"  in  „Grelles  Journal"  Bd.  28,  p.  104.  Den  Einfiuss  eines 
Eflekkehrpunktee  auf  die  Zahl  der  Inflexionen  (Art.  77)  bestimmte  Cayley 
in  „Recherches  sur  Völimioation  et  sur  la  th^orie  des  courbes"  in  „Grelles 
Journal"  Bd.  34,  p.  43. 

13)  S.  83,  Art.  81.  Man  vergleiche  Plückers  „Theorie  der  alge- 
braischen Kurven"  2.  Abschn.,  insbesondere  @  4.  Für  das  Ponceletsdie 
Paradoxon  giebt  Plücker  hier  das  Beispiel  einer  Kurve  siebenter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten  und  vier  Spiiäen;  sie  ist  von  der  Klasse  24  und 
hat  55  Inflpxionen  und  190  Doppeltangenten,  aus  denen  65  Spitzen  und 
190  Doppelpunkte  der  recioroken  Kurve  hervorgehen,  deren  Ordnung 
dadurch  von  24.  23  oder  552  auf  552-2.  190-3.  55  =  552-546  =  7 
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erniedrigt  wird.  Für  eine  elementare  Ableitung  der  drei  Hauptglei- 
cbungen  siehe  äie  Note  nach  n  unten  S.  492.  —  Die  Bemerkung  des 
Beiap.  2  ist  auch  von  Malet  gemacht  worden. 

14)  S.  86,  Art.  83.  Der  Säte  aber  die  Unveränderlichkeit  des  Ge- 
Bchleohts  ist  enthalten  inBiemanne  „Theorie  der  Abelschen  Funktionen" 
^  12  (,Cielles  Journal"  Bd.  54,  p.  133.  1867);  er  ward  aber  erst  durch 
Clebsch  „Über  die  Singularitäten  algebraischer  Kurven"  (ibid.  Bd.  64, 
p   ÖS    1864)  für  die  Kurventheoiie  fraottbar  gemacht. 

Dei  hier  mitgeteilte  Beweis  ist  zuerst  von  Bertini  in  „Battaglinie 
Gioinale"  Bd  7,  p.l05,  bald  nachher  wesentlich  gleichartigvonZeuthen 
m  „Mathem.  Annalen"  Bd  3,  p.  150  gegeben  worden,  Zeuthen  bewies 
in  derselben  4rt  die  allgemeinere  Relation 

i-t'  =  2«:'(J5-l)-2o;(I''-l) 
für  den  Fall    dass  a  Punkte  der  Kurve  S  einem  Punkte  in  S'  und  a' 
Punkte  dei  Kurve  S'  einem  Punkte  der  Kurve  S  entsprechen  und  dass  t,  t' 
die  lespektiven  Anzahlen  der  Punkte  bezeichnen,  in  welchen  zwei  von 
diesen  a  odei   a'  Punkten  vereinigt  sind. 

Einen  direkten  Beweis  für  den  FaO,  wo  die  Kuiven  des  einen  Systems, 
die  den  geraden  Linien  des  andern  entsprechen,  keine  andern  viehachen 
Punkte  ils  Doppelpunkte  enthalten,  findet  man  in  Clebsch-Gordans 
,1heorip  dei    4.belschen  Funktionen"  p.  54. 

Zu  Kap.  III.    S.  86  —  136. 

Für  Kap.  111  ist  ein  Manuskript  von  Cajley  über  die  Enveloppen 
mit  Einschluss  der  Theorie  der  Evoluten,  Quasi -Evoluten  und  Parallel- 
kuryen benutzt  worden. 

16)  S.  92,  Art.  8S.  Vergl.  die  S,  Aufl.  meiner  Ausgabe  von  Salmons 
„Anal^.  Geometrie  des  Eaiunes"  Ed.  2,  Art.  445.  S.  595  la  dem  hier 
diskutierten  Beispiele  bestätigt 

*  +  „  =  („-2)i3rn-3)  +  3!=ii2(w^l)-l}  |2(«-1)-2K 
dass  die  Enveloppe  von  Geschlecht  Null  ist, 

Art.  87—89,  S,  92-95  i-ühren  von  Cayley  her. 

16)  S.  97,  Art.  91.  Die  Eeciproke  der  Eeciproten  ist  die  ursprüng- 
liche Kurve  mit  einem  Paktor  multipliaiert,  dessen  Bedeutung  Plücker 
nachgewiesen  hat.  Ersetzt  man  aber  in  der  Gleichniig  der  Eeoiproken 
die  variabeln  durch  die  Differentialquotienten  der  Originalkurve,  so  ist 
auch  dies  Eesultat  durch  die  ursprüngliche  Funktion  teilbar  und  giebt 
das  dualistisch  entsprechende  Eesultat,  dass  die  durch  den  andern  Faktor 
datgesteUie  Kurve  die  dreifwib  zu  rechnenden  Wendepunkte  und  die 
Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  aus  der  ursprünglichen  Kurve 
heransscbneidet.  Pasch  hat  dies  in  einer  Note  im  74.  Bd.,  p.  92  von 
,,CrelleB  Jonmal"  algebraisch  dargestellt,  Vergleiche  auch  Caylejs  Ab- 
handlung zur  Theorie  der  Doppeltangenien  in  „  Hiilosophical  Transactions  " 
Bd.  149,  p.  193. 

17)  8.  lOB,  Art.  98.  Wir  eitleren  hier  zur  Vergleichuag  Bischoffa 
Abhandlung  im  56.  Bd.  von  „Grelles  Journal"  p.  166  und  dazu  Gundel- 
fingers  Durchführung  einzelner  unerledigt  gebliebener  Punkte  ibid. 
Bd.  73,  p.  171. 

Zu  Art.  109,  S.  119  bezüglich  der  projektivisch  allgemeinen  Mass- 
bestimmung  in  der  Ebene  oder  des  absoluten  Kegelschnittes  (vergl. 
„Kegelschnitte"  Art.  369  f.)  verdanke  ich  Herrn  Prof.  Hemmig  die  fol- 
gende interessante  Anwendung. 
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Die  Verbindung  der  Kurve  0  mit  ihrer  Reciproken  O,  in  Bezug  auf 
den  festen  Kegelsclinitt  K  liefert  einen  Ort  (CC,)  der  Schnittpunkte  ent- 
sprechender  Tangenten,  d.  h.  von  Tangenten,  deren  eine  die  Polare  vom 
BerQhrungBpTinkt  der  andern  in  Bezug  anf  K  ist,  und  eine  Enveloppe 
[CG]  der  Verbindangalinien  enteprechender  Punkte,  der  Berührungs- 
punkte solcher  Tangenten  —  zwei  Kurven,  die  in  Bezug  auf^an  einander 
reciprok  sind.  Ordnung  (i  und  Klasse  v  der  Ortskurre  {CC{}  lassen  sieh 
ans  ihrer  Beziehung  zum  Kegelschnitt  K  bestimmen,  die  erste  unmittel- 
bar, die  zweite  bei  Inbetrachtnahme  einer  unendlich  kleinen  VerrCiokung 
desselben  in  einen  Kegelschnitt  K*  unter  Festhaltung  von  zwei  Punkten 
auf  ihm  und  ihrer  Tangenten.  Jeder  Schnitkiunkt  des  Kegelschnittes  K 
mit  der  Kurve  (CO.)  bedingt  offenbar  einen  Schnittpunkt  von  K  mit  der 
einen  oder  der  andern  der  Karren  C  resp.  C,  und  umgekehrt;  die  An- 
zahl der  fragliehen  Schnittpunkte  ist  daher  gleich  3  u  -J-  S  ji  und  somit  die 
Ordnung  von  (CO,)  ^  =  ^-f-^. 

In  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K*  entepricht  der  Kurve  G  eine  ßeci- 
prokeC,*und  durch  Verbindung  mit  dieser  ein  Ort  der  Schnittpunkte  ent- 
sprechender Tangenten  (CO,"),  welcher  dem  der  eraten  Lage  von  K  ent- 
sprechenden Orte  (OC,)  unendlich  nahe  liegt.  Die  ft^  Schnittpunkte 
dieser  beiden  Karven  rühren  her  1)  von  den  i  Infiesionspunkten  der  ge- 
gebenen Kurve  G,  2)  von  den  2/t  Schnittpunkten  zwischen  C  und  K, 
3)  von  den  /i,  Schnittpunkten  der  Kurve  C  mit  der  Sehne  der  Berührungs- 
punkte zwischen  K  und  Ä*,  4)  von  den  ft  Schnittpunkten  dieser  Seime 
mit  der  Kurve  (COJ,  endlich  6)  in  Paaren  von  den  3  Doppelpunkten 
der  Kurve  {CC^).  Rückkehrpiuikte  besitzt  die  Kurve  (CG,)  nicht,  so 
lange  die  gegebene  Kurve  G  nnr  einfache  Singulariiäten  hat,  und  andere 
Schnittpunkte  der  Kurven  (GG,)  und  (GG,*)  als  ^die  angeführten  giebfc 
es  nicht.    Daher  ist 

^'=i-|-2fi-|-fi-|-f(  +  2tf    oder  auch  ^  (li-l)  — aa  =  *  =  t-(-3^. 

Da  aber  bei  der  Erzeugung  der  Kurve  (GO,)  die  beiden  Kurven  C 
und  C,  genau  in  derselben  Art  zur  Verwendung  kommen,  so  erhält  raaji 
offenbar  auch  v  =  «  +  Sv  und  dalxer  durch  Vergleiohung  beider  Werte 
der  Klasse  von  (CG)  die  dualistisch  sich  selbst  entsprechende  Flückersche 
Gleichung  7)  auf  S.  82 

i-)-3fi  =  K-l-3j'    oder    t-K  =  3(i'-(i). 

Man  sieht,  dass  diese  elementare  Ableitung  der  sich  selbst 
entsprechenden  Plöckerschen  Gleichung  an  der  Einführung  der 
allgemeinen  sich  selbst  dualen  Form,  des  absoluten  Kegelschnittes  Mngt. 

Die  beiden  ersten  Plückerschen  Gleichungen  (1,  4  auf  S.  >'2  des 
Testes)  kann  man  in  der  der  Euklidischen  Messung  entsprechenden 
Degeneration« -Form  des  Absoluten  durch  eine  uneniS.ic]i  kleine  Ver- 
schiebung begranden,  wie  im  XIV.  Bd.  der  „Mathem.  Ann."  p.  207 f.  von 
A,  Beck  gezeigt  worden  ist. 

18)  S.  124,  Art.  115.  Die  Theorie  der  Brennlinien  wm'de  zuerst  auf- 
gestellt von  Tschirnhausen  „Acta  Erudit«ram"  1683,  Die  in  Art.  116 
entwickelte  Idee  von  Quetelet  sieh.e  zuei-st  in  „NouveauK  Mömoirea 
de  racadömie  de  BruxeÜes"  Bd.  8  u.  6.  Vergl.  auch  Gayleys  „Memoir 
upon  Caustics"  im  147. Bd.  der  „Philosophie^  Transactions"  p.  273,  und 
Emil  Weyr  „Über  die  Identität  der  Brennlinien  mit  den  Evoluten  der 
Pusspunktkurven"  in  „Zeitschi-ift  f.  Mathem,"  1869,  p.  376  und  „Kon- 
struktion des  Krümmungskreises  für  Fusspunktkurven "  in  „Wiener  Be- 
richte" 1809,  p.  169. 

19)  S.  127,  Art  117.  s.    Der  mitgeteilte  Beweis  ist  von  Dr.  Atkine. 
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20)  S.  136,  Alt.  laa.  Für  eine  Lösung  desselben  Problems  von 
A.  Cayley  Tergleiche  man  die  „Analyt  Geom.  des  Baumes*  Bd.  2,  Art.  275. 

Zu  Kap.  IV,    S.  136—163. 

n  Newton  auerst  gegeben  in 

22)  S.  139,  Art.  126.  Carnot  „Geometrie  de  position"  p.437.  Vergl. 
Plüokei-3  „Syst^em  der  analytischen  Geometrie"  p  44  f.  Wir  woUen  an- 
merken, A&s  der  Satz  von  Cainot  uns  Mittel  bietet  aui  Konitruktion  des 
Krflmmung'skreiaeB  einei  Kurve 

23)  S.  143,  Art  128     In  BEnumeiatio  Imearam  teihi  oidinis"  1706, 

24)  S.  146,  Art  1S2  Wii  nennen  hiei  die  wichtige  Abhandlung 
Steiners  „Über  solche  algebraische  Eur\en,  welche  einen  Mittelpunkt 
haben  und  über  darauf  bezügliche  Eigenschaften  allgemeiner  Enrven 
sowie  über  geradliuige  Transversalen  der  Letatereu"  im  47.  Bd.  von 
„Grelles  Journal''  p.  7—108.  Verschiedene  Gruppen  der  Steinerschen 
Resultate  sind  abgeleitet  in  de  Jonquifer es  Abhandlung  in  Bd.  69,  p.  31S, 
und  besonders  in  Güssfeldts  Arbeit  im  2.  Bd.  der  „Mathem.  Annalen" 
p.  66  —  127.  Pur  das  auf  Kui-ven  dritter  Ordnung  Bezügliche  vergl. 
Ai't.  171  f.  des  Textes. 

25)  S.  146,  Ai-t.  133.     Cotes  „Harmonia  mensurarum"  1722. 

26)  S.  149,  Art.  137.  Mac  Laurin  „De  linearum  geometrioaruni 
proprietatibus  generalibus  tracfatus";  mit  der  5.  Ausgabe  seiner  Algebra 
TerÖffentlieht. 

27)  S.  161,  Art.  138.   VergL  „Quetelet,  Correspondence"  Bd.  6,  p.  8. 

28)  S.  151,  Art.  139.  Vergl.  Plücker  in  „Cielles  Journal"  Bd.  10, 
p.  84. 

Die  Art,  138,  139,  161  rühren  von  Cayley  her. 

29)  S.  163,  Art.  147.  Dieser  Beweis  des  Miquelschen  Satzes  ist 
von  Clifford  gegeben  worden.  Vergl.  „Messenger  of  Mathem."  Bd.  5, 
p.  137,  und  „Edueational  Times"  Deoember  1870.  Die  Eeihe  dieser 
Sätze  ist  unbe^«izt:  Einem.  System  von  2(i  +  l  Geraden  entspricht  in 
dieser  Weise  ein  Kreis. 

Zur  analytischen  Behandlung  der  Brennpunkte  vergleiche  man  die 
Abhandlung  von  Siebeck  im  64  Bd.  von  „Grelles  Journal"  p.  178. 

Zu  Kap.V.  S.  164—277. 

30)  S.  169,  Art.  162.  Mac  Laurin  „De  linearum  geon  et  a  um 
etc."  (Hot«  23).  Eine  französische  Übersetzung  des  „Tract  tu  m  t 
Noten  und  Zusätzen  findet  man  in  E.  de  Jonqniferes  „M^l  n  de 
göomötrie  pure"  1866,  p.  197  —  261. 

Sylvesters  Theorie  der  Reste  ist  dem  Autor  durch  ein  Man  k  pt 
von  Cayley  bekannt  geworden.    Man  vergleiche  Art.  348  f.  m   Test 

31)  S.  179,  Art.  162.  Siehe  „Cambridge  and  Dublin  Mathem.  Jour- 
nal" Bd.  6,  p.  131  (1851).  Das  KegelschnittbüBchel  S-lS'  =  0  und  das 
Strahlenbüschelj4—l,i'=0  erzeugen  die  Kurve  dritter  Ordnung  j1'S—j15'=0 
durch  den  Schnitt  ihrer  entsprechenden  Elemente  (vergl,  Art.  156);  daraus 
entspringt  die  Konstruktion  der  Kurve  durch  neun  gegebene  Punkte 
1,  2,  ...  9:   Man  legt  durch.  1,  2,  3,  4  die  Kegelschnitte  nach  6,  6,  7, 


y  Google 


494  LitteratDr-Nacliweisimgcn  und  Zubäfae, 

8,  9  und  bestimmt  einen  Punkt  P  so,  daaa  daa  Strahlentiüsohel(P.5  6  78  9) 
dsHi  Büscliel  jener  fünf  Kegelnclmitte  projektiviBcli  ist  —  als  den  yiei'ten 
Sclmittpunkt  von  zwei  Kegelschnitten ,  wie  leicht  ersichüieh.  Für 
1,  2,  ...  9  ala  Schnittpunkte  zweier  Knrren  dritter  Ordnung  wird  die 
Konafccuttion  unbestinunt,  indem  diese  Kegelschnitte  sich  decken.  Sind 
acht  dieser  Punkte  gegeben,  so  bestimmen  wir  die  DoppelverMItniese 
der  Ewei  Gi-uppen  von  vier  Kegelschnitten  1  3  3  4  (5,  6,  7,  8)  und 
1236(4,  6,  7,  8)  und  dann  den  Punkt  9  bo,  dass  die  Strahlenbäachel 
9  (B,  6,  7,  8)  und  9  (4,  6,  7,  8)  respektive  die  nSmlichen  Doppel  Verhält- 
nisse haben,  denn  dann  liegen  1,  2,  3,  4',  6  und  9  auf  dems&lben  Kegel- 
schnitt. 

Hart  hat  seiner  linearen  Konstruktnon  des  nennten  Schnittpunktes 
aweier  Kurven  dritter  Ordnung  im  VI.  Bd.  des  „Cambridge  and  Dublin 
Math.  Journ."  neuerlich  (1879)  im  Bd.  26  der  „Transact.  of  the  B.  Iriah 
Acad."  p.  449  eine  entsprechende  Berechnung  seiner  Koordinaten  hinzu- 
gefügt. 

Für  die  linearen  Konstruktionen  algebraischer  Kurven  überhaupt 
vergleiche  man Chasles  Abhandlungen  in  den  „Comptea  rendua",  Bd. 36, 
37,  41,  45;  und  E,  de  Jonc[ui&reB  darauf  gegründeten  „Essai  sur  la 
gönöration  des  Courbes  g^omötriques"  (1858)  sowie  die  schon  genannten 
„Mölang'es"  von  1866,  p.  182 f.  Zu  den  allgemeinen  Eigenschaften,  auf 
denen  sie  beruhen,  die  Note  von  Olivier  im  70. Bd,  von  „Grelles  Jour- 
nal" p.  156. 

Wenn  man  bei  der  Brennpnnktkurve  in  Art.  165  den  Brennpunkt 
der  Parabel  dnrch  Kreise  bestimmt  denkt,  so  gelangt  man  zu  ihrer  Er- 
zeugung ala  Ort  der  Schnittpunkte  der  Kreise  eines  Kreisbflschela  mit 
ihren  von  einem  Punkte  auBgehendeu  Durchmessern.  [Verel.die  2. deutsche 
AuBg.  der  „Kegelschnitte"  p.  3&B,  397;  dazu  die  Abhandlungen  von 
Schröter  und  Durege  in  Bd.  B  und  6  der  „Mathem.  Annalen",  sowie 
Clebsch  ibid.  Bd.  5  m  kurzer  Zusammenfassung  und  im  Vergleich  mit 
der  Erzeugung  von  Grassmann  („Grelles  Journal"  Bd.  62,  p.  254):  Ein 
Punkt  bewegt  sich  so,  dasa  seine  Verbindungsgeraden  mit  drei  festen 
Punkten  Ä,  B,  0  drei  feste  Gerade  «,  b,  c  resp.  in  Punkten  einer  ge- 
raden Linie  achneiden. 

32)  S.  187,  Art  168.  Vergl.  „Thöorfemes  sur  lee  courbes  de  troi- 
ai&me  degr^s"  im  42.  Bd.  von  „Grelles  Journal"  p.  274  (1851).  Zur  alge- 
braischen Entwicklung  bemerken  wir  folgendes.     Für 

als  die  kanonische  Form  der  biquadratiscken  Gleichung  ist  die  Diskri- 
niinanteS»-27rä  (vergl. „Vorlesungen"  Art. 207,  Art,210f.)ae(ae-9e^", 
und  da  das  Zeichen  der  Diskriminante  durch  lineare  Transformationen 
nicht  geändert  wird,  so  sind  notwendig  das  a  und  e  der  kanonischen 
Form  bei  positiver  Diskriminante  von  gleichem  und  bei  negativer  von 
ungleichem  Zeichen.    Aber 

asc'  +  eex^^'  +  ey* 
zerfallt  offenbar  in  Faktoren  von  der  Form 

{x^  +  ly'){x'  +  li,y')    oder  ^x'-Xy^i^'-tty') 
d.  h.  die  biquadratische  Gleichung  hat  entweder  vier  imdginiie  odet  viei 
reelle  Wurzeln.    D^egen  giebt  die  Zerfällung  von 

ace'-k-Gcx'y'  —  ey'   stets   {w^  +  ly^(a:  —  ny^) 
oder  awei  reelle  nnd  zwei  imagiiÄre  Wurzeln.    Dies  letzte  findet  also 
immer   statt,   wenn  S'>273'^   und   das   erste  Entwedprodei    im  ont 
gegengesetzten  Falle,    Vergl.  280  des  Textes.    Cremona  hat  m  einem 
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Beila^  zum  2.  Bd.  des  „Giornale  Battaglini"  (18G4)  p.78  diese  cliaiakte- 
riatiBchen  Untergchiede  awischen  dea  Formen  der  Kurren  dritter  Ord- 
nung entwickelt. 

Von  der  Erzengung  ans  Kegels  chnittbSachel  und  StraMbüscliel  aus- 
gehend hat  neuestena  R.  Sturm  die  Konstanz  des  Doppelverhäitnisses 
auch  für  die  zweiteiligen  Kui-ven  und  dazu  die  übrigen  Haupteigen- 
schaften der  Kurven  dritter  Ordnung  einfach  geometrisch  bewiesen  im 
Bd.  90  p.  85f.  von  „Grelles  Joamal",  Analjtiacli  kann  man  von  dem 
in  Art.  184  enthaltenen  Satae  auEgeKen,  dass  die  Berührungspunkte  der 
Taagenten  von  einem  Punkte  der  Kurve  aus  die  Durchs chmttspunkte 
seiner  Polarkegelsolmitte  5",  and  H^  in  Bezug  auf  die  Kurve  und  in  Be- 
eng auf  ihre  Hessesehe  Kurve  sind  (siehe  auch.  Art.  236);  indem  man  ihn 
mit  dem  andern  verbindet,  dass  das  Doppelvevhältnia ,  welches  in  einem 
Punkte  eines  Kegelsohnitts  durch  seine  Schnittpunkte  mit  einem  andern 
.Kegelschnitt  bestimmt  wird,  ein  Verhältnis  cler  Wurzeldifierenzen  der 
kubischen  Gleichung  aus  der  Diskriminante  ihres  Büschels  ist.  Man  findet 
filr  die  Gleiuhungsform  fl;/-t-3^^  + aij^-h  6ma;,a^%  =  0  und  den  Punkt 
xi,  dessen  Koordinaten  sie  befriedigen,  zuerst,  dass  der  Polarkegelsehnitt 
K^'  deeselben  in  Bezug  auf  das  Fmidamentaldreieck  die  fraglichen  Punkte 
auch  enthält,  und  sodann  die  Diskriminanten  der  bezeichneten  Polarkegel- 
schnitte .K  und  Ji^'  4?  =  (1  -|-8m')a;,'ii^'ic,',  iJ'  =  23;,'a;j'Xj'und  die  Simul- 
tan-Invarianten  derselben  &=ikm''Xj'x2'a;i',  & =i.^mxi  x^' x,' ,  so  dass 
die  Gleichung  der  Diskriminante  wird  l'(l-|-8»i')-|-181'w*+121.»i-|-2=0, 
unabhS,ngig  von  den  Koordinaten  xt'.  Die  Gleichung,  welche  die  Wurzel- 
differenzen derselben  liefert,  wird  als  identisch  mit  der  weiterhin  (Art.  330) 
in  anderer  Art  zu  entwickelnden  Beatiormungsgleichung  gefunden, 

33)  8.  188,  Art.  169,  Die  beti-effenden  Entwicklungen  tmg  Dr.  Hart 
zur  ersten  Originalausgabe  dieaea  Werkes  bei. 

34)  S.  190,  Ai't  171.  Es  ist  der  9.  Satz  dea  3  Abschnittes  des  Ti-aetatuB. 

35)  S.  192,  Art  174.  Die  im  Texte  befolgte  Beweismethode  ist  von 
Dr.  Hart.  Der  wichtige  Satz  rührt  von  Hesse  her,  welcher  zeigte, 
dass  für  [7=0  ala  Gleichung  einer  Kurve  dritter  Ordnung  und  fl'  =  0 
als  ihre  Infiesionsdeterminante  (Art.. 70)  für  alle  Kurven  des  Büschels 
a  11+  bS^  0  die  Inflesionedetemiinante  in  der  gleichen  Form  ausdrück- 
bar ist.  Siehe  „Über  die  Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ordnung" 
in  „Grelles  Journal"  B.  28,  p.  104  (1844). 

Der  Satz  über  die  Gruppierung  der  Inflexionspunkte  in  Art.  176  ist 
ebenfalls  von  Hesse  gegeben;  siehe  „Eigenschaften  der  Wendepunkte 
der  Kurven  dritter  Ordnung"  in  „Grelles  Journal"  Bd.  38,  p.  267, 

36)  S.  196,  Art.  178.  Gayley  selbst  bezeichnete  sie  roit  dem  Buch- 
staben P  und  nannte  sie  die  Pippian.  Vergl.  seine  wichtige  Abhandlung 
„AMemoir  on  Curvea  of  the  third  Order "  im  147.  Bd.  der  „Phüosophical 
TraMsactions"  p.  41B  — 446  (1857)  und  dazu  die  Vorläufer  derselben 
„Memoire  aur  les  Courbes  du  tioisieme  ordre"  und  „NouveUes  Remarques 
snr  les  Gourbea  du  troisieme  ordre"  im  9.  und  10.  Bd.  von  „Liouvilles 
Journal"  (1844  —  1846). 

ST)  S.  310,  Art  194.  Pur  eine  vollständigere  Entwicklung  dieser 
.Theorie  sehe  man  Cayleys  Abhandlungen  „On  a  case  of  the  Involution 
of  cubic  curves"  und  „On  the  claaaifieation  of  cubic  curves"  in  „Trans- 
actiona  of  Cambridge  Philosoph.  Society"  Bd.  11,  p.  39  — 128. 

38)  S.  213,  Art.  197.  Newton  „Enameratio  linearum  tertii  ordinis" 
(1706),  p.  19. 
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39)  S.  214,  Art.  198.  Cliasles  (Deutsche  Ausgabe  des  „Apei'?u 
hiatorique").    „GescMclite  dei'  Geomelrie"  p.  143  und  Note  XX,  p.  367. 

40)  S.  222,  Art.  206.  Newton  benannte  die  erste  ala  inscribed,  die 
zweite  circumscribed  und  die  dritte  ambigenoua  hyberbola. 

41J  S.  228,  Art.  211.  Die  Newtousche  KlasBiflkation  ist  in  der  unter 
37)  citierten  Abhandlung  Cajle  ja  neuerdings  gründlieh  dargestellt  und 
namentlich  auch  mit  Pliickers  Gruppeneinteilung  verglichen  worden. 

42)  S.  331,  Art.  212.  "Wir  nennen  als  von  selbständiger  Bedeutung 
in  der  Reihe  der  Klassifikationen  die  Abhandlung  von  6,  Bellavitia 
„Sulla  classiflcazione  delle  curve  del  terzo  ordine"  im  25,  Bd,  (2.  TL) 
der  Abhandlungen  der  „Societäibahana  delle  aeienze  residente  in  Modena" 
1851,  und  Möbius  „Über  die  Grundformen  der  Linien  der  dritten  Ord- 
nung" in  den  „Abhandlungen  der  k.  Sachs,  Gesellschaft  der  Wisaen- 
Bchaften"  eine  Begründung  der  ftb ersichtlichen  Einteilung  Salmons  — 
obwohl  ans  demselben  Jahre  —  aus  der  Natur  einfacher  LagenverMlt- 
nisse.  Vergl.  zu  deraelhen  Cajleja  Äbhaadlnng  „On  cubie  cones  and 
curves"  in  „Transactions  of  Cambridge  PHlosoph.  Societj"  Bd.  11, 
p.  129-144  (1886).  Neuestena  „Grelles  Joum."  Bd.  76,  p.  153  und  Bd.  76, 
p.  59  Durfege  „Über  die  Pormen  der  Kurven  dritter  Ordnung". 

43)  S.2B7,  Art. 215.   S.Lardnera  „AlgebraicGeometrj"  p.  196,  472. 

44)  S.  239,  Art.  216.  Ausfühningen  in  einer  Abhandlung  von  Dur ege 
im  1.  Bd.  der  „Mathem.  Annalen"  p.  509. 

+5)  S.  343,  Art.  218.  Weitere  Ausführungen  der  entwickelten  Methode 
findet  man  in  den  „Mathem.  Annalen"  Bd.  6  von  Igel  und  ebenda  Bd.  2 
von  Haaae;  auch  in  der  Dissertation  von  Eosenow  (Breslau  1873)  „Die 
Kurven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt". 

46)  S.  243,  Art.  218.  Siehe  Clebach  Abhandlung  in  Bd.  64,  p.  43 
von  „Grelles  Journal", 

47)  S.  244,  Art.  219.  In  den  Abhandlungen  von  Cayley  aind  die 
Koefficienten  von  j/^s,  S^x,  x^j/,  ys',  nx^,  !cy'  respelctive  durch  f,  g, 
h,  i,  j,  k  bezeichnet,  in  neueren  deutschen  Arbeiten  iat  die  Indieea- 
bezeichnung  bei  den  Variabeln  und  den  Koefficienten  konsequent  durch- 
geführt, so  dasB  die  in  Eede  stehenden  heissen 

Ojasi  '*83i.  *iu>  "sas.  %ii .  «laa  ■ 
Jenes  iat  kürzer,  diesea  bezeichnet  ohne  Balastung  dea  Gedächtnisaea 
den  Platz  jedes  Koefficienten  im  entwickelten  Ausdruck  der  Funktion. 
Für  unsern  Test  erschien  ein  Mittelweg  empfehlenswert;  die  gewählte 
Bezeichnung  stimmt  für  die  hervorgehobenen  Glieder  mit  der  der  deut- 
schen Arbeiten  flherein,  wenin  man  a,,,  Oj,,  o^j  durch  a,  b,  c  ei-setzt 
und  den  dritten  Index  anhän^;  und  die  Koefficienten  von  a;,',  x^',  aij* 
lassen  sich  nach  demselben  Prmcip  durch  »i ,  6^ ,  c,  oder  zu  noch  weiterer 
Verkürzung  durch  a,  b,  c  darstellen. 

48)  S.  247,  Art.  221.  In  der  That  sind  die  Methoden  von  Aronhold 
imd  von  Cajley  nicht  im  Wesen,  sondern  nur  m  der  Ausdrueksform 
verachieden.  Wir  wollen  dies  hier  kuiz  auafulien  Wenn  die  terMren 
Punktionen  dritten,  vierten  etc.  Gi-ades  durch 
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Clebacli      e     1    d     lot        de    lue  Polynom    (a       +0,^3  +  . ..)" 

Bjmboli  ii  doi  teil  n  jmboli  h.  m  lern  S  nue  liss  nicli  der  Ent- 
wicklung d  e  P  o  1  kte  a  a  a  etc  dn  h  lie  a  etc  etzt  wei-den. 
Dieselbe  kab  3  hs  Fo  n  kam    al  e    gle  cbii^e  gab  dur  k 

etc.  auagedractt  werden,  wenn  man  für  die  J,  6j  b,,  CiCiC.  eto.  ebenfaUa 
die  Olli,  «iia  etc.  nacli  der  Entwicilung  auoatituiert.  Mun  gebt  die 
Itegel  zur  Bildung  TOn  Inyarianteu  von  Äronbokl  dabin,  dnas  man  daa 
Produfet  einer  Anzabl  Ton  Determinanten  bilde,  deren  Elemente  die 
Zoichen  a  a.  ttg  b  h,  etc  sind,  nnd  näbck  der  Multiplikation  für  die 
a  ata     babai    etc    1  e  Koefflo  enten  a^n,  Om»ii  etc.  eiasetae;  s 

S  +  a  i^Cf,      JT+öCji^,    Z  +  CidiO^,    S±d^a^b^. 
Na  b  de    Cijleys  bpn  Beze    b  rnig  muss  aber  diese  Invariante  in  der 
l'hat    lur  b    dns   Symbul   1  3    234  .  S4I  .  412    bezeiclmet  werden.      Denn 
icb   le      11  eo    me  von  den  bo»  ogenen  Funktionen  ist  für  eine  Fonn  u 
vo      C  ale  «   1  e  Fu  ktion 


e  en  meiiscbnn  Pakte  yeisobieden  eo  lass 
!  +a2''-ä  +  «B^s)"  'i'ß  "  "^1  dnicb  emen  numeri- 
s  be  Fakte  0  ien  Iiffeientialsymbolan  - —  veiscbiedon  sind  nnd 
aom  t  d  eseH  e  Result  te  e  kalte  wpiden  mi  ssen  wenn  wii  mit  Cayloy 
D  t    u     inte    a      Ien  El     enten  - —  odei  y.  tnn  wi   mit  Äionhold  tolcbe 

a  8  Ien  0  b  Jlen  In  1  e  Ien.  Metboden  wii  1  aucb  von  demselben  Krnist- 
p^^  ft  Tel -vn  b  gemalt  Wen  mit  lern  Piodikt  einei  Ai/abl  von 
D  fl     et  alayml  ölen 

C?_+i^\rt-+p^)  .1». 

\da:  dyj  \dx  ^ dyJ 
an  der  Punktion  ff  operiert  wird,  ao  ist  das  Eeaultat  eine  bneare  Funk- 
tion der  Differentiale  von  TJ  von  einer  der  Zail  der  Faktoren  gleieben 
Ordnung;  wird  also  für  eine  Funktion  der  symboliscbe  Ausdruck  er- 
fordert, welclie  Potenzen  der  Differential!! oefflei enten  entbält,  ao  bildet 
man  nach  Cayley  zuerst  mit  verscbiedcnen  Reiben  von  Veriindcrlichcn 
eine  Funktion  wie 


und  macbt  nach  der  Differentiation  die  Veränderlicben  identisoK  Dies 
ent«]nicbt  offenbsir  genau  den  Aronkoldacben  Eeiben  der  «i,  ö,-,  eto.  Für 
den  Beweia,  daea  jede  Invariante  in  solcber  Weise  ausgedrückt  werden 
kann,  darf  bier  auf  die  Quellen  verwiesen  werden. 

49)  S.  249,  Art.  222.  Der  Beweis  für  binäi-e  Foi-men  kann  wie  folgt 
gefübi-t  werden.  Wir  denken  durcb  lineare  Transformation  die  biquadra- 
tisebe  Form  in  3!*-|-6m3;*^°-|-y' übergefübrt  und  bemerken  zuerst,  daes 
jede  Invariante,  welcbe  für  m  =  0  versobwindet,  auch  füi:  m  — +  1  ver- 
Bchwinden  musa.  Denn  daa  Binom  a;*-]-j(*  wird  durch  Überführung  von 
ic  nnd  ;/ in  « -I- j/  und  k  — «  in  a;'-|-6a!'w"-|-3/*  und  durch  die  von  x  und 
1/  in  ic  +  j/i,  x  —  yi  in  iC*— 6a:''j/'-l-j(* umgeformt,  so  daas,  wenn  m.  ein 
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Faktor  einer  Inyarifuite  ist,  aach  (m*—  1)  ein  solcher  sein  musB  mid  also 
die  Inyariante  mit  (m  — m')  oder  mit  y  teilbar  wird.  Ist  dann  eine  In- 
variante in  Funktion  der  aOgemeinen  Koeffioienteä  «,  &,  c,  d,  e  ans- 
gednlckt,  so  muss  sie,  falls  sie  nicht  für  &  =  0,  c  =  0,  d=(3  Tcrschwindet, 
sich  auf  eine  Potena  von  ae  reduzieren,  weil  sie  eine  syimnetriaolie 
Punttioa  von  a  imd  e  sein  muss  und  nach  dem  Gesetze  vom  gleichen 
Gewicht  aller  Ghedei  sich  nicht  auf  die  Form  a'  +  e"'  reduzieren  kann. 
Ist  nun  dei  so  bleibende  Teil  a'e*,  bo  subtrahieren  wir  von  der  ge- 
gebenen InTariante  6'  oder 

so  musB  dei  Rest  fui  h  =  0,  C  =  0,  d  =  f)  notwendig  verschwinden  oder 
für  die  kanonische  Foi-m  mit  )re  =  0  stets  Wull  werden,  er  muss  also 
nach  dem  Voiigen  durch  T  teilbar  sein  oder  die  Invariante  muas  von 
der  Form  S'-+Tfp  sein.  In  derselben  Weise  zeigt  man  nnn,  dass  tp 
von  der  Form  5"  + 2"^  ist  u.  s.  w.,  80  dass  durch  Wiederholung  deß 
Yerfahrens  die  Invariante  mittelst  der  Fundamental -Invarianten  S  und  T 
rational  ausgedruckt  werden  kajm. 

50)  S,  264,  Alt.  236.  In  der  ersten  Ausgabe  wurde  dies  durch  direkte 
Bereclinuiig  bewiesen  und  so  die  Werte  von  S  und  T  gebildet. 

51)  S.  265,  Ai-t.  228.  Tergl  Todhunters  „Theory  of  Equations" 
13.  Kap.,  p.  104 f  .Zu  der  hier  gegebenen  Darstellung  der  Beduktion 
auf  die  kanonische  Form  kann  man  vergleichen  die  Daistellungen  der- 
selben, welckeClebschund  Gundelfinger  in  Bd.  2,  p.  382  und  Bd.  5, 
p.  442  der  „Mathem.  Annalen"  gegeben  haben. 

62)  S.  263,  Art.  233.  Die  schiefe  Invariante  der  Funktionen  fKnf- 
ten  Grades  von  Hennite  ist  als  Resultante  der  kanonisclien  Form 
aa:''  +  bi/^  +  eg^  mit  w  +  y  +  s^O  und  ihrer  Kanonizante  abacys  von 
der  achtzehnten  Ordnung;  denn  die  Subatltution  der  drei  Wurzeln  der 
letztern  in  die  erate  und  die  Multiplikation  der  Resultate  mit  einander 


!>(S-c)  (.-«)(—!,), 


Dieselbe  ist  vom  Vei-fasser  in  den  „Philosoph.  Tramsactions"  von  1858, 
p.  465  in  vollständiger  Berechnung  mitgeteilt  worden,  (Abgeküi-zt  in 
„Votlesungen"  Art.  229,  p.  295—300.)  Ihr  Quadrat  ist  in  den  Funda- 
mental -  Invarianten  von  der  vierten,  achten  und  zwölften  Ordnung 
rational  ausdrückbar. 

53)  S.  265,  Ai-t.  233,s.  "Ober  die  nemipunktige  Bei-iihning  derKm'ven 
dritter  Ordnung  hat  zuerst  (Abb.  v.  Juni  1858)  der  Verfasser  gehandelt, 
von  da  stammt  die  Darstellung  des  Gesamtortes  in  Kovarianten;  über 
die  Zerlegung  in  lineare  Faktoren  und  die  Realität  handelte  neuerlieh 
(Bd.  25  der  „Tiwisact.  of  the  B.  Iriah  Acad.  p.  B69)  A.  S.  Hart,  l^r 
eine  weiterführende  Äuffassimg  vergl.  Halphens  „Eecherches"  in  Bd.  15 
der  „Mathem.  Annalen"  p.  359. 

5i)  S.  270,  Art.  237.  Vergl.  des  Verfassers  Abhandlung  in  „Philo- 
sophiciü  Transactions"  1868  p.  536. 

55)  S.  274,  Art,  240.  Für  die  übrigen  Kovai-ianten  und  Kontm- 
varianten  der  in  dieser  Foim  geschriebenen  Gleichung  siebe  „Philoso- 

ähioal  Transactions"  1860,  p.  252.  Einige  Bemerkungen  über  die  Art 
er  Bildung  der  Invarianten  etc.  für  die  mit  einer  additionellen  mit  den 
nraprüngiichen  durch  eine  lineare  Relation  verbundenen  Vaiiabeln,  findet 
man  im  2.  Bd.  der  „Analjt.  Gecm  des  Baumes"  in  dem  von  den  In- 
varianten der  Flächen  dritter  Ordnung  handelnden  Kapitel, 
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Hier  sei  nocli  angemerkt,  wie  die  Eeduktion  der  allgemeinen 
Ülcichnng  auf  die  Sainiue  von  vier  Kuben  geschehen,  kann.  Zu- 
erst ven  einer  willkürlich  geTs^iilten.  Geraden  aus  als  erate  der  Tier 
l'undamentallimeu,  indem  man  als  die  drei  ande™.  die  Diagonalen  dos 
Vierecks  der  GmndpuDkte  binzufSgfc,  welckes  die  ersten  Polaren  des 
Kegelselinitt-Büechela  ihrer  Punkte  bUden,  Diese  drei  sind  auch  die 
Seiton  dos  der  Hesseschen  Kurve  der  gegehenen  eingeschriebenen  Drei- 
ecks, welche  jene  der  angenonunenen  Geraden  zu  ihren  dritten  Schnitt- 
■punkten  haben.  Und  wie  Walker  in  Bd.  10  der  „Proeeedings  of  the 
London  Math.  Soc."  pag..  18S  bemerkt  hat,  die  drei  Schnitiipiinkte  einer 
beliebigen  Gteradon  mit  der  Hess  eschen  Kurve  liegen  mit  ihren  konju- 
gierten Polen  (Art.  176)  viermal  zu  drei  in  ^ei'aden  Linien,  welche  die 
vier  Fundamontallinien  der  betraohtetcji  Gleichimgsform  sind. 

Einfache  AuBdrücke  ßir  die  Formen  des  Sjstems  liefert  die  Annahme, 
diiSB  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Art,  219  die  KoefEcienten  Oj,  Oj, 
6,  ö, ,  Cj  verschwinden. 

56)  S.  277,  Art.  243.  Zur  fuUgemoinen  Theorie  der  temären  kubischen 
i'onnen  äiad  die  Abhandlungen  von  Aronhold  in  den  Bänden  39  {p.  140) 
und  55  (p.  97)  (1860  imd  1868)  und  Cajlaja  „Third  and  Sevenüi  Me- 
moirs  on  Qtiantics''  in  den  „Philosophical  Tranaactions"  von  1856  und 
1861,  und  von.  Clebseh  und  Gordan  im  1.  Bd.  der  „Mathem.  Anna- 
len"  p.  56,  1869,  endlich  von  Gundelfincer  im  4.  Bd.  derselDen  Anna- 
len  dl.  144)  und  Bd  8  (p.  136)  zu  Eate  zu  ziehen.  GundelCinger  giebt 
die  vicrunddroissig  Fennen,  welche  das  System  der  Konkomitanten 
der  tei-nilron  kubischen  Form  bilden,  nach  der  Theorie  von  Gordan 
{„Matliem.  Annalen"  Bd.  1,  p.  90J.  Wir  verweisen  auch  auf  Clebschs 
Abhandlung  über  eüie  Klasse  von  Eliminationsproblemen  und  zur  Theorie 
der  Polaren  in.  Bd.  68  von  „Crelles  Journal"  p.  273,  besonders  p.  284  und  291. 

Die  Ausartungen  der  Kui-ven  di'itter  Ordnung  —  die  aus  Kegelschnitt 
und  Gerade  bestehenden  imd  die  aus  diei  öoiaden  —  sind  von  Gordan 
und  von  Gundelfmget  m  den  „Mathem  Annalen"  lespektive  Bd.  3, 
p.  631  und  Bd   4,  p   Öbl  algebraiHoli  behandelt  worden 

Die  Klaasifakation  lässt  sich  m  den  &E,tÄen  resümieren  Die  Kurve 
iwt  KweiteJig  und  nicht  ^mguMi  oder  einteibg  und  nicht  smgulilr,  je 
nachdem  die  Distnminante  negativ  oder  positiv  ist  sie  hat  bei  ver- 
schwindender Disknminante  em^n  isohoi-ten  Punkt  emcn  Knoten  oder 
einen  Rückkehi'punkt,  je  nachdem  T  positiv,  negativ  odei  Null  ist.  Je 
nachdem  die  Beciprokatform  negativ,  positiv  oder  Null  ist  hat  die  Kurve 
mit  der  dritten  Fundamen tallinie  oder  der  unendlich  fernen  Geladen  diei 
reelle  Punkte,  einen  reollen  Punkt  oder  einen  reeUen  Punkt  und  bwci 
zusammenfallende  Punkte  gemein;  sie  fallen  alle  diei  zu'samnien  wenn 
Kogleich  T  verschwindet  Wenn  zugleich  H,  S,  T  v  i-sch«indtn  so  ist 
die  KuiTe  in  ein  Büschel  von  drei  Geraden  und  fiir  H  als  lolUtommenen 
Kubus  hei  verschwindenden  S  und  T  in  einen  Kegelschnitt  und  seine 
Tangente  degeneriert.     (Vergl.  Art.  245,  l.) 

Zu  Kap.  VI.    S.  278—360. 

51)  S.  280,  Art.  244  ist  wesentlich  Beiti-ag  von  Prof.  Cajley. 

58)  S.  286,  Ai-t.  247.  Die  Abhandlung  von  Zeuthen  steht  in  Bd.  7 
der  „Mathem.  Annalen"  p.  410—432  mit  2  Taf.  Klein  hat  seine  SätKo 
Aber  die  BealitätaverMlkosse  der  Doppelfcangenten  und  Inflexionen  auf 
Kurven  m*"  Ordnung  erweitert.  Über  die  Vielteüjgkeit  der  algebraischen 
Km'ven  handelte  Harnack  in  Bd,  10  der  „Mathem,  Annalen"  p.  189f.  Fnn 
einfaches   Beispiel    einer  Kurve    vierter   Orduung  mit  zwei   Teilen  von 
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ungeradei-  Ordnung  ist  (x^''  —  xJ^(,ii:,'  +  xJ)  —  l:x,XiU:j;  =  0  odor  mit 
35j=0  ala  dei"  unendKoh  tonen  Öei-a^en  {»;'— l){i/'  +  l)  — JiCi/  =  0.  In. 
ilir  iafc  3^  =  0,  iCi  =  0  der  reelle  Durciisclinitt  beidei'  Teile  und  ^^3  =  0, 
;Ca=0  ein  isolierter  Punkt. 

59)  8.  299,  Alt.  266.  Fat  die  Theorie  der  Doppeltangenton  der 
Karren  vierter  Ordnung  liat  dem  Verfasser  ein  Manuskript  von  Cajley 
KU  Grebote  gestanden. 

Plücter  hat  zuerst  die  Möglichkeit  bemerkt,  die  Gleichung  einer 
Eurre  vierter  Ordnung  auf  die  Porm  toxys^^V^  an  bringen;  indem  er 
aber  ala  alJgemeingiltig  ansah,  dass  die  sechs  Beröhrungspunite  von 
je  drei  Doppeltangenten  in  einem  Eegelschnitt  liegen,  gelangte  or  au 
einem  irrigen  Schluss  ilher  die  Gesamtzahl  der  Eegelsehnitte,  wokho 
duL-ch  acht  Bei-ahrungspuntte  von  Doppeltangenten  hindui-eh  gehen. 
Siehe  „Theorie  der  algebraischen  Kurven"  p.  245  f. 

60)  S.  303,  Art.  260.  Hesse  „Über  die  Doppeitangenten  der  KuiTen 
vierter  Ordnung"  „CreUes  Journal"  Bd.  59,  p.  243  (1866),  und  vorher 
Bd.  56,  p.  83  imd  Bd.  49;  Cajley  ibid.  Bd.  68,  p.  176;  neuestens  Bd.  87, 
p.  190.  Im  Anschluss  tm  Zenthena  imter  68)  citierte  Abhandlung  hat 
die  Verteilung  der  Doppeitangenten  auf  die  Systeme  der  vieriaeh  be- 
rührenden Kegelschnitte  nnd  ikre  Eealiföt  neuerlich  nntersucht  C.  Crone 
im  12.  Bd.  der  „Mathem.  Annalen"  p.  561f. 

61)  S.  303 ,  Art.  260.  Eine  von  der  Hesseschen  abweichende  Methode 
der  Verbindung  der  Theorie  der  achtundzwanzig  Doppeltengenten  mit 
der  Geometrie  von  drei  Dimensionen  hat  Geiser  im  1.  Bd.  der  „Mathem. 
Annalen  p.  129  gegeben:  Von  einem  Punkte  der  Fläche  dritten  Gi-ades 
geht  ein  allgemeiner  Berührungakegelviei-ter  Ordnung  an  dieselbe,  dessen 
achtnndEwanaig  Doppeltangentialebenen  aus  der  Tangentialebene  der 
Flache  im  Scheitel  und  den  siebenundzwanaig  Ebenen  bestehen,  welche 
ihn  mit  den  siebenundzwanzig  geraden  Linien  der  PlUche  verbinden. 
Vergl.  auch  Bd.  72  von  „Grelles  Journal"  speziell  hierzu  p.  376. 

Zeuthen  hat  in  der  imter  68)  citierten  Abkandlung  nachgewiesen, 
dasB  seine  Elassiflkation  der  Kurven  vierter  Oi:dni^g  in  Bezug  auf  die 
Realität  ihrer  Doppeitangenten  anf  einem  andern  Wege  au  den  Eesul- 
taten  von  Schlafli  über  die  Klassifikation  der  Flachen  dritter  Ordnung 
beaüglioh  der  Realität  ihrer  geraden  Linien  führt. 

63)  8,  306,  Alt.  263.  Die  Gruppe  der  Heptaden  der  Doppeitangenten 
stammt  aus  H.  Webers  „Theorie  der  Abelschen  Funktionen  vom  Ge- 
schlecht 3",  Berlin  1876;  sie  enspricht  den  ,',vonBtäncligen-  Systemen 
ungerader  Charakteristiken  dei'  Abelschen  Punktionen"  (p.26,  p.  83  a.a.O.). 
Solche  Heptaden  sind  die  unabhängigen  Doppeltangentengmppen  der 
folgenden  Aronholdsehen  Untersuchung.  Zum  Ganzen  vergleiche  man 
dort  die  tabellarische  Zusammenstellung  auf  p.  100  und  101  a.  a.  0. 

63)  S.  307,  Art  26*.  Vergleiche  seine  Abhan.dlnng  „Über  den  gegen- 
seitigen Zusammenhang  der  28  Doppeitangenten  einer  allgemeinen  Kurvo 
vieiiien  Grades"  in  den  „Berliner  Monatsberichten"  von  1864,  p.  499. 

Wir  wollen  noch  anmerken,  dass  die  Anfgabe,  die  Doppeitangenten 
einer  Kurve  vierter  Ordnung  zu  bestimmen,  auch  algebraisch  lösbar 
werden  kann  und  dass  ein  solcher  Fall  neueatens  in  der  Dissei-tation  von 
U.  Aeschlimann  (Zürich  1880)  „Zur  Theorie  der  ebenen  Kurven  vieri«ir 
Ordnung"  ausgefahrt  worden  iat.  Es  ist  die  Kurve  ans  dem  von  Steiner 
im  55.  Bd.  des  Crelleschen  Journals  gegebenen  Satze:  Jede  Schar  von 
unter  sich  ähnlichen  und  einem  gegebenen  Dceiseit  einge- 
schriebenen Kegelschnitten  hat  ihre  Mittelpunkte  in  einer 
Eurve  vierter  Ordnung,  die  fiir  das  .^xenvevhiUtnis  ]S"iill  der  Eogel- 
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üohnittü  in  diu  Dreiockseiten  und  die  unendlich  ieme  Gerade,  und  für 
(laa  Asenvei'hältnia  i  in  den  doppeltzilhlendan  Kims  übergelit,  der  das 
Dreieck  zma  Tripel  harmonischer  Pole  hat.  Sie  hat  auch  lauter  reolle 
Doppeltangenten,  wenn  die  Kegelschnitte  Bllips'en  sind. 

64)  S.  316,  Art.  270.  Vergleiche  jedoch  die  Noten  von  Brioachi 
und  Cremona  in  Bd.  4  der  „Mathem,  Aiumlen"  p.  95  und  p,  99.  Die 
16  Doppeltangenten  der  Kttrve  erkennt  man  Jiach  der  Methode  von  Geiser 
durch  die  Voraussetanng,  dass  das  ProjettionBcentrum  in  einer  der  27  Gre- 
raden  der  F^che  liegt ;  der  Durchstoaspunkt  derselhen  m  der  Projettions- 
eliene  ist  dei'  Doppelpunkt,  die  Spui'en  der  beiden  Ebenen  durch  die 
Gerade,  deren  Kegelschnitte  sie  berühren,  geben  die  Tangenten  der  Um- 
riaskurve  hn  Knotenpunltt;  die  Spuren  der  fünf  dreifach  bei-ührenden 
Ebenen  durch  die  Gerade  und  der  Tangentialebene  der  Fläche  im  Pro- 
jektionscentrum liefern  die  von  ihm.  ausgehenden  Tajigenten  der  Kurve. 
Die  16  von  der  gewählten  Geraden  nicht  geschnittenen  Geraden  der 
ii'ULche  bezeichnen  dui'ch  ihre  Bilder  die  Doppeltangenten  der  Umi-iss- 
kuiTe.  Siehe  auch  eine  Abhandlung  von  Brill  im  e,Bd.  der  „Mathem. 
Annalen"  p.  66. 

65)  S.  Si6,  Art.  270.  Vergleiche  Caaeja  Abhandlung  „On  bicircular 
Quartioa"  tu  den  „Ti'anaactions  of  the  Bojal  liish  Academy"  Bd.  24, 
p.  457  (1869),  und  Siebec^s  „Über  eine  Gattung  von  Kurven  viei-ten 
Grades,  welche  mit  den  elliptischen  Funktionen  zusammenMngen"  im. 
67.  und  59.  Bd.  von  „Crellea  Joumal",  p.  359  und  173  respektive  (1860). 

Von  Casey  ist  in  einer  Abhandlung  in  den  „Phil.  Transact,  of  the 
E,  Soc."  Bd.  167,  II.  p.  367  (insbesondere  p.  i32  f.J  nachgewiesen  worden, 
dass  die  Eektiflkation  der  bicirkularen  Kurven  vierter  Ortlnnng  wie  die 
der  Cartesischen  Ovale  von  elliptischen  Integralen  abhängt.  Siehe  auch 
die  a.a.O.  p.  441  —  460  angeschlossene  Abhandlung  von  Cayley. 

-66)  S.  316,  Art.  270.  Man  sehe  Chaales  „Apergu  historiciue"  p.  369 
der  deutschen  Ausgabe;  Quetelet  „Nouveaus  Mömoires  de  Bmxelles" 
Bd.  6;   Cajley  im  15.  Bd.  von  „Liouvilles  JomTial"  p.  354. 

67)  S.  318,  Art.  272.  In  der  That  ward  dieser  von  Dr.  Hart  her- 
rührende Sata  die  Quelle  für  den  allgemeineren  des  Art  271.  Der  für 
diesen  gegebene  Beweis  ist  im  wesentlichen  identisch  mit  dem  von  Caylej 
in  der  Abhandlung  „On  poljzoma!  Curvea"  in  den  „Edinbui'gb  Tiuns- 
action"  für  1859  mitgeteilten, 

Neuestens  wui-den  in  der  Diaaertation  von  Staude  „Über  lineare 
Gleichungen  awiachen  elliptiachen  EJjordinaten"  (Leipzig  1881)  die  bi- 
cirkulauen  Kurven  vierter  Ordnung  als  durch  die  failineare  Gleichung 
mit  Bezug  auf  das  Koordinatensystem  der  Konfokalen  ausgedrückt  unter- 
sucht, welche  fi-üher  nur  für  daa  Caaainische  Oval  durch  W.  Roborts 
angegeben  war, 

68)  S.  320,  Ai-t.  274.     Diea  bewies  Dr.  Casej, 

Den  vier  Arten  der  Erzeugung  der  bicirkularen  Kurve  vierter  Ordnung 
aus  Fokalkegelschnitt  und  Oi-thogonalkreis  (Art.  276),  wobei  das  gemein- 
aame  Tripel  harmonischer  Pole  von  Kreis  und  Kegelschnitt  einer  jeden 
die  Contra  der  Kreise  der  drei  andern  bildet,  entsprechen  folgende  ünter- 
acheidangen,  die  n'iwi  mittelst  BTächenkoordinaten  (Ai-t.  9)  untersucht. 
(VergL  H.  Hart  im  11.  Bd.  der  „Proceedings  of  tha  London  Math.  Soc." 
p.  143 )  Von  den  vier  Kegelsclmitten  sind  drei  Ellipsen  und  der  vierte 
ist  eine  Hyperbel  oder  umgekehrt;  der  von  den  drei  andern  verschiedene 
Kegelachnitt  schneidet  den  zugehörigen  Kreia;  je  nachdem  er  eine  EOipse 
oder  eine  Hyperbel  iat,  sind  die  Ovale  der  Kurve  äuaserlich  au  einander 
oder  nicht.   In  dem  besondem  FaUc  dei'  cirkularen  Kurve  diittev  Ordnung, 
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■wo  die  vier  Kegelschnitte  Parabeln  sind,  sind  drei  deiBelben  nacli  der 
uämHchen  Seite  oifen  und  werden  von  der  vierten  entgegengesetzt  ga- 
öfFneten  reell  geschnitten. 

Als  Centralprojettionen  der  GfrandlcuiTe  eines  Biischela  von  Fläctün 
zweiten  Grades  sind  die  Klirren  ■viei'ter  Ordiinng  mit  zwei  Doppelpunkten 
von  Zeutten  untersucht  worden;  siehe  „Overa.  over  d.  k.  D.  Vidensk, 
Selsk.  Poi'handl."  p.  89  f.  Koperdiagen  1879.  Vergl.  des  Herauegebers 
„Darstellende  Geometrie  in  organiBoher  Verbindung  mit  der  Geometrie 
der  Lage"  2.  Aufl.,  Art.  79,  86,  86. 

69)  S.  334,  Art.  333.  Vergleiche  Steiners  „Geometi-Jucho  Lehr- 
sätze" im  Bd.  a^  von  „CreUes  Journal"  p.  184  (1846). 

Dieser  und  die  folgenden  At-tifcel  bis  mit  Art.  290,  S.  334  wesontlicli 
nach  einem  Manuskript  Ton  Cajley. 

70)  S.  335,  Art^  384.    Die  Serretsche  Substitution. 

71)  S.  341,  Art,  287.  Vergl.  hiei-zu  eine  Abhaadliing  von  Malet  in 
Bd.  26  der  „Transact.  of  the  E.  Irish  Acad."  p.  431.  Die  sieben  Systeme 
vierfach  beriiii'ender  Kegelschnitte  hat  mit  Ausartungen  biqnadratischer 
Inyolntionen  auf  der  Kurve  ebenso  wie  frfiher  die  dreifach  berfikrenden 
KegelBchnitte  der  rationalen  Kurve  diitter  Ordnung  mit  der  quadi'a- 
tiachen  Involution  in  ihr  in  Verbindung  gebracht  Em.  Weyr  m  den 
„Sitzungflb.  d,  k.  Akad.  dei-  Wisaensck.  au  "Wien"  1881,  resp.  1879. 

Ibid.  187*)  siehe  eine  mit  unserer  Darstellung  verwandte  Untersnchnng 
Tiber  die  Doppeltangenten  der  Kurve  von  Durfege  und  1870  oine  Dis- 
kussion ihrer  Formen  von  Eobek. 

73)  S.  340,  Ai-t.  392.  VSi  die  rationalen  Kui-ven  viei-ter  Üirdnung 
sind  besonders  au  studieren  die  Abhandlung  von  Bi'ill  im  12.  Bd.  der 
„Mathom.  Aunalen"  p,  90,  weiche  besonders  auch  die  Untersuchung  der 
Wendepunkte  und  des  sie  enthaltenden  Kegelschnittes  giebt  un«  die 
Dissertation  von  Bretschneider  (Erlangen  1876)  „Über  Kui-ven  vierter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten". 

73)  S.  S5l,  Art  296.  Diese  Klasse  von  Kurven  vierter  Ordnung  ist 
von  Lüroth  betrachtet  worden  im  Bd.  1  der  Mathem.  Anniilen"  p.  37. 
Vorgleiche  die  Abhandlung  von  Clebsoh  „Über  Kurven  vierter  Ord- 
nung" im  Bd.  60,  p.  136  von  „CreUes  Journal".  8ieb.o  auck  Note  26) 
im  1.  Bd.  der  „Anälyt.  Geom.  des  Baumes"  (3.  Aufl.,  p.  XV).  i'ür  die 
Darstellimg  dm'ch  secks  Biquadrate  sehe  man  die  Arbeiten  von  Beyo 
in  Bd.  78  von  „Grelles  Jom-nal". 

74)  S.  359,  Art.  303.  Die  "Werte  dieser  und  der  beiden  nü^jkstfolgen- 
den  Invarianten  "sind  von  Walker  für  den  Verfasser  berechnet  worden. 
Siehe  auch  G.  Maisano  im  19.  Bd,  von  „Battaglinis  Giomale". 

Zu  Kap.  VII.    S.  361  —  382. 

75)  S,  364,  Art.  306.  Die  Eigenschaften  der  Oykloide  wurden  wäki'Bnd 
der  ersten  Hälfte  des  17.  Jahrh.  von  den  hervorragendsten  Mathematikern 
vielfach  studiert.  Mersenne  lenkte  zuerst  die  Anfinarkaamkeit  auf  sie, 
aber  auch  Galilei  scheint  unabhängig  ihre  Verzeickaung  erdacht  au 
haben.  Galilei  verglich,  nachdem  es  ihm  nicht  gelungen  wm,  die  Qua- 
dratur der  Kurve  geometrisch  au  entwickeln,  ihre  Fläche  mit  der  des 
erzeugenden  Kreises  und  kam  zu  dem  Sehluss,  dass  sie  nahe  aber  nicht 
genau  das  Dreifache  der  letzteren  sei.  Das  Problem  der  Quadratur  wurde 
dann  durch  Eoberval  1634  direkt  gelöst;  die  Methode  der  Tan^^nten- 
bestimmung  durch  Descarfces,  die  Eektißkation  durch  Wren,  die  Evo- 
lute durch  Hujghens  und  verschiedene  andere  wichtige  Eigenschaften 
durch  Pascal  entdockt. 
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76)  8.  3GG,  Ali.  307.  Siehe  Euler  „De  duplici  genesiEpicycloidum" 
„Acta,  Pekop."  1784. 

77)  S.  371,  Ait.  311,S.  Man  Törgleiche  die  AbhandlungettTon  Ci'Q- 
mons,  imd  dehseh  im  Bd.  64  von  „Grelles  Joucnal"  p.  102  und  p.  124; 
dazu  Siebeck  „Über  die  Erzeugung  der  Xm-ren  dritter  Klasae  und 
Tierter  Oi'dnimg  durch.  Bewegung  eines  Punktes"  ibid.  Bd.  66,  p.  344. 
Die  8t  ein  ersehen  Sätze  findet  man  im  53.  Bd.  desselben  Journals  p.  231. 
Über  algebraische  Cjkloiden.  haben  neuerlich  gebandelt  Roberts  und 

E.  Holst;  siehe  „Proceedings  of  the  Lond,  Math.  Soc."  IV;  resp.  „Ai'chiv 
for  Math,  og  Naturv."  ¥0n  Krietiaiiia. 

78)  S.  372 ,  Ai-t.  312.  Die  Ei-findung  der  Epicykloiden  wird  dem  däni- 
schen Asbroaomen  Boemer  beigelegt,  der  1674  Teranlaast  war,  diese 
Kurven  bei  Untersuchung  der  besten  Form  der  Zähne  gezahnter  Eäder 
zu  betrachten.  Ihre  Rektifikation  wurde  durch  Hewton  im  I.Buche 
seiner  „Principia"  Prop.  49  gegeben. 

79)  S.  373,  Ai-t.  313.  Siehe  „LiouviUes  Joui-naJ"  Bd.  10,  p.  160.  Ver- 
gleiche hierzu  die  Note  von  Hennig  im  65. Bd.  von  „Grelles  Journal" 
p.  62  unter  Eückaicht  auf  die  SchluasnotiE  des  66.  Bd.  desselbea  Journals. 

80)  S.  375,  Art.  315.  Die  hier  angewendete  Erläuterung  rührt 
von   Dr.  Hart   her,      Ihr   steht   die   Auffassung   von   ^   als   der  ^durch 

1  +  7  + '. — T  4-  - — r-—  + . .  deünierten  einwertigen  Funktionen  gegenüber. 

81)  S.  377,  Alt.  317.  Die  Gtleichgewichtsform  eines  biegsamen  Fadens 
wurde  zueilt  von  Galilei  untersucht,  der  die  Kurve  för  eine  Parabel 
ansah.  Bin  deutscher  Geometer  Joachim  Jungius  zeigte  1669  experi- 
mentell, dass  dies  ein  Irrtum  war;  die  wahre  Form  der  Kettenlinie  ent- 
deckte aber  erat  1691  Jakob  BernouIIi,  Eine  beaebtensweil«  Arbeit 
von  Wallace  über  dieselbe  findet  man  im  14.  Bd.  der  „ Edinburgh Trane- 
actions"  p.  62B. 

82)  S.  S78,  Art.  319.  Siehe  Bouguer  in  „Mömoii'es  de  l'Academie" 
1732,  „ Gorrespondence  sur  l'ecole  poljt."  Bd.  2,  p.  27B;  St.  Laurent 
in  „Gergonnes  Annalen"  Bd.  10,  p.  145. 

83)-S.  381,  Alt.  322.  Vergleiche  Cotes  „Harmonia  mensurai'um" 
p.  85  (1722). 

84)  8. 389,  Ai-t.  323.  Die  logarithmische  Spirale  ist  durch  Des cartes 
erdacht  und  einige  ihrer  Eigenschaften  sind  durch  ihn  entdeckt  worden. 
Die  im  Teste  hervorgehobenen  Sätze  über  die  verschiedenen  Arten  der 
Seibetreproduktion  der  Kurve  fand  Jakob  BernouIIi  und  sie  erregten 
seine  Bewundemng.  Diese  Selbatreproduktionen  geben  Anlasa  zu  der 
Bemerkung,  dass  die  Lehre  von  den  geschlossenen  Systemen  von  ein- 
fach unendlich  vielen  vertauaohbaren  lineaien  Transformationen  —  siehe 

F,  Klein  und  S.  Lie  in  Bd.  i  der  „Mathem.  Annale»"  p.  50 f.  —  neue 
Gesichtspunkte  über  transcendente  Kurven  und  ihre  Zusammenhänge  er- 
öfthet  hat.    (Vergl,  Aii  330,  332.) 

Zu  Kap.  VIII.    S.  383— 4SI 

85)  S.  383,  Art.  324.  Es  ist  die  Steinersche  Piojektion  —  v  igl  i  he 
Steiner  „ Systemat.  Entwicklung  dei'  AbhEng.  geomeb.  Gestilten  von 
einander"  (1832)  p.  251  f.  — ,  dazu  Magnus  vorbeigegangene  Aiheit  im 
8.  Bd.  von  „CreUes  Journal"  p,  51,  sowie  dessen  Aufgal  en  und  Lehi 
aätze,  j).  299  f.  Diese  Konstruktion  wurde  von  Cremona  in  SPinei  eisten 
Abhandlung  „Sülle  Transformazioni  geomotriche   Uli     f.(ui     iiini       ii 
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2,  Bd.  (2.  Serie)  der  „Mem.  dell'  Academia  delle  Scienae  delT  lustituto 
di  Bologna"  (1863)  verallgemeiiierfc.  (Siehe  auch  Note  90.)  Aus  den 
Koordinaten  des  Oi^inEuIpmiktes  ergeben  sich  nach,  beatimmten  Gesefcaen 
plaoimetrisch  die  Koordinaten  dea  entapreehenden  Bildpunlctes;  plaiii- 
metriseli  feann  man  natfirlieh  auch  durck  Transformation  von  den  fl'i 
einer  Figur  zu  den  4f  einer  andern  übergehen;  wie  z.  B.  durch  Ver- 
tausoliung  der  CarteBiBchen  Koordinaten  x,  y  mit  den  Plflckerachen 
—  g-',  —■^-'i  wo  an  Stelle  eines  Punktes  als  das  ihm  entsprechende 
Element  die  ihn  nicht  enthaltende  Diagonale  seines  Koordinatenparallelo- 
gramroa  tritt,  an  Stelle  der  Geraden  hx-^-ay^ab  die  Parahel  von  der 
Qleichnng   «ft J);  +  «|  +  ÖJi  — 0  etc. 

86)  S.  388,  Alt.  327,  Vergl.  Hirst  „Süll'  Inversione  quadi-ica  delle 
Curve  piajie"  übeMetKt  von  Gremoua  in  Bd.  7  der  „Annali  di  Matema^ 
tica",  oder  in  Bd.  4,  p.  278  yob  „BattagHnie  GiornaJe". 

8'n  S.  390,  Art.  328,1.  Der  hier  gegebene  Beweis  dieses  Steiner- 
scheii  Satzea  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art.  252,  s)  rahrt  von  Ingram  her. 

88)  S.  890,  Art.  329,6.  Dies  Beispiel  ist  entnommen  aus  einer  Ab- 
handlung von  Stuhbs  im  23.  Bd.  des  „Philoaopli.  Magazine"  p.  18. 

89)  S.  392,  Art.  331.  Siehe  „Liouvilles  Journal"  Bd.  13,  p.  209. 
Vevgl.  die  allgemeinere  Äuffossung  in  der  Abhandlung  von  Klein  tind 
Lie  im  4.  Bd.  der  „Mathem.  Annalen"  p.  50,  bes.  p.  76. 

90)  8.  396,  Ai't.  334  —  343,  Man  verdankt  diese  Theoi-ie  Oremona, 
siehe  (he  unter  Note  85)  angeführte  Abhandlung  und  deren  Fortsetaung 
vom  Jahre  1866  im  6.  Bd.  derselben  „Memorie".  Beide  Abhandlungen 
sind  abgedruckt  in  „Battaglinis  Giomale"  Bd.  1,  p.  305  und  Bd.  3, 
p.  269-Tmd  363. 

Der  wicbtige  Satz  von  der  Summe  der  drei  höchsten  Ordnungs- 
zahlen der  vielachen  Punkte  der  Transformation  ist  wohl  zuei-st  von 
Noether  ausgesprochen  und  sofort  auch  zu  der  Folgerung  des  Art.  3^3 
benutzt  worden,  dasB  jede  Cremonasclie  Transformation  durcli  eine 
Reihenfolge  von  quadratischen  Transformationen  ersetzt  werden  kann. 
Vergl.  dessen  Abhandlung  „Über  Flächen,-  welche  Scharen  rationaler 
Kurven  besitzen"  im  3,  Bd.  der  „Mathem,  Annalen"  p.  167  (1870)  und 
vorher  (Januar)  „Gföttinger  Nachrichten",  und  verbinde  da.niit  die  Note 
im  5.  Bd,  p.  635,  welche  auch  den  Text  vervoUstÜndigt,  Unabhängig 
und  gleichzeitig  ist  derselbe  Satz  von  Clifford  entdeckt  worden, 
siehe  Cayleys  Abhandlung  „On  the  Rational  Transformation  between 
two  Spaces"  im  3,  Bd.  der  „Proceedings  of  the  London  Mathemat. 
Society"  p,  161,  wo  auch  in  Ai-t.  72  die  Eeduktione»  für  alle  Fälle  der 
Cremonaschen  TrauKformationen  bis  mit  w  =  8  mitgeteilt  sind.  Später 
erschien  ein  Aufeatz  von  Rosanes  im  73.  Bd,  von  „Crelles  Journal" 
p,  97,  dem  die  Litteiatur  der  Präge  bis  auf  die  grundlegende  Arbeit  von 
Cremona  unbekannt  geblieben  war;  er  enthält  denselben  Satz  mit  selb- 
ständigem Beweis  und  überdies  den  neuen  Satz,  dass  die  eindeutig  um- 
kehrbaren algebraischen  Transformationen  der  Ebene  notwendig  Cremona- 
sohe  sein  müssen.  Zur  allgemeinen  Theorie'  der  Cremonaschen  Trans- 
formationen vergl,  man  auch  Clebschs  Note  im  4,  Bd,  der  „Mathem, 
Annalen"  p.  490. 

Neuestens  haben  Hirst  und  8,  Kantor  unabhängig  die  EVa^e  nach 
der  Anzahl  der  cjklisclien  Gfruppen  von  Punkten  in  erner  bi- 
rationalen Transformation  zwischen  vereinigten  Ebenen  untersucht,  d.  h. 
von  Gruppen,  deren  Punkte  P  die  Eigenschaft  haben,  dass  eine  endliche 
Zahl  von  Wiederholungen  der  Transformation  durch  P",  P",  F'"  etc. 
auf  den  Ausgangspunkt  P  zurückführt.  Man  erlangt  daduvcli  geoinotmclic 
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Beweise  aalüentlieoi'etiscliei-  Sätee.     Siehe  Bd.  16,  p.  301  des  „Qnarterly 
Joum.  of  Math,"  ■imd  Bd,  10  der  „Annali  di  Matem."  p.  64  —  73. 

Hiermit  im  Zusammenhange  ma^  erwähnt  werden,  dass  Unter- 
suchungen Aber  die  inTolutoi-ischen  hirationalen  Transforma- 
tionen der  Ebene,  d.  h.  die  Transformationen  einer  Ebene  E,  E'  in 
sich  selbst,  bei  denen  einem  Punkte  AB'  der  nämliche  andere  A!B  ent- 
aprioht,  oh  man  ihn.  aur  Ebene  E  oder  zur  Ebene  E'  rechnet,  besonders 
TOn  E.  Bertini  mitgeteilt  worden;  siehe  die  „Annali  di  Mathemat" 
Bd.  8,  p.  11,  146,  264. 

91)  8.  411,  Art.  345.  Vergl.  Jung  und  Armonante  in  „Ba,ttaglini3 
Giomale"  Bd.  7,  p.  335  f 

92)  8.412,  Art.  346.  Vergl.  Clebschs  Abhandlung:  „Über  die- 
jenigen Kurven,  deren  Koordinaten  eUiptische  Funktionen  eines  Para- 
meters sind"  va  Bd.  64  von  „Grelles  Joumal"  p.  810f.  besonders  p.  224. 
Als  Hauptbeispiel  dienen  die  Kurven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
piinkten  p.  250 — 270.  Vergl.  auch  Note  69).  Als  eine  Portsetznng  dieser 
Abhandlung  ist  Brills  Ai-beit  „Über  diejenigen  Kui-vea,  deren  Koordi- 
naten sich  als  hjperelliptische  Punktionen  eines  Parameters  ausdrucken 
lassen"  in  Bd.  66,  p.  269  zu  nennen  ~  also  Art.  347  betreffend. 

93)  S.  414,  Ai-t.  348.  Siehe  Noether  „Über  einen  Sata  aus  der 
Theorie  der  algebi-aischen  Punktionen"  in  Bd.  6,  p.  354 f.  der  „Mathem. 
Annalen". 

9i)  S.  416,  Art.  349.  Siehe  „Clebsch  und  G-ordan,  Theoiie  der 
Abelschen  Punktionen"  g  14. 

95)  3.417,  Ai-t.349.    Nach  dem  Vorgange  von  Clebsch  a,  a.  0.  g  18. 

96)  S.  418,  Art,  350,  Siehe  Brills  Abhandlungin  Bd.  S  der„Mathäm, 
Annalen"  p,  474.  Die  Dai-stellung  Eochs  von  dem  Satae,  den  wir  als 
den  Eiemann-Rochschen  bezeichnet  haben,  findet  man  in  Bd.  64  von 
„Grelles  Joumal"  p.  372. 

97)  S,  420,  Ai-t.  351.  Siehe  Riemanns  „Theorie  der  Abelschen 
Funktionen"  §  13;  „Wei-ke"  p.  115. 

98)  S.  422,  Ai't,  351,  Siehe  Brills  Abhandlungen  in  Bd.  7  und 
Bd.  6  der  „Mathem.  Annalen"  resp.  p.  295,  p.  61f.  Den  Inhalt  der  Art.  348 
bis  mit  361  verdanke  ich  Herrn  Prof.  Brilf  im  freundlichen  Einverständ- 
nisse mit  Herrn  Prof,  Noether;  er  bildet  die  etwas  mehr  ausgeführte, 
ohschon  noch  immer  gedrängte  Wiedergabe  des  kuraen  Beferates  Aber 
die  Arbeiten  der  Herren  Brill  imd  Noether  betreffe  der  algebraischen 
Funktionen  und  ihrer  Anwendung  in  der  Geometrie  vom  Schlnss  der 
letzten  Ausgabe.  In  den  vorigen  Noten  sind  die  Hauptquellen  dafür 
oitiert.  Ich  füge  nur  noch  hinzu,  dass  die  erste  Publikation  der  ge- 
meinsamen Arbeit  der  genannten  Gelehrten  im  Jahi^.  1873  der  „Oöttinger 
Nachr."  p.  116  f.  geschah,  kurz  vor  dem  Erscheinen  der  2.  Orig.- Aus- 
gabe dieses  Werkes  mit  der  Sylvesterschen  Resttheorie;  und  dass  Er- 
weiterungen von  Noether  in  den  Bänden  15  und  17  der  „Mathem, 
Annaien"  resp.  p.  507  und  263  stehen. 

99)  8,  422,  Ari^  352  —  369.  Die  Daisteüung  folgt  hier  genau  einem 
Manuskripte  vonCayley  und  auch  in  den  frtiheren Teilen  dieses  Kapitels 
verdankt  der  Verfasser  Vieles  den  Beiträgen  dieses  Gelehrten, 

Zu  den  hier  hervorgehobenen  Artikeln  nennen  wir  die  folgende 
Litteratur;  sie  beginnt  mit  Chasles  Abhandlung  „Betrachtungen  über 
eine  allgemeine  Methode"  in  den  „Comptes  rendns"  vom  Sommer  1864, 
Bd,  58,  p.  1167  utld  Bd.  59,  p.  7,  wo  das  Prinzip  der  Korrespondenz  für 
lue  Punltte  der  geradlinigen  Reihe  begi'ttndet,  und  mit  einer  Abhandlung 
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